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1. 

IJeber    die    Construction    eines    einfachen    Polygons, 

welches  einem  gegebenen   gleichnamigen  Polygone  zu 

gleicher  Zeit  eingeschrieben    und  umsehrieben  isL 

Von 

Herrn  GymnasiaJielirer  Nawrath 
In   Nei«««   in   Schteiien. 


(Fig.  s.  Taf.  IV.) 


Ist  €S  möglich  in  der  Ebene  ein  einfaches  Polygon  zu  coii- 
strairen^  welches  einem  gegebenen  gleichnamiger]  Polygone  zu 
gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben  ist? 

Diese  Frage  ist  von  Herrn  Mtibius  gestellt  Seine  Unter- 
suchaog  ergab,  dass  diese  Aufgabe  beim  Ureieck  und  Viereck 
keine  Losung  gestattet  Es  war  mir  interessant  nachzusehen,  ob 
denn  diese  Aufj^abe  auch  beim  einfachen  Fünfeck ,  überhaupt  bei 
eiDenn  einfachen  Polygone  in  der  Ebene ,  unlösbar  ist. 

Einen  Fingerzeig,  wie  man  diese  Untersuchung  führen  kann^ 
fand  ich  in  Steiner's  j^Systematischen  Entwickelung  der  Ab- 
hängigkeit geometrischer  Gestalten,"  Seite  94  behandelt  Steiner 
die  Aufgabe:  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  gleichnamige  Vielecke 
gegeben  sind,  ein  drittes  zu  Keichnen,  welches  dem  einen  um- 
schrieben,  dem  andern  eingeschrieben  ist  Es  Üegt  der  Gedanke 
nahe  die  beiden  gegebenen  Vielecke  als  zusammenfallend  zu  be- 
trachten, und  dann  ergiebt  sich  meine  Untersuchung  ab  ein  spe* 
cieller  Fall  von  jener  allgemein  von  Steiner   geführten. 

Ein  einfaches  n-Eck  entsteht,  wenn  man  n  Punkte,  nach  irgend 
einer  Ordnung  genommen»  in  einem  Zuge  durch  n-maligea  Absetzen 
Theil  L.  t  . 
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verbindet,  so  jedoch ,  dass  man  bei  jedem  Punkte  einmal  anhält, 
und  znletzt  wieder  in  den  Anfangspunkt  zurfickkehrt. 

Wir  bezeichnen  die  n  gegebenen  Punkte,  oder  Ecken  des 
Polygons,  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen  1,  2,  3, . . .  n.  Ist  n  eine 
gerade  Zahl,  so  giebt  es  in  der  Reihe  von  1  bis  n  zwei  in  der 
Mitte  stehende  Zahlen.  Die  Linie,  welche  die  mit  diesen  Zahlen 
bezeichneten  Ecken  verbindet,  wollen  wir  i  nennen,  die  darauf 
folgende  II  u.  s.  w.  und  die  letzte,  welche  mit  i  zusammenstusst  n. 
Ist  n  dagegen  ungerade,  so  ist  n  -f  1  eine  gerade  Zahl ;  dann  gieht 
es  in  der  Reihe  von  1  bis  n  -f  1  zwei  in  der  Mitte  stehende 
Zahlen.  Die  Linie,  welche  diese  beiden  Ecken  verbindet,  sei 
wieder  /,  die  darauf  folgende  Sl  u.  s.  w. 

Beim  Viereck  ist  also:  23  s  /, 
34=  //, 
41  =  7//, 
12  =  iF. 

Beim  Fünfeck  ist:  34=     /, 

45=  /7, 
Öl  =  7/7. 
12  =  7F, 
23=    F. 

Ein  Polygon  ist  einem  gegebenen  Polygone  umschrieben,  wenn 
seine  Seiten  durch  die  Ecken  des  letzteren  gehen,  und  einge- 
schrieben, wenn  seine  Ecken  in  den  Seiten  des  gegebenen  liegen. 
Ein  Polygon  ist  daher  einem  gegebenen  zu  gleicher  Zeit  einge- 
schrieben und  umschrieben,  wenn  seine  Ecken  in  den  Seiten  des 
gegebenen  liegen  und  seine  Seiten  durch  die  Ecken  des  gegebe- 
nen  laufen. 

In  der  Seite  7  des  gegebenen  Polygons  wählen  wir  einen  be- 
liebigen Punkt  a  und  verbinden  denselben  mit  der  Ecke  I.  Dieser 
Strahl  trifft  die  Seite  77  in  einem  Punkte.  Verbinden  wir  diesen 
Punkt  mit  der  Ecke  2,  so  trifft  dieser  Strahl  die  Seite  777.  Fah- 
ren wir  in  dieser  Weise  fort  zu  construiren,  so  erhalten  wir  end- 
lich auf  der  letzten  Seite  einen  Punkt,  dessen  Verbindungslinie 
mit  der  letzten  Ecke  des  Polygons  auf  der  Seite  7  einen  Punkt  Oi 
bestimmt.  Die  Punkte  a  und  Ai  auf  der  Seite  7  seien  entspre- 
chende. Wir  können  umgekehrt  zu  dem  Punkte  üi  den  ent- 
sprechenden a  finden,  wenn  wir  di  mit  der  letzten  Ecke  des  Po- 
lygons verbinden ;  diese  VerbindungsÜiiie  trifft  die  letzte  Seite  in 
einem  Punkte.    Legen  wir  durch  diesen  und  die  vorletzte  Ecke 
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einen  Strahl^  so  trifft  dieser  die  vorletzte  Seite,  o.  s.  w.  Bei  dieser 
Construction  gehen  wir  deo  entgegengesetzten  Weg  von  vorhin, 
und  ivir  mflssen  noth wendig  auf  denselben  Punkt  a  der  geraden  / 
stossen,  von  welchem  wir  das  erste  Mal  ausgegangen  waren. 
Es  ist  daher  ganz  gleichgQltig,  ob  wir  zu  a  den  entsprechenden 
Punkt  dl  suchen,  oder  umgekehrt  Wenn  die  beiden  entsprechen- 
den Punkte  a  und  ai  zusammenfielen,  so  wäre  ein  einfaches  Po- 
lygon construirt»  weiches  die  verlangten  Eigenschaften  besässe. 
Solche  zusammenfallende  Punkte  lassen  sich  aber  leicht  construiren. 

Nehmen  wir  an,  der  Punkt  a  durchlaufe  auf  der  Geraden  / 
eine  Punktreihe,  die  Punktreihe  /;  dann  wird  der  Strahl,  welcher 
a  mit  der  Ecke  1  verbindet,  ein  Strahl bOschel  beschreiben,  dessen 
Mittelpunkt  die  Ecke  I  ist,  und  zwar  sind  Punktreihe  7  und  Strahl* 
buschel  1  in  perspectivischer  Lage.  Letzteres  trifft  die  Gerade  // 
in  der  Punktreihe  //,  und  wie  ersichtlich,  sind  beide  Punktreihen 
7  und  77  In  perspectivischer  Lage.  Die  Punkte  der  Punktreihe 
77  mit  der  Ecke  2  verbunden  liefern  ein  Strahlbuschei  2,  welches 
auf  der  Geraden  777  eine  Punktreihe  777  bestimmt.  Die  Punkt- 
reiben 77  und  777  liegen  ebenfalls  perspectivisch.  Endlich  erhalten 
vf\T  auf  der  letzten  Seite  eine  Punktreihe,  welche  mit  der  auf  der 
vorletzten  perspectivisch  ist.  Verbinden  wir  nun  noch  die  Punkt- 
reihe auf  der  letzten  Seite  mit  der  letzten  Ecke,  so  wird  dieses 
Strahlenbfischel  auf  der  Seite  7  eine  neue  Punktreihe  7|  bestim- 
men. Da  Punktreihe  7  perspectivisch  ist  mit  Punktreihe  77,  diese 
wiederum  mit  Punktreihe  777  u.  s.  w.,  so  folgt,  dass  die  beiden  auf 
einander  liegenden  Punktreihen  7  und  7|  projectivisch  sind.  Be- 
kanntlich fallen  bei  zwei  auf  einander  liegenden  projecti vischen 
Punktreihen  im  Allgemeinen  zweimal  entsprechende  Punkte  zu- 
sammen. Letzteres  ist  immer  der  Fall,  wenn  die  auf  eii^ander 
liegenden  Punktreihen  ungleich  liegend  sind.  Wenn  es  nun  mög- 
lich wäre,  die  Polygone  so  zu  construiren,  dass  die  Punktreihe  7 
und  7|  ungleich  liegend  sind,  und  wenn  wir  von  den  zusammen- 
fallenden entsprechenden  Punkten  ausgehend  den  oben  angegebe- 
nen Weg  verfolgen,  so  mussten  wir  wieder  in  unserem  Ausgangs- 
punkte anlangen  und  hätten  dann  ein  Polygon  durchlaufen,  welches 
dem  gegebenen  zu  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben 
ist  Wir  sehen  ferner,  dass  dann  immer  zwei  Polygone  von  be- 
sagter Eigenschaft  existiren. 

Wie  mSssen  aber  Polygone  construirt  werden,  damit  die  Punkt- 
reiheo  /  und  7|  ungleichliegend  sind?  Ehe  wir  uns  mit  dem  all- 
gemeinen Falle  beschäftigen,  wollen  wir  vorher  das  Tiereck  nnd 
Fünfeck  nntersuchen. 
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Wir  betrachten  nun  das  Viereck  1234  und  bezeichnen  seine 
Seiten,  wie  oben  angegeben: 

23=  /, 
34=:  II, 
41  =  III, 

12  =  ir. 

Um  sa  erkennen»  ob  in  den  beiden  Ponktreihen  /  and  /|  ent- 
sprechende Punkte  zusammenfallen,  müssen  wir  die  Lage  irgend 
dreier  entsprechender  Punktenpaare,  durch  welche,  wie  bekannt, 
die  projectivische  Beziehung  vollständig  bestimmt  ist,  untersuchen. 
Wir  suchen  zu  den  drei  ausgezeichneten  Punkten  3,  y  und  2  der 
Pnnktreihe  /  die  ihnen  entsprechenden  in  der  Punktreihe  /f 
(Fig.  I.).    Der  Strahl 

13  trifft    //  in  3, 

23  ,.  ///  „  y, 
3y  „  IV  „  2, 
42     „       /  „  2. 

Dem  Punkte  3  der  Punktreihe  I  entspricht  der  Punkt  2  der 
Pui^ktreihe  /| ;  sie  m5gen  resp.  mit  a  und  di  bezeichnet  werden. 
Der  Strahl 

\y  trifft    //  in  4, 

24  „  ///  „  4, 
34  „  IV  „  I, 
4r      „        /  „  3. 

Es  entspricht  also  dem  Punkte  y  der  Punktreihe  /  der  Punkt 
3  der  Pnnktreihe  /| ;  sie  mögen  resp.  6  und  (|  heissen.    Der  Strahl 

12  trifft  //  in  2, 
2^  „  III  „  1, 
31  „  IV  „  1, 
41     „       /  „  y. 

In  den  Punktreihen  /  und  /|  sind  also  2  und  y  entsprechende 
Punkte;  wir  wollen  sie  resp.  c  und  q  nennen. 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  untersuchen,  ob  bei  diesem  Ent- 
sprechen von  Punkten  irgend  welche  entsprechende  Punkte  zu- 
sammenfallen. 

Dazu  bezeichnen  wir  einen  verftnderlichen  Punkt  der  Punkt- 
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reihe  /  mit  t»  seinen  entsprechendeD  in  der  Punktreihe  7|  mit  %i  and 
laeeeo  den  Punkt  jr  die  Punktreilie  /  darchiaafen.  Befindet  sich  t 
in  a,  so  ist  JC|  in  a|.  Bewegt  sich  r  von  a  nach  i^  so  bewegt 
sich  Xi  von  Oi  durch  den  anendlich  entfernten  Punkt  bis  (|  und 
kommt  erst  in  (,  an,  wenn  jr  in  ^  ist.  Der  Punkt  x  hat  also  sei- 
nen entsprechenden  auf  der  Strecke  üb  nicht  getroffen.  Rückt 
nun  X  in  derselben  Richtung  von  6  nach  c»  so  rückt  X\  von  hi 
nach  C|  und  trifft  in  q  ein»  wenn  j:  in  c  ist.  Auf  der  Strecke  l^chat 
daher  der  Punkt  x  seinen  entsprechenden  jr^  auch  nicht  begegnet 
Geht  nun  endlich  x  von  c  durch  den  unendlich  entfernten  Punkt 
a,  so  geht  j^i  von  q  nach  a^  und  langt  in  Oi  an,  wenn  t  in  a 
ist;  also  auch  auf  dieser  Strecke  haben  sich  X  und  Xi  nicht  ge- 
troffen. Beide  Punkte  x  und  Xi  haben  demnach  die  Seite  23  =  / 
in  ihrer  ganzen  Unendlichkeit  durchlaufen  ohne  sich  zu  begegnen. 
Daraus  folgt»  dass  zusammenfallende  entsprechende  Punkte  In  den 
beiden  projectivischen  Punktreihen  /  und  /j  nicht  existiren.  Hier* 
aus  ergiebt  sich,  dass  kein  Viereck  construirt  werden 
kann»  welches  dem  gegebenen  zugleich  eingeschrieben 
und  umschrieben  wäre. 

Das  Strahlbüschel  l  und  das  Strahlbüschel»  welches  entsteht» 
ivenn  man  sSmmtliche  Punkte  der  Punktreihe  /^  mit  der  letzten 
Ecke  verbindet»  sind  projectivisch.  Die  Durchschnittspunkte  ent- 
sprechender Strahlen  müssen  also  auf  einem  Kegelschnitte  liegen» 
welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlbüschei  oder 
die  beiden  Ecken  des  Polygons  hindurch  geht.  Wenn  in  den 
Pouktreiheo  /  und  /|  entsprechende  ,{^unkte  zusammenfallen»  so 
sind  diese  Punkte  zugleich  Durchschnittspunkte  je  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen  der  projectivischen  Strahlbüschel»  mithin 
Punkte  eines  Kegelschnitts.  Da  beim  Viereck  auf  der  Geraden  / 
keine  entsprechenden  Punkte  zusammenfallen»  so  ersehen  wir» 
das«$  der  durch  die  beiden  projectivischen  Strahlbüschei  1  und  4 
erzeugte  Kegelschnitt  die  Linie  /  nicht  schneidet.  Wir 
haben  also»  obwohl  auf  anderem  Wege»  dasselbe  Resultat  beim 
Viereck  gefunden,  wie  Herr  M  Ob  ins»  und  gehen  jetzt  zum  Fünf* 
eck  über. 

Es  sei  also  das  Fünfeck  12345  gegeben.  Wir  bezeichnen 
34  =  7,  45  =  7/,  5J  =777,  12=7F»  25=  V.  Wir  nehmen  von 
dem  gegebenen  Fünfeck  (Fig.  II.)  die  vier  Punkte  I,  2»  3,  5  und 
die  vier  Geraden  77»  777,  7F»  F  als  fest  au  ui^d  lassen  den  Punkt 
4  auf  der  Geraden  77  sich  fortbewegen,  oder  was  dasselbe  ist,  die 
Gerade  7  sich  um  den  Punkt  3  drehen.  Von  vornherein  ist  klar» 
dass  jeder  Lage  der  Geraden  7  ein  bestimmter  durch  die  festen 
Punkte  I  and  5  gehender  Kegelschnitt  entsprechen  wird.    Diese 
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Kegelschnitte  haben  aber  auch  noch  andere  feste  Punkte  gemein- 
schaftlich; denn 

U  trifft  //  in  a, 
2a  „  ///  „  d. 
3d  „  IV  „  2. 
42     „       F   „  2; 

52  entspricht  also  dem  Strahle  1a  oder  \a  des  Rfischels  1,  und 
zwar  sind  diese  beiden  Strahlen  fest,  wenn  auch  der  Punkt  4  auf 
der  Geraden  //  sich  bewegt.  Ihr  Schnittpunkt  u  ist  daher  allen 
Kegelschnitten,  welche  der  Reihe  nach  den  verschiedenen  La<»en 
des  Punktes  4  auf  der  Geraden  7/  entsprechen,  gemeinschaftlich. 
Der  Punkt  a  lässt  sich  leicht  finden:  man^erbinde  den 
Schnittpunkt  (77,  F)  =  a  mit  der  Ecke  1  und  ziehe  25, 
beide  Linien  schneiden  sich  in  «.     Ferner  trifft: 

54  die  Gerade  V  in  a, 
4a  „  „  7F  „  6, 
36  „  „  777  „  c, 
2c    „       „         77  „  /3; 

\ß  und  54  =  77  sind  entsprechende  Strahlen,  welche,  wie  leicht 
ersichtlich,  ihre  Lage  nicht  ändern,  wenn  auch  der  Punkt  4  sich 
ändert.  Ihr  Schnittpunkt  ß  ist  daher  auch  allen  Kegelschnitten 
gemeinschaftlich,  ß  ist  leicht  zu  finden;  erstens  liegt  er 
auf  77;  ferner  verbinde  man  den  Schnittpunkt  (77,  7F) 
ss6  mit  3  und  erhält  auf  777  den  Punkt  e;  zieht  man  2c, 
so  schneiden  2c  und  77  sich  in  j3.  Ein  fünfter  Punkt  x  des 
jedesmaligen  Kegelschnitts  lässt  sich  ebenfalls  leicht  bestimmen: 

12  trifft  77  in  b, 
U  „  777  „  I. 
31  „  7F  „  1, 
41      „       F  „  c; 

5c  und  12  sind  entsprechende  Strahlen  deV  Bflschel  1  und  5,  mit- 
hin ihr  Schnittpunkt  x  ein  Punkt  des  Kegelschnitts.  Um  den 
Punkt  zu  construiren,  ziehe  man  14,  welcher  auf  der 
Geraden  F  den  Punkt  e  bestimmt.  Der  Strahl  56  trifft 
den  festen  Strahl  12  In  %,  Wenn  4  auf  der  Geraden  77  sich 
bewegt,  so  bleibt  der  Strahl  12  fest;  aber  der  Punkt  e  beschreibt 
auf  F  und  mit  diesem  der  Punkt  r  auf  dem  festen  Strahl  12=7  F 
eine  Punktreihe.    Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 
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Wenn  der  Punkt  4  auf  der  Geraden  //  eine  Punkt- 
relhe  durchiaaft,  so  eotspricht  jeder  Lage  dieses 
Punktes  ein  Kegelschnitt»  welcher  durch  die  vier  festen 
Punkte  1»  5,  tf, /?  hindurchgeht  und  jedesmal  noch  durch 
einen  fünften  veränderlichen  Punkt  jr  auf  der  Geraden 
IV  bestimmt  ist, 

oder: 

wenn  die  Gerade  /  ein  Strahlbfischel  beschreibt, 
dessen  Mittelpunkt  derPunkt3  ist,  so  entspricht  jeder 
Liage  von  7  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  vier 
festen  Punkte  1,  5,  a,  ^  und  einen  veränderlichen 
Punkt  je  auf  der  Geraden  IV  bestimmt  ist- 

Es  fragt  sich,  wie  der  Strahl  /  gelegt  werden  mnss,  damit  er 
seinen  entsprechenden  Kegelschnitt  treffe.  Mit  der  Beantwortung 
dieser  Frage  Ist  zugleich  die  Lusnng  gegeben  für  folgende  Auf- 
gabe: den  Punkt  4  auf  der  Geraden  II  so^zu  wählen,  damit  dem 
so  entstehenden  Ffinfeck  zwei  andere  Fünfecke  zu  gleicher  Zeit 
eingeschrieben  und  umschrieben  werden  können. 

Alle  Kegelschnitte,  welche  djirch  vier  feste  Punkte  hindurch- 
gehen, bilden  ein  Kegelschnittbüschel.  Es  ist  bekannt,  dass  jede 
Transversale  ein  Kegelschnittbüschel  in  einem  Punktsystem  trifft 
Dieses  Punktsystem  ist  entweder  elliptisch  oder  hyperbolisch.  Ist 
es  elliptisch,  so  sind  (Schruter's  Theorie  der  Kegelschnitte, 
S.  264)  alle  Punktpaare  reell ;  d.  h.  dann  trifft  jeder  Kegelschnitt 
des  Büschels  die  Transversale  in  reellen  Punkten.  Ist  dagegen 
das  Punktsystem  hyperbolisch,  so  treffen  nicht  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels  die  Transversale  in  reellen  Punktenpaaren,  sondern 
einige  auch  in  imaginSren.  Wenn  wir  also  das  Kegelschnittbüschel 
als  gegeben  betrachten ,  und  das  von  den  Kegelschnitten  auf  der 
Geraden  ausgeschnittene  Punktsystem  elliptisch  ist,  so  wird  jeder 
Kegelschnitt,  also  auch  der  der  gewählten  Lage  von  /  entspre- 
chende, die  Gerade  /  in  zwei  reellen  Punkten  treffen.  In  diesem 
Falle  liefert  also  immer  das  gegebene  Fünfeck  zwei  andere,  welche 
ihm  zu  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben  werden 
kunnen.  Ist  aber  das  Punktsystem  hyperbolisch,  so  giebt  es  un- 
ter den  Punktenpaaren  imaginäre«  das  heisst,  dann  können  nicht 
immer  Fünfecke  dem  gegebenen  zugleich  eingeschrieben  und  um- 
schrieben werden. 

« 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wann  das  Punktsystem  auf  /  el- 
liptisch, und  wann  hyperbolisch  ist  Auch  dafär  giebt  es  ein  Krite- 
rium.   (Schroter*s  Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  236.).    Wenn 
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nSmIlcb  von  den  vier  Mittelpunkten  des  Biisehels  eine  ungerade 
Anzahl  zu  beiden  Seiten  von  der  Transversale  liegt,  so  ist  das 
Punktsystem  auf  derselben  elliptisch;  liegt  eine  gerade  Anzahl 
zu  beiden  Seiten,  so  ist  das  Punktsystem  hyperbolisch,  falls  näm- 
lich die  vier  Mittelpunkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  ausserhalb 
des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet.  Lie- 
gen dagegen  die  vier  Mittelpunkte  so,  dass  einer  von  ihnen  in  dem 
von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreieck  liegt,  so  findet  das  Um- 
gekehrte statt:  das  Punktsystem  auf  der  Geraden  ist  hyperbolisch, 
wenn  eine  ungerade  Anzahl  von  den  vier  Mittelpunkten  des 
Büschels,  dagegen  elliptisch,  wenn  eine  gerade  Anzahl  zu  beiden 
Selten  der  Transversale  liegt. 

Wenn  also  die  Punkte  I,  2,  3«  5  und  die  Geraden  //, 
7//,  7F,  V  gegeben  sind,  so  construire  man  noch  die 
Punkte  o  und  ß.  Bilden  die  vier  Punkte  1,  5,  o,  ß  ein 
Viereck  mit  keinem  einspringenden  Winkel,  so  ziehe 
man  dieGerade  so,  dass  eine  ungerade  Anzahl  von  den 
vierPunkten  zu  beidenSeiten  von  /  liegen;  bilden  da- 
gegen die  Punkte  I,  or,  j3,  5  ein  Viereck  mit  einsprin- 
gendem Winkel,  so  ziehe  man  die  Gerade  /  In  der 
Weise,  dass  eine  gerade  Anzahl  von  diesen  Punkten 
auf  derselben  Seite  von  /  liegen;  dann  können  jedesmal 
dem  so  construirten  Fünfeck  zwei  Fünfecke  zu  gleicher  Zeit  ein- 
geschrieben und  umschrieben  werden. 

Die  zusammenfallenden  Punkte  der  auf  der  Geraden  /  liegen- 
den Punktreihen  werden  leicht  vermittelst  eines  Kreises  construirt. 
(Schrüter's  Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  47.).  Zu  diesem 
Behufe  construire  man  auf  der  Geraden  drei  Paar  entsprechende 
Punkte;  da  l<x  und  5o  entsprechende  Strahlen  der  den  Kegel- 
schnitt erzeugenden  Strahlbüschel  sind,  so  sind  die  Schnittpunkte 
derselben  auf  der  Geraden  l  die  entsprechenden  Punkte  a  und  a|. 
Ebenso  sind  \ß  und  ^ß  entsprechende  Strahlen,  mfthin  ihre  Schnitt, 
punkte  i  und  6|  auf  /  entsprechende  Punkte.  Drittens  sind  Ijr 
und  5r  entsprechende  Strahlen,  mithin  ihre  Schnittpunkte  c  und 
C|  mit  /  entsprechende  Punkte.  Nun  nehmen  wir  in  einem  be- 
liebigen Kreise  einen  Punkt  B  willkuhrlich  an,  verbinden  die 
Punkte  a  Ai  6  B|  c  C|  mit  B  durch  Strahlen,  welche  die  Peripherie 
zum  zweiten  Male  resp.  in  den  Punkten  a  cti  ßßi  yyi  treffen,  be- 
stimmen ferner  die  Schnittpunkte  (aßi,  ciiß),  (or/, ,  a|y)  und  ihre 
Verbindungslinie  £;  die  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  dem 
Kreise  verbinde  man  mit  B  <£urch  Strahlen,  welche  die  Gerade  / 
in  den  zusummenfallenden  Punkten  treffen. 

In  Fig.  III  ist  die  ausgezogene  Figur  das  gegebene  Fünfeck, 
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die  panctirte  Figur  dagegen  eins  von  den  beiden  Fünfecken,  wel- 
ches dem  gegebenen  zu  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  aro- 
schrieben ist. 

Wir  geben  jetzt  zu  dem  n-Eck  über. 

Schon  im  Anfange  dieser  Untersuchung  fanden  wir»  dass  es 
Polygone  giebt,  welchen  immer  gleichnamige  Polygone  zu  gleicher 
Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben  werden  können ,  und  zwar 
sind  dies  jene  Polygone»  bei  welchen  die  aufeinander  liegenden 
Punktreihen  /  und  /|  ungleichliegend  sind.  Bei  welchen  Polygo- 
nen dies  stattündety  lässt  sich  leicht  mittelst  folgender  unmittelbar 
ersichtlichen  Sätze  erkennen: 

Wenn  die  Mi  ttelpunkte  zweier  perspectivisch  lie- 
genden Strahlbüschel  auf  derselben  Seite  von  ihrem 
perspectivischen  Durchschnitt  liegen»  so  haben  die 
beiden  Strahlbiisehel  dieselbe  Drebrich tung,  z.  B.  wie 
der  Weiser  einer  übr.  Liegen  sie  auf  entgegenge- 
setzten Seiten,  so  haben  sie  entgegengesetzte  Dreh- 
richtung, also  das  eine  Strahlbüschel  hat  die  Dreh- 
richtung  des  Weisers  einer  Uhr,  das  andere  die  ent- 
gegengesetzte. 

Wenn  die  beiden  concentrischen  Strahlenbüschei 
1  ond  1|,  welche  entstehen,  wenn  die  Punktreihen /und 
/i  mit  der  Ecke  1  durch  Strahlen  verbunden  werden, 
dieselbe  Drehrichtung  haben,  so  sind  die  Punktreihen 
/  und  /|  gleichliegend,  im  entgegengesetzten  Falle 
ungleichliegend. 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  folgt,  dass,  wenn  keinmal  die  Mit- 
telpunkte je  zweier  auf  einander  folgenden  Strahlbfischel  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  ihrem  perspectivischen  Durchschnitt 
liegen,  die  concentrischen  Strahlenbüschel  1  und  ]|  dieselbe  Dreh- 
Richtung  haben,  die  Punktreihen  /  und  7|  also  gleichliegend  sind. 
Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  die  Zahl,  wie  oftmal  die  Mittelpunkte 
je  zweier  auf  einander  folgenden  Büschel  auf  derselben  Seite  von 
ihrem  perspectivischen  Durchschnitte  liegen,  eine  gerade  ist.  bt 
diese  Zahl  dagegen  ungerade,  so  sind  die  auf  einander  liegenden 
Punktreihen  1  und  /|  ungleichliegend. 

Wir  erwähnten,  dass  das  Strahlbüschel  1,  welches  auf  der 
Geraden  /  die  Puuktreihe  /  bestimmt,  mit  dem  Strahlenbüschel  2 
perspectivisch  liegt ;  ihr  perspectivischer  Durchschnitt  ist  die  Ge- 
rade //.  Das  Strahlbüschel  2  ist  perspectivisch  mit  dem  Strahlbü- 
schel 3;  ihr  perspectivischer  Durchschnitt  ist  die  Gerade  111  u.s.  w. 
Das  Strahlbüschel,    dessen  Mittelpunkt    die   letzte  Ecke  ist,    ist 
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perflpectivwch  mit  dem  zweiten  Strahlhdschi&i  li,  dessen  Mittel- 
punkt auch  die  Ecke  1  ist;  ihr  perspectivischer  Darchschnitt  ist 
die  zweite  auf  der  Geraden  /liegende  Punktreihe  7|. 

Aus  dem  Erwähnten  ergibt  sich  leicht  folgendes  Resultat: 

Wenn  wir  ein  einfaches  Polygon  als  eine  gebrochene 
in  sich  selbst  zurückkehrende  Linie  betrachten,  seine 
Ecken  der  Reihe  nach  mit  1»  2,  3...  und  seine  Selten, 
wie  zu  Anfang  dieser  Untersuchung  festgesetzt,  mit  1, 
//>  Zff  u.  s.w.  bezeichnen,  so  kann  die  Zahl,  wie  oftmal 
eine  Seite  oder  Ihre  Verlängerung  die  gleichnamige 
Ecke  von  der  unmittelbar  vorangehenden  trennt,  eine 
gerade  oder  ungerade  sein.  Im  letzteren  Falle  können 
dem  Polygone  immer  zwei  gleichnamige'  zu  gleicher 
Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben  werden. 

Mit  Hilfe  dieses  Resultats  lassen  sich  Polygone,  welchen  an- 
dere gleichnamige  zu  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben 
werden  können,  leicht  construiren  und  wir  versuchen  dies  bei 
einem  Sechseck.  Zu  diesem  Behufe  zeichnen  wir  ein  Sechseck^ 
welches  keinen  einspringenden  Winkel  hat;  dann  kann  man  sich 
leicht  überzeugen,  dass  die  auf  einander  liegenden  Pnnktreihen  / 
und  /|  gieicbliegend  sind,  sie  sollen  aber  uogleichliegend  werden. 

Man  bezeichne  in  Fig.  IV.: 

34=    /, 

45=   77, 

66  =  777, 

61=7F, 

12=    F, 

23  =  F7, 
und  lasse  die  Gerade,  welche  die  letzte  Ecke  mit  der  ersten 
verbindet,  also  die  Gerade  7F,  ein  Strahlbfischel  beschreiben, 
dessen  Mittelpunkt  die  Ecke  I  ist;  dann  durchläuft  die  Ecke  6 
auf  der  Geraden  777  eine  Punktreihe.  Verlängern  wir  13  bis  er, 
14  bis  /},  23  bis  y,  34  bis  S  und  begleiten  den  Punkt  6  von  dem 
Punkte  i  aus  auf  seinem  ganzen  Wege  bis  6  zurück,  dann  be- 
merken wir  Folgendes :  Ist  der  Punkt  6  innerhalb  der  Strecke  Ja, 
so  wird  keinmal  eine  Seite,  oder  ihre  Verlängerung  die  gleichna- 
mige Ecke  von  der  vorhergehenden  trennen;  die  Punktreihen  7 
und  7|  sind  also  gleichliegend.  Ist  der  Punkt  6  innerhalb  der 
Strecke  a|},  so  trennt  die  Gerade  7F  in  ihrer  Verlängerung  die 
Ecken  3  und  4.  Bewegt  sich  der  Punkt  6  vom  Punkte  y  bis  zu 
dem  unendlich  entfernten  Punkte  hin,  so  wird  jetzt  die  Gerade  Vi 
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io  ihrer  Verlängerung  die  Ecken  5  und  6  von  einander  trennen. 
kt  der  Pnnkt  in  der  gemeinschaftlichen  Strecke  j3y»  so  trennt  die 
Verlängerung  der  Geraden  IV  die  Ecken  4  und  3,  .ebenso  die 
Verlängerung  von  Vi  die  Ecken  6  und  6;  daher  sind  iur  diese 
Strecke  die  Punktreihen  /  und  Jf  gleichliegend.  Gelangt  der  Punkt 
6  durch  den  unendlich  entfernten  Punkt  auf  die  andere  Seite  der 
Geraden  J7/,  so  trennt  die  Gerade  /  die  Ecken  1  und  6  und  zwar 
so  lange»  bis  der  Punkt  6  nach  i  kommt.  Es  kann  also  der  Punkt 
6  innerhalb  der  Strecke  uy,  und  in  der  Strecke  von  ß  durch  den 
unendlich  entfernten  Punkt  bis  6  liegen;  dann  können  jedesmal 
dem  so  entstandenen  Sechseck  zwei  andere  zu  gleicher  Zeit  ein- 
geschrieben und  umschrieben  werden« 

Ganz  dieselbe  Untersuchung  lässt  sich  fOr  das  Siebeneck, 
Achteck  u.s.w.  anstellen.  Die  zusammenfallenden  Punkte  werden 
immer  aus  drei  Paaren  entsprechender  Punkte  vermittelst  eines 
Kreises,  wie  oben  geschehen,  construirt 


II. 

Der  Lehrsatz  des  Matthew  Stewart. 

Von 

Herrn  Prof.  C.  A.  Breischneider 
in  Gotha. 


'  (Figuren  8.  Taf.  IV.) 

8.  1. 

1d  den  letzterschienenen  Bänden  des  Archivs  sind  zu  wieder- 
holten Malen  Sätze  aufgefiihrt  worden,  die  sich  bereits  eines  län* 
geren  Daseins  erfreuen,  aber,  da  sie  In  die  gewöhnlichen  Lehr- 
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biicher  keinen  Eingang  gefunden,  der  Mehrzahl  der  Lehrer  der 
Mathematik  anbekannt  geblieben  sind*).  Hierher  gehört  aacb 
der  von  Matthew  Stewart  herrührende  Satz  vom  ebenen  Dreieck, 
auf  den  bereits  Cbasles  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie  auf- 
merksam gemacht  hat,  und  der  seiner  ungemeinen  Fruchtbarkelt 
halber  in  das  Lehrbuch  der  Planimetrie  von  Kunze,  sowie  auch 
in  mein  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie  aufgenommen  wor- 
den ist.  Da  er  bisher  nur  geringe  Beachtung  gefunden  zu  haben 
scheint,  so  erlaube  ich  mir,  ihn  Im  Folgenden  etwas  genauer  zu 
betrachten. 

Zieht  man  in  einem  gradlinigen  Dreiecke  ABC  (Fig.  ])  nach 
einem  beliebigen  Punkte  D  der  Grundlinie  BC  aus  der  Gegen- 
spitze  A  die  Transversale   AD=^t,   und    bezeichnet   BD  :=  a^, 

CD=za,,,  BAD=A,,  CAD=:A,^  Dr.  ABD=J„  Dr.  ACD=d^, 

so  ist  stets: 

a<*  =  6*a^+c*a^^ — üa^a^f (1) 

Den  einfachsten  Beweis  dieses  Satzes  erhält  man,  wenn  man 
aus  A  das  Loth  AE  auf  BC  fällt,  nach  Euclid.  II.  12  &  13  ßr 
ED  :=  X  die  Gleichungen : 

c*  =  /*+a*^  —  2a^a; 
bildet  und  aus  diesen  x  eliminirt. 

Als  einfache  Zusätze  zu  diesem  Lehrsatze  ergeben  sich  alsbald: 

1)  Halbirt  die  Transversale  t  die  Grundlinie  a,  so  wird: 

«•  +  ia«  =  i(6»  +  c«) (2) 

2)  Ist  6  ^  c,  also  das  Dreieck  gleichschenklig,  so  wird: 

6«-f«  =  ci,a,, (3) 

3)  Ist  die  Transversale  t  gleich  einem  der  Schenkel,  z.  B. 
gleich  c,  so  ist: 

6«— c'ssaa,, (4) 


*)  Solche  Sätie  unter  der  ungeheuren  iMatte  mathematifcher  Sätze 
wieiier  an'«  Licht  zu  lieheu  und  zu  deruu  weiterer  Bearbeitung  nod  An- 
wendung bei'm  Unterrichte  «osuregen,  Mt  eben  luit  Zweck  de«  Archive« 

G. 
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4)  Verhalten  sieb  die  Strecicen   a^iOff^s^mx n,  so  erlifilt  der 
Lelirsatz  die  Form: 

n(c«-o,«)+i«(Aa-a,«)  =  (iii  +  «)<« (6)' 

5)  VerhSlt  sieh  speciell  a/,a^,=^c\b,   d.  h.  halbirt  die  Trans- 
versale t  den  Winkel  A^  so  wird: 

t^zubc—a^n,, (6) 


§.  2. 

Der  Stewart 'sehe  Satz  kann  aber  in  eine  andere  Form  ge- 
bracht werden,  in  welcher  er  za  weiteren  Anwendungen  geschick* 
ter  wird.    Moltiplicirt  man  nämlich  die  Glelchangen: 


r'ji 


(7) 


a,b^  =  t^a  — c*a^  +  «flyO^, 
fl^^c*  =  <*a — b*aj  +  aa^a,, 

der  Reihe  nach  mit  a,  a^  und  a^,,  so  erhält  man  nach  einfacher 
Reduktion  alsbald  die  Ausdrucke: 

=  b*aj^  +  d^a,^^  +  2a^a^;  bc  cos  A 
b^aj^  =  fia^  +  cX*— ««//(^  +  c«  -  a,«) 

=  <•«•  +  c*a;;* — 2aa^^  <c  cos  A, 
ctt,^  =  |»a«  +  &«a,« — aa,  (<«  +  &• — «,,•) 

=  l«a«  +  6«a,«— 2flö,rtcos^,, 

Wird  In  diesen  Gleichungen  einer  der  drei  Winkel  A  A,  A,^ 
ein  Rechter,  so  ergiebt  sich  der  Reihe  nach: 

aV    =6«ii/+cX*  ) 

cV/*  =  <»a«+6*o/     ( 

was  einen  nicht  uninteressanten,  metrischen  Satz  am  rechtwink- 
ligen Dreieck  darbietet,  der  bis  jetzt  noch  nicht  bekannt  zu  sein 
scheint.  —  Bezeichnet  man  ferner  der  Kfirze  halber:, 

ta+ba,  +  ca,,:=z2S,    a+b+c  —  2s, 
also: 

-^ia  +  ba,  +  ca,,  =z  2(S-  te)    ^a  +  b  +  c=:  2(#— a), 
u.  s.  w. 
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80  erhält  man  aus  (7)  auf  bekannte  Weise  leicht: 

(9) 
S(S-^ia)  =  a,a„is'-b)(s-c)  =  a,a,fic8m*lA, 

S(S-6aJ  =  iflflr,,(<  +  a,  +  c)(*— a,  +c)  ==  aa,,icco8*iA, 
(S-to)(S-cO  =  Jcia,,a  +  a,  - c)(-<  +  a,  +  c)=:  aaJcsm^lA, 

u.  s.  w. 

\ 

(10) 
S(S  -  to)  (S~  Äa,)  (S  -  caj  =  a,*aj^/ß  =  a«a,  «-^/'  =  ö*«/*-^/.*» 

ingleichen : 

S(S-te)    =fl,cf,^tgiJ.     \ 

S(S^ba,)  =zaa^J,cotiA„}       .    .    .    .(11) 

S(S-ÄaJ  =  aa,^,,cotiJ,„' 


tesinJC-^;  — ilj  =(6ii,— cojsinji*,   ( 
6«;  cos  4(4  +  /f  J  =  (^o — CO  J  608  ^Aj , 
fta.sin  4(4  +  AJ  =  (te  +  cajsin}^, 
u.  a.  w. 


(12) 


Endlich  verdient  noch  erinnert  zu  werden ,  dass  sich  der 
Stewart* sehe  Satz  leicht  auch  unter  einer  der  nachfolgenden 
Formen  darstellen  lässt: 

(13) 
o,(tt  +  6+c)(«-6  +  c)      =ii(*+c  +  ii,)(-<+c  +  a,), 
a^(a  +  b — c)(— ö  +  6  +  c)  =  a(f  +  c--a^)(<  — c  +  nj, 
a,,(a+b  +  c)(a  +  b-c)      =  a(«  +  6  +  aJ(-<+6  +  aJ. 
a,,(a-Ä  +  c)(-a+6  +  c)  =  o(f+ft-aJ(*-6  +  aJ, 
a;(<  +  6-aJ(-.f  +  6  +  aJ  =  a^(/+c  +  fl,)(*-c+a,). 
a,(<  +  Ä  +  aJ«-6  +  aJ    =  a^^(<+c -.«,)(- «+€+«,). 

Es  ist  bemerkenswerth»  dass  fast  alle  diese  Sätze,  die  durch 
Anwendung  der  Trigonometrie  ganz  unmittelbar  erhalten  werden, 
auch  ohne  den  Gebrauch  der  letztem  durch  rein  metrische  Be- 
trachtungen gefunden  werden  können. 
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5.3. 

Lässt  man  drei  Strahlen  eines  ebenen  Büschels  O  (Fig.  2) 
durch  eine  Gerade  schneiden ,  so  findet  swi8chen  den  Strahlab- 
Bchnitten  p»  g,  r  und  den  Strecken  a^  und  a^^  die  Relation  statt: 

P*«ii—  9^^i  +  «J  +  »••«/  =  0/«/Xo/  +  ^ü)    •   •   •  0^) 
und  zwischen  den  Winkeln  o,  u,  a,  ß,  y  die  Gleichung: 

cosasintf-f  cosysino  =  cos/9sin(o-f  u), 
welche  sich  leicht  in  eine  der  Formen: 

(16) 
co8*iasinff  +  cos^jj^slno  — co6*i/38in(o4-ti)  =  28iniosin|tesini(o4tf)» 
cos^^aslntf  -f  cos^^sino  -f  sin^|j9sin(o-f  ii)  =:2co8iocos|tcsini(o-|-ii) 

bringen  lässt.  In  der  sie  der  Gleichung  (14)  ganz  analog  wird. 
Fasst  man  den  Stewart* sehen  Satz  in  dieser  Weise  auf,  so 
kann  man  ihn  unmittelbar  auf  folgende  Art  erweitern: 

Werden  vier  Strahlen  eines  ebenen  Strahlbfischels  von  einer 
Geraden  geschnitten,  so  ergeben  sich  zwischen  den  Strahlab- 
schnitten  p,  q,  r,  $  und  den  drei  Strecken  a,  a,^  n^^  die  Relationen : 

(16) 
(*•— p«)o,,— (r«— ^•)(a,  +  a,,  +  aj  =  fl,,(a,+a,,+aj(a^— a,), 

wenn  man  der  Kürze  halber  a  =  a^  -f  a^^  -|-  o^  setzt.  Für  die  Win- 
kel o,  Uf  V,  a,  ß,  y,  d  dagegen  finden  sich  die  Ausdrücke: 

(17) 

cosysini(tt-f  V — o)-f  cos/9sini(o  +  a — r)  =  cosi(a  +  d)sint(, 

cos/cos^tt4-t> — o)— cos/Jcosl(o  +  tf — v)  =  sini(a-|-  d) Sinti, 

cosacoB^sino— cosycosd8ino=cosaco8ysin(tf-|-«) — cosj3cosMn(o  -f  ti). 

Lässt  man  das  Centrum  des  Strahlbüschels  In  die  schnei- 
dende Gerade  selbst  fallen,  so  erhält  man  die  schon  von  Chasles 
(Gesch.  d.  Geom.,  pg.  172  u.  173)  bekannt  gemachten  Relationen 
zwischen  den  durch  4  und  5  Punkte  auf  einer  Geraden  erzeugten 
Strecken. 

§.4. 
Die  Gleichungen  (7)  sind  nur  ein  specieller  Fall  eines  allge- 
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ineineD  Satses  vom  geradlinigen  Viereck»  den  ich  bereits  vor 
26  Jaliren  bekannt  gemacht  habe  (Archiv,  Bd.  II,  S.  239),  der 
aber  bis  jetzt  gar  nicht  beachtet  worden  ist,  obschon  aus  ihm  der 
grosste  Theii  der  wichtigsten  Sätze  über  das  Trapezoid  abgeleitet 
werden  kann.  Da  die  Entwickeiung,  welche  ich  damals  gegeben 
habe,  aaf  Principien  beruhet,  die  sich  ffir  eine  elementare  Behand- 
lung des  Gegenstandes  nur  wenig  eignen,  so  will  ich  hier  einen 
Beweis  des  Satzes  beifSgen,  der  an  Einfachheit  wohl  kaum  etwas 
zu  wCInschen  lassen  mochte  und  sich  dadurch  noch  ganz  beson- 
ders empfiehlt,  dass  er  an  den  bekannten  Beweis  des  Ptolemfii- 
schen  Satzes  vom  Sehneoviereck  sich  unmittelbar  anschliesst. 

Lehrsatz.  In  jedem  geradlinigen  Vierecke  ist  das  Quadrat 
des  Produktes  beider  Diagonalen  gleich  der  Quadratsumme  der 
Produkte  je  zweier  Gegenseiten,  vermindert  um  das  doppelte 
Produkt  aller  vier  Seiten  in  den  Cosinus  der  Summe  zweier  Ge- 
genwinkel. 

Beweis.  Es  sei  ABCD  (Fig.  3)  ein  beliebiges  Trapezoid, 
dessen  Winkel  mit  den  an  ihren  Scheiteln  stehenden  Buchstaben 
bezeichnet  werden  m5geo,  während  ADz^.a^  AB^^b^  BC  ==  c, 
CD  =  d  die  Seiten  und  AC=zef  BDr=zf  die  Diagonalen  des- 
selben seien.  Von  den  Endpunkten  B  und  A  der  Seite  AB  aus 
ziehe  man  die  Geraden  BE  und  AE  so,  dass  die  Winkel  o  :=  o 
und  a::=y  werden,  und  verbinde  die  Punkte  E  und  C  durch  die 
Gerade  EC.    Dann  ist  Dr.  ABEcoDr.  BCD,  folglich: 

b:f=AE:d=BE:c. 

Da  aber  auch  der  Winkel  ABD  =  o-f  u  =  u  -f  o  Ist,  so  muss  auch : 

Dr.  ABDcoDx.  BEC,  also  aif=CE:c 

sein,  und  somit  wird: 

AE=^^.     CE^^. 

Für  den  Winkel  AEC=i/  erhält  man: 

4;  =  aßO^^(ßEA  +  BEC)  =  2ßO^-(A  +  C)  =  B  +  D, 
und  somit: 

AC*  =  AE^+CE^-2AE.  CE  cos*, 

d.  h.  wenn  man  für  AE  und  CE  die  gefundenen  Werthe  einsetzt : 

e«/^  =  6«ii«  +  a*c«— 2ii6ec{cos*. 
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Bezeichnet  man  die  Winkel  ACE^'(^'  und  C^£=rif/',  so 
ergtebt  sich  noch: 

6*d«  =  6*/*  +  ö*c*— 2ac«/'co8  V, 

Da  nnn  in  den  fiberschlagenen  Vieredcen  ADBCA  and 
AßDCA,  fär  welche  6  und  <2,  resp.  a  und  c  die  Diagonalen  bil- 
den, die  Wertbe  360^—^'  und  360o~tf;"  die  Summe  der  Gegen- 
winkel bilden^  so  ist  der  Lehrsatz  auch  fQr  diese  Gattung  von 
Vierecken  und  damit  allgemein  erwiesen. 

Als  Corollare  fliessen  aus  dem  Lehrsatze  unmittelbar  folgende : 

1)  Ist  in  einem  Trapezoide  die  Summe  zweier  Gegenwinkel 
gleich  180^  oder  360^  so  ist  stets  das  Rechteck  aus  beiden  Dia- 
gonalen gleich  der  Summe  oder  Differenz  der  Rechtecke  aus  je 
zwei  Gegenseiten: 

efssac  +  bd;    bd==  ef—ac;    ac  ::si  ef-^  bd. 

2)  BetrSgt  in  einem  Trapezoide  die  Summe  zweier  Gegen- 
winkel 90^  oder  270^,  so  ist  stets  das  Quadrat  des  Produktes  bei- 
der Diagonalen  gleich  der  Quadratsumme  der  Produkte  je  zweier 
Gegenseiten: 

e«/^  =  a«c« +&«£?;    6«rf*  =  6V+aV;    a«c«  =  e«/^  +  &«rf». 

Wendet  man  auf  das  Dreieck  AEC,  dem  ich  den  Namen  des 
excentrischeo  Dreiecks  beigelegt  habe, -die  bekannten  Relatio- 
nen der  ebenen  Trigonometrie  an^  so  erhält  man  ein  ganzes  Sy- 
stem von  Ausdrücken  für  das  Trapezoid,  die  man  auf  anderem 
Wege  nur  mit  grosser  Weitlaußgkeit  zu  finden  vermag,  wie  dies 
in  der  oben  citirten  Abhandlung  näher  nachgewiesen  ist.  Einer 
der  bemerkenswerthesten  ist  der  fär  den  Flächeninhalt  F  des  Tra- 
pezoides  AB  CDA,  nemlich: 

16f«=(a  +  6  +  c— d)(a+6-c+d)(a-6+c+rf){-a  +  6  +  c  +  rf) 
—  Kabcd  cos*  i'^ , 

dem  sich  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  die  Inhalte  der  fiber- 
schlagenen Vierecke  ADBCA  und  ABDCA  anreihen. 

Läset  man  den  Punkt  D  in  die  Diagonale  AC  hineinfallen,  bo 
verwandelt  sich  ^i=zB  +  D\n  ISO»^ JB  und  man  erhält  den  Ste- 
wart'schen  Satz  in  der  Gestalt»  wie  er  in  (7)  aufgefBhrt  wor- 
den ist. 


Theil  L. 
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Die  Gesetze  der  Lichtbrechung. 

Von 

Herrn  Dr.  Jos.  Kudelka^ 
Katterlich  Konigliehem  Lyceal  -  Professor  so  Linz. 


(Figuren  s.  Taf.  I.  n.  HI.  IV.) 

§.  1.    Brechung    des  Lichtes   an    einer    ebeneo 
TrenDungsfläche. 

Von  dem  lenchtenden  Punkte  O  (Fig.  I)  falle  ein  Lichtstrahl 
OA  auf  die  Trennungsfläche  mit  zweier  Medien.  Geschieht  die 
Brechung  zum  Einfallslothe^  so  sei  Az  der  gebrochene  Strahl, 
welcher,  nach  oben  verlängert,  die  auf  der  Trennungsfläche  senk- 
recht stehende,  ebenfalls  verlängerte  OR  in  G  schneidet 

Wird  der  Einfallswinkel  OAx  =  a  und  der  Brechungswinkel 
xAy  =  6  gesetzt,  so  hat  man  nach  dem  Brechungsgesetze: 

sing 

shT^-"*' 

wo  fit  den  Brechungs- Exponenten  bedeutet.  Aber  es  ist  der 
Winkel  AOR  =  OAx  =:  a  und  ebenso  AGO  =  GAx  =  yAz  —  ö, 
und  da  sich  In  dem  Dreiecke  AGO  die  Seiten  so  verhalten,  wie 
die  Sinusse  der  gegenüberliegenden  Winkel,  so  hat  man: 

GA  ^  sina_ 
OA       Mob 

Da   nun    der   gebrochene  Strahl   als   ein  Glied   dieser  Proportion 
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erscheint»  so  mass  man  ihn  wohl  als  Grosse  auffassen,  da  ja  auch 
die  3  fibrigen  Glieder  ganz  bestimmte  Grossen  repräsentiren.  Ist 
demnach  OA  die  Grosse  des  einfallenden  Strahles,  so  ist  AG  die 
entsprechende  Grosse  des  gebrochenen  und  das  Verhältniss  zwi- 
schen der  Grösse  des  gebrochenen  und  jener  des  einfallenden 
Strahles  ist  gleich  dem  Brechungs-Exponenten  ift. 

Darnach  ist  also  der  Weg,  den  ein  auffallender  Strahl  in  dem 
neuen  Medium  nimmt,  leicht  zu  finden.  Man  braucht  nur  mit  der 
Linie  GA^  deren  Grosse  aus  obiger  Proportion  bei  einem  gege- 
benen Brechungs-Verhältnisse  für  jeden  einfallenden  Strahl  be- 
rechnet werden  kann,  um  A  als  Mittelpunkt  einen  Kreisbogen  zu 
beschreiben;  den  Durcbschnittspunkt  G  dieses  Bogens  mit  der 
verlängerten  Senkrechten  OR  verbindet  man  hierauf  mit  dem  Ein- 
fallspunkte A  und  die  Verlängerung  dieser  Verbindungslinie  nach 
abwärts,  nemlich  Az^  ist  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles. 

In  der  6.  Auflage  von  Müll  er 's  Lehrbuch  der  Physik,  1.  Bd., 
pag.  547,  werden  zwei  Methoden  für  die  Konstruktion  des  gebro- 
chenen Strahles  angegeben.  Bei  genauerer  Prüfung  erkennt  man 
sogleich,  dass  die  zweite  dieser  Methoden  mit  dem  eben  ent- 
wickelten  Verfahren  dem  Wesen  nach  übereinstimmt,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  der  gebrochene  Strahl  nicht  als  Grosse  auf- 
gefasst  wird. 


§.  2.    Die  an  einer  ebenen  Trennungsfläche  gebroche- 
nen, einem  und  demselben   leuchtenden  Punkte  ange- 
horigen  Strahlen  schneiden   die  Normale   in  verschie- 
denen Punkten. 

Bekanntlich  reflektirt  ein  ebener  Spiegel  die  von  einem  leuch- 
tenden Punkte  kommenden  Strahlen  in  der  Art,  dass  sich  ihre 
Verlängerungen  nach  der  Reflexion  in  einem  einzigen  Punkte  hin- 
ter dem  Spiegel  schneiden.  Es  wird  sich  der  Mühe  lohnen,  zu 
untersuchen,  welches  Verhalten  in  dieser  Beziehung  die  an  einer 
ebenen  Trennungsfläcbe  gebrochenen  Strahlen  befolgen. 

Denken  wir  uns  zu  der  ebenen  Trennungsfläcbe  mn  zweier 
Medien  (Pig.  2)  eine  parallele  Linie  uw  gezogen.  O  ist  der 
leuchtende  Punkt  und  OR\jnn.  Es  hängt  ganz  von  uns  ab,  die 
Parallele  uw  in  einem  solchen  Abstände  zu  nehmen,  dass  man  die 
Proportion : 

SRiRO  =  mil 

2* 
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bekommt  Die  Figar  stellt  offenbar  den  Fall  vor^  wo  iii>l  ist, 
also  die  Brecbung  zum  EinfaUsloth  erfolgt  Man  siebe  nan  meh- 
rere einfallende  Strahlen  wie  OA,  OB  und  OC  und  verlängere 
dieselben  9  bis  sie  die  Parallele  in  deo  Punkten  M,  N,  P  schnei- 
den.   Nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  hat  man: 

PC _]SB      MA       SR  _m 

oc^  oß'^  OA'^  OR'^  r 

Fasst  man  nun  die  Linien  «^^4,  NB^  PC  mit  dem  Zirkel  ab  und 
beschreibt  damit  nacheinander  Kreise  aus  den  Mittelpunkten  A^ 
B,  C,  so  werden  diese  Kreise  die  Normale  in  deo  Punkten  G, 
B^  J  sdinelden,  und  es  ist  alsdann: 

MA=zAG,    NB=:BH,    PC=CJ. 

Substituirt  man  diese  Wertbe  in  obige  Proportion»  so  erh&lt  man : 

CJ  _BH      GA_m 
OC^  OB"  OA^  V 

Da  alle  diese  Verhältnisse  dem  Brechungs- Exponenten  m  gleich 
sind,  so  stellen  die  Linien  AG,  BH,  CJ  sowohl  die  Rich- 
tungen, als  auch  die  Grossen  der  gebrochenen  Strahlen  Tor.  Alle 
gebrochenen  Strahlen  müssen,  wenn  die  Brechung  zum  EinfaUs- 
loth geschieht,  wie  hier  angenommen  wurde,  oberhalb  O  die  Nor- 
male schneiden,  denn  es  ist  ja  AMy  AO,  BN^BO  u.  s.  f. 

Dass  aber  die  gebrochenen  Strahlen  die  Normale  in  Terschie- 
denen  Punkten  schneiden,  ergibt  sich  aus  folgender  Betrachtung. 
Wie  bereits  bekannt,  ist: 

AMiAO  =  m:l, 
somit : 

AM  —  m.AO, 
und  ebenso: 

i?iV=iii,ÄO, 
folglich  ist  auch: 

BlS^AM=z  m{BO^AO). 

Nun  ist  aber  BN— AM  der  Unterschied  der  gebrochenen 
Strahlen,  den  wir  mit, 4  bezeichnen  wollen.  BO  —  AO  ist  der 
Unterschied  der  auffallenden  Strahlen.  Beschreibt  man  mit  dem 
kleineren  Strahle  AO  aus  O  einen  Kreisbogen,  so  schneidet  die* 
ser  den  grosseren  in  E  und  es  ist  daher  BO^AO=:  BE,  oder 
wenn   man  wieder  mit  BE  aus  B  einen  Bogen  beschreibt,  der 
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die  TreuouDgsfläcbe  io  F  trifft,  «o  ist  fi£  =  BF.  Wir  haben 
daher : 

ö  =  m.BF, 

und  da  m>I  tat,  eo  i«t  auch  i"^  BF.  Das  ist  nun  die  Bedin- 
gung, an  welche  die  Brechung  zum  Einrallsiothe  geknüpft  ist.  Es 
mttss  der  Unterschied  zweier  gebrochenen  Strahlen  grösser  sein» 
als  der  Unterschied  derjenigen  auffallendeny  durch  deren  Brechung 
sie  entstanden  sind.  Sehen  wir  nun  zu,  ob  diese  Bedingung  er- 
füllbar wäre,  wenn  alle  gebrochenen  Strahlen  in  einem  Punkte 
die  Normale  schneiden  wurden.  Liegen  die  zwei  einfallenden 
Strahlen  AO  und  BO  sehr  nahe  aneinander,  so  wird  BAE  als 
rechtwinkliges  Dreieck  betrachtet  werden  können,  dessen  rechter 
Wiokel  bei  E  Ist.  Alsdann  ist,  wenn  Winkel  EBA  =  a  und 
AB  =  r  gesetzt  wird: 

Ä£;  =  BF=r.cosa. 

Denkt  man  sich  in  dieser  Gleichung  r  konstant,  hingegen  a  ver- 
änderlich, so  ist  klar,  das«,  je  grosser  a  wird,  oder  je  weiter  der 
Scheltelpunkt  O  des  Dreiecks  ABO  längs  der  Normalen  nach 
aufwärts  vorräckt,  desto  kleiner  BF,  d.  i.  der  Unterschied  der 
Seiten  BO  und  AO  werden  müsse.  Es  wird  also,  wenn  wi>* 
B  mit  G  verbinden,  jedenfalls  BG -- AG  K  BO -- AO,  oder 
BG—AG<,BF.  Gesetzt  nun,  der  dem  Punkte  A  der  Tren« 
nangsfläche  entsprechende  gebrochene  Strahl  sei  AG,  so  kann 
der  dem  Punkte  B  entsprechende  nicht  BG  sein,  weil,  wie  jetzt 
gezeigt  wurde,  ihr  Unterschied  <^BF  wäre,  während  er  doch 
grosser  als  BF  sein  muss. 

Drehet  man  aber  die  Linie  BG,  welche  den  Abstand  des 
Punktes  B  von  dem  in  der  Normalen  liegenden  Durchschnitts- 
punkte darstellt,  schraubenlinks,  so  wird  dieser  Abstand  immer 
grosser  und  somit  wird  auch  der  Unterschied  zwischen  der  ge- 
dreheten  Linie  und  dem  gebrochenen  Strahle  AG  grosser.  Da 
dieser  Unterschied  Anfangs  kleiner  als  BF  war,  so  wird  er  bei 
einer  gewissen  Lage  der  gedreheten  Linie  =  BF,  und  wenn  die 
Drehung  über  diese  Lage  hinaus  erfolgt,  schon  >  BF.  Ist  schliess. 
lieb  die  gedrehete  Linie  in  die  Lage  BH  gekommen,  für  welche 
ßH^AG=^m.BF  ist,  so  ist  BH  der  dem  Punkte  B  der  Tren- 
oungsfläche  entsprechende  gebrochene  Strahl.  Die  zwei  gebro- 
chenen Strahlen,  die  wir  eben  betrachtet  haben,  schneiden  also 
die  Normale  in  verschiedenen  Punkten  und  dieses  gilt  auch  von 
je  zwei  anderen  unmittelbar  auf  einander  folgenden  gebrochenen 
Strahlen. 
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Was  den  auf  die  Trennungsfläcbe  normal  oder  senkrecht  auf- 
fallenden Strahl  OR  anbelangt,  so  entspricht  ihm  ebenfalls  ein 
gebrochener  von  der  GrOsse  RS.  Beschreibt  man  mit  RS  aus 
dem  Mittelpunkte  R  einen  Bogen,  so  wird  die  Normale  in  T  ge- 
schnitten. Bei  senkrechter  Inzidenz  wird  der  leuchtende  Punkt  O 
mittelst  des  gebrochenen  Strahles  zwar  In  derselben  Richtung 
gesehen,  wie  mittelst  des  aufTallenden,  aber  ganz  ohne  Wirkung 
ist  das  brechende  Medium  selbst  in  diesem  Falle  nicht,  denn  es 
lässt  den  leuchtenden  Punkt  O  in  einer  grosseren  Entfernung, 
nemlich  in  T  erscheinen. 

Wollen  wir  jetzt  die  Betrachtung  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo 
ift<l  ist.  Wir  haben  alsdann  (Fig.  3);  RSiOR  —  m:l,  und  da 
Yfi  <  I  ist,  so  ist  auch  RS  <  OR. 

Sind  wieder  AO  und  BO  zwei  Strahlen,  die  von  dem  leuch- 
tenden Punkte  O  auf  die  Trennungsfläche  fallen,  so  stellen  AM 
und  BN  die  entsprechenden  Grossen  der  gebrochenen  vor  und 
wir  erhalten  wie  vorhin: 

BlS--AM  =  m,BF 

d=:m.BF. 

Da  aber  m<l,  also  ein  echter  Bruch  ist,  so  muss  d^BF  se\a. 

Das  ist  also  die  Bedingung,  an  welche  die  Brechung  vom  Ein- 
fallslothe  gebunden  Ist.  Es  muss  der  Unterschied  je  zweier  ge- 
brochenen Strahlen  kleiner  sein,  als  der  Unterschied  derjenigen 
einfallenden,  durch  deren  Brechung  sie  entstanden  sind. 

Beschreibt  man  daher  aus  A  mit  AM  einen  Bogen,  der  die 
Normale  in  G  schneidet,  so  ist  AG  der  dem  Punkte  A  der  Tren- 
nungsflSche  entsprechende  gebrochene  Strahl,  sowohl  der  Rich- 
tung als  der  Grosse  nach.  Der  dem  Punkte  B  entsprechende  ge- 
brochene Strahl  kann  nun  nicht  ebenfalls  in  G  die  Normale  schnei- 
den, weil  in  dem  alsdann  entstehenden  Dreiecke  BGA,  gemäss 
dem  zuvor  Gesagten,  BG  — AG>  BO—AO  oder  BG-^AG^BF 
ist.  Es  kann  also  BG  nicht  den  in  Rede  stehenden  gebrochenen 
Strahl  vorstellen.  Drehet  man  aber  BG  scbraubenrecbts  um  den 
Punkt  £,  so  wird  sie  immer  kleiner  und  somit  auch  ihr  Unter- 
schied von  AG  kleiner.  Bei  einer  gewissen  Lage  der  gedreheten 
Linie  wird  dieser  Unterschied  z=:  BF  und  schliesslich,  wenn  die 
Drehung  über  diese  Lage  hinaus  erfolgt,  wird  er  <  BF, 

Hat  nun  die  gedrehete  Linie  die  Lage  BH,  so  dass  BH—AG 
=  m,BF,  so  ist  BH  der  dem  Punkte  B  entsprechende  gebro- 
chene Strahl,  sowohl  der  Richtung  als  Grosse  nach. 
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Also  auch  bei  der  Brechang  vom  EiDfallslothe  wird  die  Nor- 
male von  den  auf  einander  folgenden  gebrochenen  Strahlen  in  ver- 
schiedenen Punkten  geschnitten.  Der  im  Punkte  C  der  Trennungs- 
fläche gebrochene  schneidet  sie  in  J  nnd  bei  senkrechter  Inzidens 
[lbt  das  Medium  die  Wirkung  aus,  dass  es  den  leuchtenden  Punkt 
O  näher  in  T  erscheinen  lässt 


§.  3.    Folgerungen  aus  dem  Vorhergehenden. 

Die  Kreise,  welche  wir  aus  den  Punkten  Ay  B,  C  der  Tren- 
Duogsfläche  mit  den  gebrochenen  Strahlen  als  Halbmesser  be- 
schrieben» werden  uns  aber  Manches  Aufschluss  geben.  Wir 
werden  hier  3  Fälle  unterscheiden,  denn  es  kann  m  =  1,  fii>l 
und  1»  <  1  genommen  werden. 

P.  Ist  m  =  1 ,  so  hat  diess  zu  bedeuten ,  dass  RS  s=  OB 
(Fig.  4)  und  dass  somit,  wenn  überhaupt  in  diesem  Falle  noch 
von  einer  Brechung  die  Rede  sein  kann,  jeder  gebrochene 
Strahl  wie  AM  gleich  ist  seinem  einfallenden  OA.  Wir  wollen 
nun  voraussetzen,  dass  die  AufTallspunkte  E,  A,  B,  C  in  gleichen 
relativen  Abständen  sich  befinden.  Beschreibt  man  nun  successive 
um  diese  Punkte  Kreise  mit  RS,  AM^  BN,  CP,  so  schneiden 
sich  alle  diese  Kreise  in  dem  leuchtenden  Punkte  O*  Befindet 
sich  also  das  Auge  des  Beobachters  mit  dem  leuchtenden  Punkte 
in  einem  und  demselben  Medium,  so  vermag  dieses  weder  den 
Abstand  des  leuchtenden  Punktes  vom  Auge,  noch  auch  die  Rieh* 
tang,  in  welcher  er  gesehen  wird,  zu  ändern,  denn  jeder  gebro- 
chene Strahl  hat  ja  dieselbe  Grösse  und  Richtung,  wie  der  ein- 
fallende.    Wir  haben  allgemein: 

6=:m.BF, 
oder: 

S  =  mrcosa. 

Da  aber  a  mit  dem  Einfallswinkel  a  =  xBO  komplementär  ist, 
so  erhält  man  d  =■  mrsina  und  für  m  =  ],  d  =  rsina  =  BF. 

Je  schiefer  die  Strahlen  auffallen,  desto  grosser  wird  a  und 
desto  mehr  nähert  sich  sina  der  Einheit.  Der  Unterschied  BF 
je  zweier  nächsten  auffallenden  Strahlen  ist  also  keine  konstante 
Grosse,  sondern  wird  desto  grösser,  je  schiefer  die  Strahlen  sind, 
und  so  wird  auch  ö  immer  grosser.  Da  nun  sina  zwischen  Null 
und  Eins  einen  echten  Bruch  darstellt,  so  ist  d<r,  d.  h.  der  Un- 
terschied  der  Halbmesser,  mit  denen  aus  A  und  B  Kreise  be- 
schrieben  werden,  ist  kleiner  als  der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte 
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und  es  müssen  sich  daher  je  zwei  solche  Kreise  id  zwei  Ponkteo 
O  und  S  schneiden;  da  ferner  S  fiir  schiefere  Strahlen  immer 
grosser  wird  und  sich  dem  r  beständig  nähert,  so  werden  die  auf 
einanderfolgenden  Kreise  sich  immer  mehr  der  Berührung  nähern. 
Aus  diesem  Grunde  wird  der  Abstand  der  Punkte,  in  welchen 
zwei  unmittelbar  auf  einanderfolgende  Kreise  die  Trennungsfläche 
schneiden»  immer  kleiner,  po^on  und  qpK,po. 

2^.  Ist  m  >  1 ,  so  ist  auch  RS  >  0/2.  In  der  Gleichung 
d  =  mr sin  a  ist  nur  sina  veränderlich  und  da  es  von  Null  bis  Eins 

wachsen  ka^in,  so  wird  bei  einer  gewissen  Inzidenz  sina  =  — ; 

ffir  diesen  Fall  ist  A  s  r,  d.  h.  der  Unterschied  der  Halbmesser» 
mit  denen  die  Kreise  beschrieben  werden,  ist  gleich  dem  Abstände 
ihrer  Mittelpunkte.     Diese  zwei  Kreise  werden  sich  also  berflhren. 

So  lange  aber  noch  sina  <  — >  wird  iiisin<i<l  sein  und  somit 

d<r;  es  werden   sich  somit  je  zwei  nächste  Kreise  schneiden. 

Wird  aber  sina>  — »  so  ist  msina>  1  und  4>  r;  alsdann  schlies- 
fit 

sen  sich  je  zwei  nächste  Kreise  ganz  ein,  ohne  sich  zu  schneideo. 

Z^.  Ffir  m<l  ist  auch  RS<,OR  (Fig.  3.).  Da  jetzt  In  der 
Formel  6  =  mr  sina  sowohl  m,  als  auch  sina  echte  Brüche  sind, 
wird  msina  stets  <1,  somit  A<r  sein.  Je  zwei  nächste  Kreise 
werden  sich  daher  bei  jeder  Inzidenz  schneiden. 

Werden  solche  Kreise  aus  A,  B,  C  beschrieben,  so  sieht 
man  schon  an  der  Konstruktion,  dass  die^Punkte  G,  H,  •/,  in 
welchen  die  Normale  von  diesen  Kreisen  geschnitten  wird,  einen 
desto  grösseren  relativen  Abstand  haben,  je  weiter  sie  von  O  ent- 
fernt sind.  Auch  bemerkt  man,  dass  der  aus  D  beschriebene 
Kreis  die  Normale  nicht  mehr  schneidet,  sondern  sie  in  dem 
Punkte  R  tangirt. 

So  wie  es  bei  der  Brechung  zum  Einfallslothe  einen  Wende- 
punkt gab,  der  für  sin  a  ?=  ~  eintritt,  so  gibt  es  auch  bei  der  Bre- 
chung vom  Einfallslothe  einen  Wendepunkt,  wenn  sin  a=m  wird, 
(in  welchem  Falle  d  =  m%-  ist),  denn  je  schiefer  ein  Strahl  auf 
die  Trennungsfläche  fällt,  desto  grosser  wird  der  Abstand  seines 
Einfallspnnktes  von  der  Normalen  und  für  einen  gewissen  Strahl 
OD  wird  dieser  Abstand  DR  gleich  werden  der  Grosse  des  ge- 
brochenen Strahles  DQ,    Nun  ist  aber: 
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DQ  —  m,OD 

und: 

DR  =  OD.sIna, 

wo  oDter  a  der  Einfallswinkel  DOR  zu  verstehen  ist.  Es  ist 
daher: 

m.OD=  OD. sin  a, 
sina  =  m. 

lo  diesem  Falle  wird  der  Kreis ,  der  mit  dem  Halbmesser  DQ. 
beschrieben  wird,  von  der  Normalen  tangirt  werden  und  von  da 
an  beginnt  die  totale  Reflexion,  denn  alle  folgenden  Kreise  wer- 
den die  Normale  nicht  mehr  schneiden. 

Ans  Allem,  was  bisher  gesagt  wurde,  geht  hervor,  dass  jeder 
Strahl,  der  nicht  normal  die  Trennungsfläche  trifft,  durch  den 
Einfluss  des  brechenden  Mediums  eine  Aenderung  seiner  Rich- 
tung erleidet  und  dass  auch  der  scheinbare  Abstand  des  leuch- 
tenden Punktes  geändert  wird.  Befindet  sich  innerhalb  des  bre- 
chenden Mediums  ein  beobachtendes  Auge,  so  sieht  es  vermöge 
jedes  gebrochenen  Strahles  den  leuchtenden  Punkt  an  einer  an- 
deren Stelle  und  auch  In  einer  anderen  Entfernung.  Der  leuch- 
tende Punkt  erscheint  also  dem  Auge  vielfach  und  alle  die  Bilder 
desselben  fallen  in  die  Normale,  nemlich  dorthin,  wo  letztere  von 
den  gebrochenen  Strahlen  geschnitten  wird.  In  Betreff  der  An- 
ordnung der  gebrochenen  Strahlen  findet  jedoch  ein  wichtiger 
Onterschied  Statt,  je  nachdem  die  Brechung  zum  oder  vom  Ein- 
fallslothe  geschieht.  Bei  der  Brechung  zum  Einfallslothe  konver- 
gireu  zwar  die  gebrochenen  Strahlen  AG,  BH,  CJ  (Fig.  2)  in  der 
Richtung  gegen  ihre  Bilder  hin,  aber  je  zwei  solche  unmittelbar 
auf  ei  nand  erfolgen  de  Strahlen  kreuzen  sich  nicht  vor  ihren  Bildern, 
sondern  sie  schneiden  sich  erst  hinter  denselben,  also  auf  der 
rechten  Seite  der  Normalen.  Bei  der  Brechung  vom  Einfalls- 
lotbe  zeigen  jedoch  die  gebrochenen  Strahlen,  wie  aus  (Fig.  3) 
ersichtlich  ist,  ein  anderes  Verhalten.  Je  zwei  solche  unmit- 
telbar auf  einanderfolgende  Strahlen,  wie  z.  B.  AG  ond  BH, 
schneiden  sich  schon  vor  Ihren  Bildern,  also  schon  auf  der  linken 
Seite  der  Normalen. 

§.  4.    Die  Brechungs-Kurve. 

Es  sei  O  (Fig.  5)  der  leuchtende  Punkt,  Py  die  Trennungs- 
fllcbe  und  die  Brechung  geschehe  zum  Einfallslothe,  also  m>l. 
Ist  ferner  OA  ein  einfallender  Strahl,    so  sei  AB  die  Richtung 
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und  GrSsse  des  gebrocbeoen.    Aach  setze  man  OP^=  c,  PA  ==y 
und  OB  =  v.    Es  ist  nun: 

OB  =  v  =  BP'-'  0P=  BA.cosb-c, 

wob:=zPBA  den  Brechungswinkel  bedeutet    Da  BA  =  m.OA 
ist,  so  bat  man: 

o=m.O^.  cos  6 — c=tn.OA.V^l  —  sin*Ä-^c, 
und  weil  -r— i=:iit  ist,  so  erbält  man: 

Nun  ist  aber  der  Winkel  POA=zay  folglich    OAswa-^:  y  und 
0^*  =  y*  +  c*,  somit: 

V  =  — c+  V"m«(y«  +  c*)-y«. 

t>  =  -  c  +  VmV  +  (m»—  l)y* 

Diese  Gleichung  gibt  die  Entfernung  des  Durchschnittspunk- 
tes B  von  O  an  und  zwar  für  beliebige  Werthe  von  y.  Da 
Pif  =  OP.tang.PO2l  oder  y  =  ctanga«  so  wird  fiir  c  =  0  auch 
r  =  0. 

Die  von  einem»  unendlich  nahe  an  der  Trennungsflfiche  lie- 
genden, leuchtenden  Punkte  in  das  brechende  Medium  eindrin- 
genden Strahlen  werden  daher  die  Brechung  zwar  gerade  so  er« 
leiden,  wie  in  dem  Falle,  wo  sich  der  leuchtende  Punkt  in  irgend 
einer  messbaren  Entfernung  von  der  Trennungsfläche  befindet, 
allein  die  gebrochenen  Strahlen  scheinen  alle  von  demselben  Orte 
herzukommen,  nemlich  von  demjenigen,  den  der  leuchteude  Punkt 
selbst  einnimmt.  Der  leuchtende  Punkt  wird  also  in  diesem  Falle 
an  demselben  Orte  gesehen,  wo  er  auch  gesehen  würde,  wenn 
keine  Brechung  Statt  fände.  Dieser  Folgesatz  wird  später  zur 
Anwendung  kommen. 

Man  ziehe  nun  durch  A  die  uw  ||  xx',  bringe  den  gebrochenen 
Strahl  AB  parallel  zu  sich  in  die  Lage  OM  und  ziehe  JUK±xx', 

Nimmt  man  Py  als  Ordinaten-  und  Px  als  Abszissen -Axe 
an,  so  ist  PK:=^x  die  Abszisse  und  MK^=^y  die  Ordinate  des 
Punktes  Jf. 

Nun  Ist  aber  OB  =  AM—  PK,  folglich  9=0:,  somit: 
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X  =  -'€'{'  VmV  +  (m«-l)y«, 

welche  Gleichung  einer  Kurve  angehurt,  die  wir  die  Brechungs- 
Kurve  nennen  wollen.  Ihre  Aeste  erstrecken  sich  zu  beiden  Seiten 
der  Abszissenaxe  ins  Unendliche.  För  ^=0  hat  man  ;r=  — c-f  mc 
=  c(m— 1),  welcher  Werth  die  Abszisse  PR  fär  den  Scheitel  R 
der  Korve  bedeutet. 

Geschieht  die  Brechung  vom  Einfallslothe,  so  sei  fQr  den  ein* 
fallenden  Strahl  OA  der  entsprechende  gebrochene  AC.  Man 
wird  jetzt  unter  v  den  Abstand  OC  zu  verstehen  haben  und  man 
erhält  auf  ähnliche  Weise,  wie  vorhin: 

©=  +  c—  Vm*c^  +  (m«—  l)y« 

Da  aber  in  dem  gegenwärtigen  Falle  m<],  somit  m^ — 1  .ne- 
gativ  ist,  so  hat  man  auch: 

e  =  +  c—  Vm«c«— (l-iii«)y«. 

Bringt  man  nun  den  gebrochenen  Strahl  AC  in  die  parallele 
Lage  ON  nnd  zieht  NLX,xx',  so  ist  PL  =  x  und  NL  =  y.  Da 
nun  OC  =  NA  =  PL,  so  ist  wiederum  9  =  0:  und  folglich : 

0?  =  +  c—  VmV  — (1— m«)y« 
die  Gleichung  der  Brechungskurve,  wenn  m<l  ist. 

Setzt  man  wieder  y  =  0,  so  bekommt  man  für  den  Scheitel 
5  dieser  Kurve  x  =  c-^mc  ==  c(l  — m),  worunter  also  die  Abszisse 
PS  zu  verstehen  ist.  Die  Aeste  dieser  Kurve  erstrecken  sich 
nicht  mehr  ins  Unendliche,  denn  ist  m*c^  =  (1  —  m*)^*,  so  erreicht 
x  =  c  seinen  Maximumwerth.  Da  iy  =  ctanga  ist,  so  kann  man 
die  letztere  Bedingung  auch  so  stellen: 

m^c!^  =  (1  — m*)c*tang*a, 

sina         ,    ^ 

Setzt  man  tanga  = »  so  bat  man: 

"         Gosa 

sin*a  sin*a  m* 


cos*  a       1  —  sin*  a       l  —  m* 

und  somit  sina  =  fii.    Man  kann  daher  der  obigen  Bedingung  auch 
diese  letztere  sabstituiren. 
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$.5.  Das  Brechnogs  -  GesetsB  des  SDellius  ist  eine 
blosse  Anwendung  eines  rein  mathematischen  Satzes. 

Die  Geometrie  lehrt,  dass  die  Seiten  eines  Dreieckes  sich 
verhalten,  wie  die  Sinusse  der  gegeufiberliegenden  Winkel;  iSsst 
man  daher  das  Yerhältniss  der  Selten  konstant  sein,  so  wird  es 
auch  das  Verhältniss  der  Sinusse  bleiben.  Es  sei  das  Dreieck 
BOA  (Fig.  6)  und  man  beschreibe  um  A  als  Mittelpunkt  mit  AO 
und  ebenso  mit  BA  Kreise.    Setzt  man  Winkel  ABO=^b  und 

AOR  =  a,  so  hat  man  -r?i  =  ~^~i*     Aendert    man     nun     den 
'  AO       6100 

Winkel  BAOy  indem  man  die  Halbmesser  in  verschiedene  an- 
dere Lagen  bringt»  so  werden  für  jedes  solche  neu  entstandene 
Dreieck  die  Winkel  a  und  b  andere  Werthe  haben,  aber  das 
Verhältniss  Ihrer  Sinusse  bleibt  konstant ,  weil  die  gegenüberlie- 
genden Seiten  als  Halbmesser  ihre  aDfänglichen  Grossen  beibe- 
halten.   In  dem  Dreiecke  DAC  z.  B.  wird     .    .y  =  -r—r  sein. 

sin  6^        sin  6 

Welches  von. den  unzähligen  Dreiecken»  in  welchen  das  Ver« 
hältniss  der  Sinusse  das  nemüche  ist,  in  einem  bestimmten 
Brechungsfalle  zur  Anwendung  kommt,  wird  offenbar  durch  die 
Lage  der  TrennungsflSche  mn  bestimmt,  denn  auf  dieser  Tren- 
nungsfläche niuss  die  dritte  Seite  des  Dreiecks,  nemlich  BO 
senkrecht  stehen,  wenn  die  Halbmesser  A  O  und  BA  die  Grössen 
und  Richtungen  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  vor- 
stellen sollen,  denn  alsdann  ist  ja  der  Winkel  a  =  dem  Einfalls- 
winkel OAx  und  6  =  dem  Brechungswinkel  BAx,  Ist  ebenso 
in  dem  Dreiecke  JJAC  die  Seite  DCJimn,  so  wird,  falls  CA  den 
einfallenden  Strahl  vorstellt,  der  andere  Halbmesser  DA  den 
gebrochenen  Strahl  sowohl  der  Richtung  als  Grösse  nach  dar- 
stellen, und  es  ist  in  diesem  Falle  a'  =  dem  Einfallswinkel  CAx 
und  b'  =  dem  Brechungswinkel  DAx. 

Die  beiden  einfallenden  Strahlen  OA  und  CA  kommen  na- 
tfirlich  von  verschiedenen  leuchtenden  Punkten  her.  Will  man 
aber  haben,  dass  sie  von  demselben  leuchtenden  Punkte  herkom- 
men, so  braucht  man  nur  OE  ||  CA  und  £F||  AD  zu  ziehen.    Als- 

FE        DA 
dann  ist  das  Dreieck  FEOcoDAC  und  somit   'qk^^'AC'     ^^^ 

DA  FF 

nun  -jp  =  m,  so  ist  auch  jrp  :=  m.  Wenn  also  OE  ein  einfal- 
lender ist,  so  ist  EF  der  zugehörige  gebrochene. 

Aber  es  gibt  immer  zwei  Dreiecke,  die  einander  korrespondi- 
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reo  und  swar  aus  dem  Grande,  weil  die  Sinusse  sapplementlrer 
Winkel  einander  gleich  sind.  So  hat  das  Dreieck  ABG  mit  dem 
Dreiecke  ABO  den  Brechungswinkel  ABO=b  gemeinsam;  beide 
Dreiecke  sind  also  auf  denselben  gebrochenen  Strahl  AB  zu  be- 
ziehen, aber  wahrend  in  dem  einen  der  Winkel  AOB  mit  dem 
Einfallswinkel  a  supplementär  ist,  ist  in  dem  anderen  der  Winkel 
AGB  diesem  Einfallswinkel  a  selbst  gleich.  Wenn  nun  aber  in 
dem  Dreiecke  BAO  die  Seite  AO  die  Grosse  und  Richtung  des 
einfallenden  Strahles  angibt,  so  gilt  dieses  nicht  auch  von  der 
Seite  AG  des  zweiten  Dreiecks.  Diese  Seite  AG  gibt  vielmehr 
die  Richtung  und  Grosse  des  im  Punkte  A  nach  Az  reflektirten 
Strahles  an;  denn  es  ist  ja  Winkel  OAR  ==  RAG  =  zAm.  Das 
Brechungs-Gesetz  hängt  also  innig  zusammen  mit  dem  Reflexious. 
Gesetze« 

Beschreibt  man  um  einen  beliebigen  Einfallspunkt  £,  der 
in  der  Trennungsfläche  mn  liegt,  mit  dem  von  dem  leuchtenden 
Punkte  O  herkommenden  Strahle  OE  einen  Kreis,  so  wird  da- 
durch die  Normale  OR  nicht  bloss  in  O,  sondern,  wenn  sie  hin- 
reichend verlängert  wird,  auch  in  G  geschnitten  und  diese  Durch- 
schnittspunkte bleiben  dieselben,  ich  mag  mit  beliebigen  anderen 
auffallenden  Strahlen  um  ihre  Einfallspunkte  solche  Kreise  be- 
schreiben. Der  reflektirte  Strahl  AG  ist  also  gewissermassen 
aeqnivalent  dem  einfallenden  OA  und  es  ist  insofern  gleichgiltig, 
auf  welchen  von  beiden  der  gebrochene  BA  bezogen  wird. 

So  wie  die  von  O  zu  den  respektiven  Einfallspunkten  gezo- 
genen Geraden  die  einfallenden  Strahlen  vorstellen,  so  werden  die 
von  G  zu  eben  diesen  Einfallspunkten  gezogenen  Geraden  die  re- 
flektirten Strahlen  bedeuten,  welche  letztere  immer  dieselbe  Grosse 
haben,  wie  die  ersteren.  Der  Punkt  G  wird  also  das  Spiegelbild 
von  O  sein. 

Es  wurde  an  einem  frfiheren  Orte  bereits  hervorgehoben,  dass 
durch  die  Brechung  die  scheinbare  Entfernung  des  leuchtenden 
Punktes  von  der  Trennungsfläche  geändert  werde,  wie  denn  eigent- 
lich alles  Gesagte  diesen  Gedanken  zur  Grundlage  hat.  Es  sei 
mir  nun  hier  erlaubt,  denselben  durch  ein  Paar  Beispiele  zu 
beleuchten. 

Hängt  man  ein  Pendel,  z.  6.  ein  an  einem  Faden  hängen- 
des Kfigelchen  in  Wasser,  so  erscheint  der  eingetauchte  Thell 
des  Fadens  in  der  Verlängerung  des  herausragenden,  zugleich  aber 
kürzer,  als  er  wirklich  ist.  Hier  werden  also  die  scheinbaren  Ab- 
stände eines  jeden  Punktes  des  eingetauchten  Theiles  von  der 
Trennnngsfläche  vermindert,  und  indem  diese  Abstände  in  eine 
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and  dieselbe  Gerade»  in  welcher  sich  auch  der  heraosragende 
Thell  des  Fadens  befindet,  fallen,  erscheint  das  Pendel  an- 
gebrochen. 

Denkt  man  sich  ferner  unterhalb  einer  Wasserfläche  mn 
(Fig.  7)  einen  Punkt  c,  so  wird  dieser  mittelst  des  Strahles  cd 
von  einem  in  y  befindlichen  Auge  in  e  gesehen.  Dieser  Ort  e 
liegt  aber  in  der  cA,  welche  von  dem  betrachteten  Punkte  senk- 
recht auf  die  Trennungsfläche  gezogen  wird.  Denkt  man  sich 
einen  anderen  Punkt  a,  von  welchem  der  zu  cd  parallele  Strahl 
ab  ausgeht,  so  wird  auch  der  austretende  Strahl  bx  ||  dy  sein  und 
es  wird,  falls  sich  wiederum  das  Auge  in  x  befindet,  der  betrach- 
tete Punkt  an  dem  Orte  f  der  gedachten  Senkrechten  gesehen. 
Da  nun  die  Dreiecke  ced  und  abf  ähnlich  sind,  das  erstere  aber 
grosser  ist,  als  das  letztere,  so  ist  auch  ce"^  af,  d  h.  unter  übri- 
gens gleichen  Umständen  wird  ein  tiefer  liegender  Punkt  der 
Trennungsfläche  mehr  genähert,  als  ein  weniger  tief  liegender. 

Denkt  man  sich  wieder  einen  Punkt  a  (Fig.  8)  unter  der 
Wasserfläche  mn,  von  welchem  der  Strahlenkegel  abd  ausgeht 
und  nach  erlittener  Brechung  in  das  Auge  O  gelangt,  so  werden 
die  Richtungen  der  gebrochenen  Strahlen,  wie  bx,  cy,  dx,  wenn 
man  sie  verlängert,  die  Senkrechte  ah  in  verschiedenen  Punkten 
g,  f,  e  treffen.  Die  gebrochenen  Strahlen  bilden  also  streng  ge- 
nommen keinen  Kegel  mehr,  an  dessen  Scheitel  man  das  Bild 
des  Punktes  a  versetzen  konnte;  es  entstehen  ja  von  a  mehrere 
Bilder,  die  in  der  Senkrechten  ah  übereinander  liegen. 


§.  6.    Brechung    des   Lichtes    in    einem   von    parallelen 
Ebenen  begrenzten  Medium. 

Es  seien  die  ebenen  Flächen  mn  und  pl  (Fig.  9)  eines  bre- 
chenden Mediums  parallel.  Ein  von  O  auf  die  erste  Fläche  fal- 
lender Strahl  OA  nehme  in  dem  Medium  die  Richtung  AB,  die 
nach  aufwärts  verlängert  die  Normale  in  E  schneidet  Offenbar 
ist  EB  für  die  zweite  Trennungsfläche  als  einfallender  Strahl  zu 
betrachten  und  wir  haben  nun  zu  untersuchen,  welche  GrOsse  und 
Richtung  der  an  der  Austrittsfläche  in  dem  Punkte  B  gebrochene 
Strahl  haben  müsse.  Zu  dem  Behufe  ziehen  wir  durch  B  die 
BC\\  OA.  Es  sind  dann  in  dem  Dreiecke  EBC  die  Seiten  durch 
OA  proportionirt  geschnitten  und  wir  haben: 

EA       EB 
OA  -"  BC 
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bt  das  MediaiD   z.  B«  von  Glas,  so  geschieht  die  Brechang 

EA 

iD  dem  Punkte  A  zam  Einfallslothe  ood  es  ist  -7j-j=m,wom>l. 

EB 

Da  somit  auch  -gp  =  m  ist»  so  stellt  BC  sowohl  die  Grosse  als 

auch  die  Richtung  des  an  der  Austrittsfläche  gebrochenen  Strah- 
les vor,  dessen  einfallender  die  Grosse  EB  hat. 

Da   nun    aber   bei  B  die  Brechung    vom   Einfallslothe   ge- 

BC        1 
schiebt  9    so    wird   der   Brechungs  -  Exponent  =  -jr^  =  —   sein, 

weil  man  bei  Aufstellung  desselben  den  gebrochenen  Strahl  immer 
als  Zähler  und  den  einfallenden  als  Nenner  zu  setzen  hat.  Der 
in  der  Richtung  BH  aus  dem  Medium  tretende  Strahl  lässt  den 
leuchtenden  Punkt  in  C,  also  näher  erscheinen.  Wir  wollen  nun 
uot^suchen,  ob  alle  von  O  kommenden  Strahlen,  wie  schief  sie 
auch  sein  rodgen,  nach  ihrem  Austritte  aus  dem  Medium  die  Nor- 
male in  demselben  Punkte  C  schneiden,  —  ob  also  die  Distanz 
OC  f&r  alle  Strahlen  konstant  sei  oder  nicht  Man  hat  zu  die- 
sem  Behufe: 

OC  =  OF—  CF^OR-^  RF-  CF. 

Setzt  man  OR  =  c  und  die  Dicke  des  Mediums  RF=z  d,  ferner 
den  Einfallswinkel  AOR=ia  und  den  Brechungswinkel  AERzizb, 
80  hat  man: 

OC=c+d-CF. 

Nun  ist: 

rr^  Rr  ^.n  -  *^  ^n.«  _  ^^  £25^  _  jER  +  d)  cosa , 
CF=ÄC-coso=— .cosa  =  ^^.-^  =  -^^^^ — 

^  (AE.co8b+d)  cosfl 
"^  cosÄ  '    m 

Da  nun  ferner  AE^sm.AO  ist,  so  hat  man: 

^_       (m.^O. cos^<Q  coso         .^      '      .  i2cosa 

CF=: 7 — ^—  • =  -40. cosa  + r, 

coso  m  ■  fit  coso 

oder: 

meoaö 
weil  ilO.cosa  =:  c  ist.  « 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  CF  in  die  obige  Rir  OC 
erhaltene  Gleichung,  so  bekommt  man: 
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Es  h&ngt  demnach  OC,  wie  diese  Gleichung  zeigt,  nicht  nur 
▼on  der  Dicke  des  Mediams  und  dem  Brechungs^Exponenten  ab, 
sondern  auch  von  dem  Verhältnisse  der  Cosinusse  des  Brechungs- 
und Einfallswinkels. 

In  Müller's  Lehrbuch  der  Physik,  6.  Auflage,  findet  man 
pag.  545  für  den  Brechungs-Exponenten  m  beim  Uebergange  von 
Luft  in  Wasser,  drei  verschiedene  Fälle  angegeben,  nemlich: 

_  sina  _  sin  15<>  _  sinSQo  _  sin60^  _ 
"* ""  sin  6  ■"  sin  lU«  ""  sin  22»  —  sin  40»  —  *• 

Nehmen  wir  nun  In  allen  3  Fällen  das  Verhältniss  der  Co- 
sinusse des  Brechungs-  und  Einfallswinkels,  so  bleibt  dieses  nicht 
beständig,  denn  es  ist: 

^^  =  1.015. 
COS  15*' 

cos  22» 

cos30<> 

COS40O 

Wir  sehen  daraus,  je  grösser  der  Einfallswinkel  a  wird,  also 
je  schiefer  die  Strahlen  auf  das  Medium  fallen,  desto  grosser 
wird  auch  n.  Aber  mit  der  Zunahme  von  n  nimmt  auch  OC  zu. 
Daraus  ergibt  sich  also,  dass  jeder  Strahl  nach  seinem  Austritte 
in  einem  anderen  Punkte  die  Normale  schneide,  welcher  von  dem 
leuchtenden  Punkte  um  so  weiter  entfernt  ist,  je  schiefer  der 
auflallende  Strahl  genommen  wird. 

Obgleich  nun  gegen  die  Richtigkeit  der  obigen  Rechnung 
nichts  einzuwenden  sein  dürfte,  so  gewährt  sie  doch  keine  Ein- 
sicht in  die  Umstände,  die  ein  solches  Resultat  veranlassen  ^  und 
es  wird  daher  der  Mühe  werth  sein,  diesen  Gegenstand  von  einer 
anderen  Seite  zu  beleuchten. 

Es  sei  wiederum  ein  von  parallelen  Ebenen  tnn  und  pl  be- 
grenztes Medium  (Fig.  10  für  m>  1  und  Fig.  11  fär  m<^l}.    Von 


=  1.070, 
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dem  leachteoden  Ponkte  O  falle  darauf  ein  Strahl  O  J,  der  nach 
AC  gebrochen  wird,  and  nach  seinem  Anatrltte  die  Richtung  CF 
annimmt,  welche  parallel  iat  zu  dem  einfallenden  Strahle  OA  iind 
verlängert  die  Normale  in  E  schneidet.  Unter  diesen  Umständen 
raOssen  die  Dreiecke  OAR  und  ECP  ähnlich  sein.  Man  hat 
daher  die  Proportion: 

ORiEP^AR'.CP. 

Durch  diese  Proportion  ist  also  der  Parallelismus  des  ein-  und 
austretenden  Strahles  bedingt. 

Denken  wir  uns  nun  eioen  zweiten  einfallenden  Strahl  OB, 
Von  diesem  wollen  wir  annehmen,  dass  er  nach  seinem  Austritte 
in  demselben  Punkte  Et  wie  der  vorige,  die  Normale  schneide. 
Zieht  man  daher  durch  den  Punkt  E  eine  Parallele  EJ  zu  dem 
zweiten  einfallenden  Strahle  OB9  so  wird  diese  die  Austritts- 
fläche in  dem  Punkte  D  schneiden;  verbindet  man  nun  B  mit  D, 
so  gibt  die  Linie  BD  die  Richtung  an ,  welche  der  gebrochene 
Strahl  innerhalb  des  Mediums  haben  mOsste,  wenn  der  austre- 
tende Strahl  DJ  in  demselben  Punkte  E  die  Normale  schneiden 
soll,  wo  der  austretende  Strahl  CF  sie  schneidet.  Da  nun  wie- 
derum OBR(ycEDP  ist,  so  hat  man  auch: 

ORiEP^BR.DP, 

und  indem  man  diese  Proportion  mit  der  frflheren  zusammenhält, 
ergibt  sich: 

ARiCP^BRiDP. 

Diese  letztere  Proportion  enthält  die  Bedingung,  unter  welcher 
alle  austretenden  Strahlen  die  Normale  in  demselben  Punkte  E 
schneiden  wOrden. 

AR  und  BR  sind  die  Entfernungen  der  Einfallspunkte  von 
der  Normalen  an  der  Eintrittsfläcbe;  CP  und  DP  sind  ebenso 
die  Entfernungen  der  Einfallspunkte  von  der  Normalen  für  die 
Aastrittsfläche.  Man  kann  daher  die  Bedingung  in  folgende  Worte 
kleiden.  Sollen  alle  austretenden  Strahlen  die  Normale  in  einem 
einzigen  Punkte  schneiden,  so  muss  das  Verhältniss  der  Entfer- 
nungen   der   Auffallspunkte   von    der  Normalen    an   den    beiden 

AR       BR 

Trennungsflächen  ein  konstantes  sein.    Es  muss  f^p-  =  ^p...sein ; 

Nennen  wir  dieses  Verhältniss  kurz  das  Distanzenverhältniss. 

Man  sieht  also,  dass  der  blosse  Parailelisrous  jedes  austre- 
tenden Strahles  mit  seinem  zugehörigen  einfallenden  noch  nicht 

Tlfc«U  U  3 
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hinreicht  um  zu  bewirken,  dase  die  Normale  von  allen  anetreten- 
den  Strahlen  In  dem  nSmIichen  Punkte  geschnitten  werde,  «ondem 
es  Ist  dazu  auch  noch  erforderlich,  dass  das  DistanzenTerbältniss 
ein  konstantes  sei.  Aber  unter  dieser  letzteren  Bedingung  werden 
auch  die  Richtungen,  welche  die  an  der  Eintrittsfläcbe  gebroche- 
nen Strahlen,  wie  fiZ>,  AC^  RP,  innerhalb  des  brechenden  Me> 
diums  haben,  gehurig  verlängert,  in  einem  und  demselben  Punkte 

AR       CR 
G  die  Normale  schneiden.    Denn  da  jTp  =  -77p  ist,  so  ist  auch 

BR       GR 

jgp  :=  jTp'  Das  rein  geometrische  Gesetz  des  Distanzenver- 
hältnisses wird  nun  aber  von  der  Natur  nicht  befolgt.  Die  Bre- 
chung geschieht  nicht  nach  diesem  Gesetze,  sondern  nach  dem 
Gesetze  des  konstanten  Verhältnisses  der  Sinusse  des  Einfalls- 
und Brechungswinkels,  welches  letztere  mit  dem  ersteren  völlig 
uuvereinbarlich  ist,  wie  aus  folgender  Betrachtung  erhellen  dürfte. 

Ist  fflr  den  einfallenden  Strahl  OA  der  zugehörige  gebrochene 
AG,  so  kann  der  einem  zweiten  einfallenden  Strahle  OB  entspre- 
chende gebrochene,  wie  bereits  bekannt,  nicht  in  dem  nemlichen 
Punkte  Cr  die  Normale  schneiden,  wie  der  erstere,  sondern  er 
thut  diess  in  einem  höheren  oder  tieferen  Punkte  L,  je  nachdem 
in>l  oder  fii<l  ist.  Es  ist  also  BL  der  dem  einfallenden  OB 
entsprechende  gebrochene  Strahl.  Verlängert  man  nun  BL  nach 
abwärts,  so  wird  die  Austrittsfläche  davon  in  K  getroffen,  welcher 
Punkt  wiederum  der  Normalen  näher  liegt  als  Z>,  wenn  m  >  1,  und 
entfernter,  wenn  m  <  1  ist.  Zieht  man  durch  K  die  KS  ||  OB,  so 
gibt  diese  die  Richtung  des  austretenden  Strahles,  und  man  sieht, 
dass  der  Punkt  jS,  wo  sie  die  Normale  schneidet,  unterhalb  E 
liegt,  wenn  m  >  1,  und  oberhalb,  wenn  m  <  1  ist 

Da  nun  unter  solchen  Umständen  dem  Einfallspunkte  B  an 
der  ersten  Fläche  nicht  mehr  der  Punkt  D,  sondern  K  an  der 
Attstrittsfläche  entspricht,  so  wird  dadurch  das  Gesetz  des  kon- 
stanten Distanzenverbältnisses  beseitigt 


9.  7.    Elnfluss  der  Dicke  des  brechenden  Mediums. 

Für  den  einfallenden  Strahl  OA  war  AE  der  entsprechende 
gebrochene.  (Fig.  9.).  Verlängert  man  nun  den  gebrochenen 
Strahl  AE  bis  er  die  Austrittsfläche  in  B  trifft,  so  ist  fSr  ^ie 
letztere  EB  als  einfallender  Strahl  zu  betrachten  und  es  ist  die- 
ser Strahl  um  den  Weg  AB,  den  das  Licht  Innerhalb  des  Mediuifis 
zurücklegt,  grosser  als  AE. 
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Nimmt  man  aber  die  Dicke  des  Mediums  unendlich  klein  an, 
90  wird  der  Austrittspunkt  B  mit  dem  Einfallspunkte  A  als  zu- 
sammenfallend betrachtet  werden  kurinen.  Alsdann  wird,  da  AB^zQ 
ist,  der  einfallende  Strahl  an  der  Austrittsfläche  dieselbe  Grösse 
haben  ^  wie  der  gebrochene  Strahl  an  der  ßintrittsfläche:  er  wird 
=  J£  sein.  Ebenso  wird  der  gebrochene  Strahl  an  der  Aus- 
trittsflfiche  dieselbe  Grosse  haben,  wie  der  einfallende  an  der  Ein- 
trittslläche;  er  wird  somit  =s  JO  sein.  Betrachtet  man  also  den 
leuchtenden  Punkt  durch  ein  sehr  dünnes  Medium,  so  erscheint 
er  an  seinem  wahren  Orte. 

Daran  lässt  sich  die  folgende  Betrachtung  anschliessen. 

Man  setze  die  Grosse  eines  beliebigen  einfallenden  Strahles 
an  der  Eintrittsfläche  =  q  und  die  entsprechende  Grosse  des  ge- 
brochenen =  q'.  Das  Medium  sei  z.  B.  aus  Glas  und  der  Bre- 
chungs-Exponent =  fit.  Wird  es  unendlich  dönn  gedacht^  so  ist 
die  Grösse  des  einfallenden  Strahles  an  der  Austrittsfläche  =  q[ 
und  die  Grösse  des  an  dieser  Fläche  gebrochenen  =  q.  Den 
Brechungtf- Exponenten  beim  Uebergange  aus  dem  Glase  in  die 
Luft  wollen  wir  =  m'  setzen.    Wir  haben  demnach : 

j»  =:  ^-  und  ui'  =  -^» 

folglich : 

mm'  =  1  und  m'  =  — •  , 

m 

Hat  das  Medium  eine  angebbare  Dicke  ^  so  wird  der  einfal- 
lende Strahl  an  der  Austrittsfläche  die  Grösse  =  (iq'  haben,  wo 
f»  einen  von  der  Dicke  des  Mediums  abhängigen  Faktor  vorstellt; 
der    an     derselben   Fläche    gebrochene    wird     demgemäss     die 

uq 
Grösse  =  uq  haben,  and  es  wird  in  diesem  Falle  m'  =  -^  and 

somit  ebenfalls  mm'  t=z  1. 

L&sst  man  einen  Lichtstrahl  durch  zwei  unmittelbar  auf  ein- 
ander folgende  unendlich  ddnne  Schichten  zweier  Stoffe,  z.  B. 
Glas  und  Wasser,  hindurchgehen,  so  gibt  es  3  Trennungsflächen, 
und  es  seien  wiederum  q  und  q'  die  Grössen  des  einfallenden 
and  gebrochenen  Strahles  an  der  ersten  Trennungsfläche  und  m 
der  Brechnngs-Exponent  beim  Uebergange  aus  der  Luft  in  Glas; 
for  die  zweite  Trennungsfläche  ist  der  einfallende  Strahl  =  q'^ 
der  gebrochene  sei  =  rf'y  und  der  Brechungs-Exponent  beim 
DebergaDge  ans  Glas  in  Wasser  =  m' ;  für  die  dritte  Trennungs- 

8» 
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flSche  ist  der  einfallende  =  f^    der  f^brochene  =  q^   and   der 
Brechunge-Ezponent   beim  Uebergange  aus  Wasser  In  die  Lnft 

s=  m".    Wir  haben  demnach  m  =  2-,  m'  --  SL  uod  wf  =  ^9  so- 
mitntmWssl  und  nt' =  — ;^.    Setst  man  den  Breehangs- Ex- 


ponenten beim  Debergange  aus  der  Luft  in  Wasser  =:  n^  so  ist 
m"  =i--  und  somit  m'  =  — • 


§.  8.    üeber  die  Ablenkung   der  Lichtstrahlen. 

Es  sei  OA  (Fig.  1)  ein  einfallender  Strahl.  Geschieht  die  Bre- 
chung cum  Einfallslothey  so  ist  Az  die  Richtung  des  gebrochenen 
Strahles.  Ist  femer  Ar  die  Verlängerung  des  einfallenden  Strah- 
les» so  gibt  der  Winkel  %Ar^  welchen  die  Richtung  des  gebro* 
ebenen  mit  jener  des  einfallenden  bildet»  die  Grosse  der  Ahlen- 
kung»  welche  das  Medium  bewirkt.    Nun  ist  aber: 

zAr  =  GAO  =  AOR  -  AGR  =  a— 6. 

Der  Ablenkungswinkel  ist  also  gleich  dem  Einfalls-  weniger  dem 
Brechungswinkel. 

Wird  der  Strahl  DA  nach  AB  (Fig.  12)  und  ein  anderer 
Strahl  CA  nach  AE  gebrochen,  so  ist  für  den  ersteren^  wenn  er 
nach  z  verlängert  wird,  die  Ablenkung  ^  BAz  und  für  den  lata* 
teren,  dessen  Verlängerung  Ar  ist,  bat  man  die  Ablenkung  =zEAr. 
Es  ist  aber  letztere  Ablenkung  stets  grosser,  als  die  erstere, 
denn  es  ist  su  bemerken ,  dass  der  Winkel  zAr  =  CAD  ist ;  der 
Winkel  BAE  aber,  den  die  zwei  gebrochenen  Strahlen  bilden,  ist 
stets  <  CAD,  aus  dem  Grunde,  weil  alle  einfallenden  Strahlen, 
die  innerhalb  des  Winkels  CAD  liegen,  durch  die  Brechung 
dichter  an  einander  gerfickt  werden.    Man  hat  nun: 

EAz  =:  EAz 
BAE^zAR 


EAx  +BAE<^EAt+zAr  und 
BAz  <EAr. 

Darnach  wird  also  ein  Strahl  desto  mehr  von  der  ursprünglichen 
Richtung  abgelenkt,  je  schiefer  er  auflällt 

In  Mfiller's  Lehrbuch  der  Physik  S.  552  findet  man  für 
den  Debergang  aus  Luft  in  Glas,  wobei  m  =  {  ist,  für  a  und  6 
olgende  Werthe: 
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ier  UeJUÖ. 

a 

b 

a-b 

703O' 
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2»  30' 

IS».  5' 

10» 

6»  6' 

^i2f>sfy 

16« 

r>w 

aofisv 

20» 

10»62' 

39«21' 

26« 

14»21' 

48»36' 

30« 

18»  35' 

69<»12' 

350 

24»  12' 

740341 

40» 

34»34'. 
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Man  sieht  daraus,  dass  a— 6  immer  grosser  wird,  je  schiefer 
die  StraliieD  aofblleo.  Die  Brechungswinlcei  wachsen  in  dieser 
Reihe  immer  um  5^.  Die  entsprechende  Zunahme  des  Einfalls- 
wiolcels  hieibt  aber  nicht  Iconstant,  sondern  sie  wird  immer  grösser. 
Daraus  geht  umgelcehrt  hervor,  dass  wenn  man  die  Einfallswinkel 
um  gleiche  Grossen  wachsen  iSsst,  die  entsprechende  Zunahme 
der  Brechungswinicel  inuner  kleiner  werden  mnss. 

Bilden  also  zwei  einfallende  Strahlen  DA  und  CA  (Fig.  12) 
einen  Winkel  von  etwa  5^  mit  einander,  DAC=S^9  und  denkt 
man  sich  dieses  System  von  zwei  Strahlen  um  den  Punkt  A 
sehraubenlinks  gedrehet,  so  dass  der  Winkel  CAD  =:  5^  unver- 
ändert bleibt,  so  werden  auch  die  entsprechenden  gebrochenen 
Strahlen  Aß  und  AE  in  demselben  Sinne  eine  Drehung  erleiden, 
aber  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  BAE  wird  desto  klei- 
ner, je  mehr  die  Drehung  betrSgt. 

Wiewohl  nun  an  der  Richtigkeit  des  obigen  Beweises  und 
der  damit  in  Verbindung  gebrachten  Folgerungen  nicht  gezweifelt 
werden  kann,  so  gibt  doch  Alles  das  keine  Einsicht  in  den  Zu- 
sammenhang, welcher  zwischen  dem  Ablenkungswinkel  und  dem 
Gesetze  des  Sn  eil  ins  Statt  finden  muss. 

In  dieser  Hinsicht  dflrfte  die  folgende  Betrachtung  nicht  über- 
flüssig sein.  Es  sei  OA  ein  einfallender  Strahl  (Fig.  13)  und 
AB  der  zugehörige  gebrochene.  Wir  setzen  eine  Brechung  zum 
Einfallslothe  voraus.  Man  denke  sich  nun  den  einfallenden  Strahl 
bis  C  verlängert  und  ziehe  CD  ||  AB.    Man  hat  alsdann : 

BA       DC 

Jetzt  werde  das  Dreieck  OCD,  das  gleichsam  über  dem 
Dreiecke  OAB  liegt,  um  den  Punkt  O  so  lange  gedrehet,  bis  C 
in  die  Trennungsfl&che  nach  E  zu  liegen  kommt;  es  ist  dann  die 
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Seite  OC  um  deo  Winkel  COE  gedrebet  worden«  und  um  einen 
gleich  grosse»  Winkel  ist  auch  die  Seite  OD  gedrebet,  die  jetzt 
in  der  Lage  OF  sich  befindet,  und  es  ist  daher,  wenn  man  mit 
OD  einen  Kreis  uro  O  beschreibt,  der  Bogen  FD  =  pq ,  welcher 
letztere  Bogen  die  Grosse  des  Winkels  COE  angibt.  Die  dritte 
Seite  CD  des  gedreheten  Dreiecks  befindet  sich  jetzt  in  der 
Lage  FE. 

Jetzt  kann  OE  einen  zweiten  einfallenden  Strahl  vorstellen; 
der  dazu  geborige  gebrochene  wird  naturlich  die  Grosse  FE  ha* 
ben,  aber  seine  Richtung  ist  eine  andere.  Man  bekommt  sie, 
wenn  man  mit  FE  um  E  einen  Bogen  beschreibt,  bis  die  Nor- 
male in  G  geschnitten  wird.  GE  gibt  dann  die  Richtung  und 
Grosse  des  gebrochenen  Strahles,  welcher  dem  einfallenden  OE 
entspricht.  Durch  die  Drehung  des  Dreiecks  ist  zunächst  der 
Winkel  ROA  —  a,  welcher  der  Einfallswinkel  für  den  Strahf  OA 
ist,  um  den  Winkel  COE  ^  fi  vergrossert  worden.  Es  ist  daher 
ROE=za^lk  der  Einfallswinkel  für  den  Strahl  OE. 

Zieht  man  EB  ||  AB,  so  ist  der  Brechungswinkel  BAx:=:zß'Ea:' 
=  6  für  den  im  Punkte  A  gebrochenen  Strahl  AB.  Kommt  nun 
durch  die  Drehung  des  Dreiecks  die  Seite  DC  in  die  Lage  FE, 
so  bildet  sie  mit  dem  Einfallslothe  den  Winkel  FEa:'  =  B'Ea:' 
+  B'EF=b  +  ^,  denn  B'EF  ist  offenbar  =  ^,  denn  es  wird  b 
durch  die  Drehung  des  Dreiecks  um  ebensoviel  vergrossert  wie  a. 

Weil  nun  aber  FE  wieder  in  die  Lage  GE  gedrehet  wird, 
80  wird  der  Winkel  FEB'  =  fi  wieder  um  den  Winkel  FEG  =  v 
vermindert.  Es  Ist  daher  der  Brechungswinkel  GEa'  für  den  im 
Punkte  E  gebrochenen  Strahl  GE  =  b  +  fi — v. 

Aendert  sich  also  der  Einfallswinkel  a  um  fi,  so  Sndert  sich 
der  Brechungswinkel  b  um  weniger,  nemlich  um  fi — v. 

Bei  dem  ersten  Strahle  ist  der  Ablenkungswinkel  OAB^=OEF 
^  d;  ffir  den  zweiten  Strahl  ist  aber  der  Ablenkungswinkel 
d'=  OEG  =  OEF+  FEG  =  d  +  v.  Die  Ablenkung  des  zweiten 
Strahles  ist  also  um  v  grösser,  als  die  des  ersten. 

Man  bat  übrigens  auch  d^=a — b  ffir  den  ersten  Strahl  und 
d'  =  a  +  fi — (6+fi  —  v)  =  a— 6+v  für  den  zweiten. 

Dieser  Zuwachs  v  ist  aber  für  die  auf  einander  folgenden 
Strahlen  nich  konstant,  sonderiv^er  wird  immer  grosser,  wie  aus 
Folgendem  erhellet. 

Nennt  man  g  die  Grßsse  eines  Grades  im  Bogeonasse  für 
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den  Halbmesser  =r  1,  so  ist  r'g  die  Grösse  eines  Grades  fSr  den 
Halbmesser  OD^sr'  und  wenn  der  Bogen  FD  n  solcbe  Grade 
enthSit,  so  hat  man: 

FD=:t^r'g. 

Da  der  andere  Bogen  FG  einem  Kreise  angehöret,  dessen 
Halbmesser  FE  =  DC=:  R  Ut,  so  Ist  die  GrSsse  eines  Grades 
^Rg^  ond  wenn  dieser  Bogen  v  solche  Crrade  enthSit,  so  ist: 


somit : 


FG 

=  v.R.g, 

V  _ 

r'  FG 
-'k'FD' 

V  = 

r*  FG 
f"  RFD- 

bt  der  Drehungswinkel  FOD  nnendlich  klein,  so  kann  man 
die  Bogen  FD  und  FG,  als  geradlinig  betrachten,  ond  es  wird 
dann  der  Winkel  DFG  von  den  Tangenten  gebildet,  welche  durch 
den  Pankt  F  zu  beiden  Kreisen  gelegt  werden.  Aber  der  Win- 
kel, den  die  Tangenten  bilden,  ist  offenbar  gleich  dem  Winkel, 
den  die  zum  Berührungspunkte  gezogenen  Halbmesser  OF  und 
EF  eiosehliessen,  also : 

GFD=zOFEr=b. 

Da  man  ferner  das  Dreieck  GED  als  ein  rechtwinkliges  be- 
trachten kann,  so  bat  man: 

FD  =  FG.  cos  6 

ond  somit: 

"  —  ^'R'  FG.coab  ^^'R'coab' 

Man  sieht  also,  dass  die  Anzahl  Grade,  welche  der  Bogen 
FG  enthält,  also  die  Grösse  des  Winkels  FEG  dem  Cosinus  des 
Brechungswinkels  b  verkehrt  proportionirt  ist.  Es  wird  also  jeden- 
üails  V  grosser  ausfallen,  wenn  der  Brechungswinkel  b  ein  grosse- 
rer ist.  Hierbei  setzen  wir  voraus,  dass  bei  dem  Uebergange  von 
einem  Strahle  zum  andern  der  Drehnngswinkel  FOD  immer  gleich 
viel  betrage,  also  fi  eine  konstante  Grosse  sei.  Das  Verhältniss 
r' 
P  ist  jedoch  nicht  konstant,  denn  wenn  ich  von  dem  zweiten 

einfallenden  Strahle  OE  zu  einem  folgenden  dritten  übergehe,  so 
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ist  ODter  -^  das   Verhältnlss  tttv  = -7^  = -^y^zu  verstebeD.  Nun 

ist  aber  'HTj^'njn'  ^  ^^'^  demnacb  v  auch  aus  diesem 
Grunde  zu  nebmen  mfissen. 

Geschiebt  die  BrechuDg  vom  Eiofallslotbe,  so  wird  im  All- 
gemeinen das  Nemlicbe  gelten.    Die  Fig.  14  versinnlicht  diesen  Fall. 

OA  ist  der  einfallende  Strahl,  AB  der  entsprechende  gebro- 
chene.   Man  verlängere  den  ersteren  bis  C  und  ziehe  durch  diesen 

Punkt  die  C£>(|  AB»  so  hat  man  -q-t  =  ^^  =  m,  wo  m  <1  Ist. 

Drehet  man  das  Dreieck  ODC  am  den  Punkt  O,  bis  C  in  die 
Trennungsfläche  nach  E  zu  liegen  kommt,  so  erhält  es  die  Lage 
OFE.  Dabei  hat  natürlich  die  Seite  OD  einen  Bogen  DF  be- 
schrieben, welcher  =  p^  =  f&  ist.  OE  stellt  jetzt  einen  zweiten 
einfallenden  Strahl  vor,  dessen  zugehöriger  gebrochener  die  Grosse, 
EF  hat.  Die  Richtung  des  letzteren  findet  man  wieder,  wenn 
man  mit  EF  um  den  Punkt  E  einen  Bogen  beschreibt,  der  die 
Normale  in  G  schneidet.  Es  gibt  sodann  EG  sowohl  die  Grosse 
als  auch  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles  Rir  den  Punkt  E 
der  Trennungsfläche.  Die  Ablenkung  In  dem  Punkte  E  Ist 
d'=GEO=FEO  +  GEF;  aber  FEO  ==  DCO  :=z  BAO  ^  d 
und  GEFzs^v,  somit  d'  ^=d  +  v. 


§.  9.    Formel  für  die  Aenderung  des  Brechungswinkels. 

Wir  wollen  nun  versuchen  die  eben  behandelte  Aufgabe  auch 
noch  im  Sinne  der  Fig.  6  zu  losen.  Da  mfissen  aber  zuerst  ein 
paar  geometrische  Sätze  bewiesen  werden. 

Denken  wir  uns  demnach  (Fig.  15)  zwei  konzentrische  Kreise 
und  ziehen  wir  die  zu  einander  parallelen  Geraden  AE  und  BG, 
welche  Sekanten  dieser  Kreise  sind.  Es  ist  nun  zu  beweisen» 
dass  von  den  beiden  Bögen,  die  zwischen  den  Parallelen  liegen» 
der  Bogen  EG  des  grosseren  Kreises  kleiner  sei,  als  der  Bo- 
gen AB  des  kleineren  Kreises.  Setzt  man  den  Halbmesser  des 
grösseren  Kreises  OE  =  B  und  den  des  kleineren  OA  =  r,  so  hat 
man  in  dem  Sektor  EOF: 

EF:AB  =  R:r, 

EF  =  ^.AB. 

r 
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Der  Winkel  FBG  ist  ss  BOA^i^i  oed  man  beschreibe  nan 
mit  BF^  iB  — r  um  B  als  Mitteipunlct  den  Kreiebogeo  Fg.  Da 
in  den  Sektoren  BFg  und  JOB  die  Centri- Winkel  gleich  sind, 
80  hat  man: 

FgiAB^R^-riT, 

Nun  let  aber  offenbar  FG>Fg  oder  FG>  -^ .AB.  Wir  ha- 
ben alo: 

EF^^.AB, 

FO^^.AB, 

somit: 

EF^FG<^.AB^Cy^iyAB, 

EG <, AB  w.z. b.w. 

Sind  ebenso  BC  und  JD  Sekanten,  welche  parallel  zu  den 
Mberen  gezogen  wurden,  so  wird  auch  GJ7<fiCund  HJ<,CD  sein» 

Trägt  man  nun  auf  der  Periferle  des  kleineren  Kreises  meh- 
rere gleiche  Bugen  auf  AB  =  BC  =  CD  und  sieht  man  durch 
die  Theilungspunkte  A,  B,  C,  D,  die  schon  oben  erwähnten  Pa- 
rallelen, so  wird  durch  letztere  die  Periferie  des  grösseren  Krei- 
ses nicht  auch  in  gleiche  Bögen  getheilt,  sondern  wenn  man  von 
E  ausgehet,  wird  jeder  folgende  Bogen  kleiner,  als  der  vorherge- 
hende: EG*^  GH^HJ  u.a.  w.,  und  das  ist  nun  auch  zu  beweisen« 

Bezeichnen  wir  die  um  O  liegenden  Centri -Winkel  mit  f»|, 
14,  |»3«  Diese  sind  natflriich  einander  gleich  und  die  Zeiger  haben 
nur  anzudeuten,  in  welcher  Ordnung  diese  Winkel  auf  einander 
folgen. 

Hierauf  ziehen  wir  durch  den  Theilungspunkt  Z>  die  DL  ||  OC, 
femer  DK  ||  OB  und  DJ  ||  OA.  Es  ist  nun  klar,  dass  diese  durch 
den  Punkt  D  zu  den  Halbmessern  des  kleineren  Kreises  parallel 
gezogenen  Geraden  dieselben,  unter  sich  gleichen  Winkeln  bilden, 
wie  die  Halbmesser  selbst. 

Ihre  Aufeinanderfolge  ist  aber  natfirlich  die  umgekehrte  im 
Vergleich  mit  den  am  Mittelpunkte  O  liegenden  Winkeln.  Man 
sieht  nun  deutlich,  dass  die  von  D  aus  gesogenen  Linien  die  Pe- 
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riferie  des  grosseren  Kreises  nicht  in  gleiche  Bdgen  theilen  kSnneo, 
obgleich  die  Winkel  MDL,  LDK  und  KDJ  einasder  gleich  sind, ' 
denn  D  ist  ja  nicht  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises.  Sie  sind 
noth wendig  ungleich  und  zwar  ist,  wenn  man  von  M  ausgehet, 
jeder  folgende  Bogen  grösser  als  der  unmittelbar  vorhergehende. 
Es  ist  ML<:KL<:JKu.  s.  w. 

Der  KOrze  wegen  wollen  wir  diese  Bogen  in  derselben  Ord- 
nnng  mit  ti,  t^  t^  u.  s.  w.  bezeichnen.    Wir  haben  nun: 

EJ=3.EF^(ti+i^  +  ti). 

Das  gilt  also  in  Bezug  auf  die  durch  den  Theilungspunkt  Z> 
gezogene  Parallele. 

FOr  die  durch  den  Theilungspunkt  C  gezogene  Parallele  wer- 
den wir  ebenso  haben: 

EH:=z2.EF^(t^  +  i^. 
und  fdr  die  durch  B  gezogene  Parallele: 

EG  =  EF-^t^. 
Schliesslich  hat  man: 

Gff  =  £;«—£€?  =  2. £F—ft +<i)—(£;F-<i), 
GH  =  JBF— <,. 

Da  nun  aber  4>^,  so  ist  auch  GH<,EG. 

Ebenso  hat  man: 

HJ  =  EJ^EH  =  3.£;F~(/i  +«i  +  A|)  -[2.£;F-«|  + 1^], 
HJ^^EF'-t^. 

Nun  ist  JEF— /s  <  EF  -  tj,  weil  t^  >  <»,  somit  HJ  <  GH  w.  z.  b.  w. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Anwendung  dieser  Sätze  und  diese 
wird  nicht  schwer  fallen. 

Die  Fig.  16  ist  für  den  Fall  entworfen,  wenn  m>I  ist.  Ist 
ßO  der  einfallende  Strahl,  so  ist  BOA^^jit  der  Einfallswinkel 
und  G0E=z4f  der  Breehangswinkel ;  lässt  man  nun  den  Ein&ils- 
Winkel  um  (tc^  =  (ii  wachsen ,  indem  man  den  einfallenden  Strahl 
in  die  Lage  OC  bringt,  so  dass  BOC=  AOB  wird,  so  kommt 
der  gebrochene  Strahl  in  die  Lage  OH  und  es  hat  sich  somit  der 
Brechungswinkel  um  GOH  =:  g'  geändert. 

Die   Aenderung   q'   des  Brechungswinkels    muss    nun    fSr's 
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Erste  immer  kleiner  sein  als  die  Aeaderung  ft,  des  Einfallswin- 
Icels«  denn  es  wSre  der  Winicel  GOß  selbst  in  dem  Falle  kleiner 
als  BOC,  wenn  der  Bogen  GH  =  BC  wäre,  weil  vob  zwei  gleich 
grossen  Bugen«  die  in  verschiedenen  Kreisen  liegen^  demjenigen 
ein  kleinerer  Centri-Winkel  entspricht,  der  in  dem  grösseren  Kreise 
liegt.  Da  nun  aber  GH'^ßC  ist,  so  niuss  aus  diesem  Grunde 
der  Winkel  GOH  umsomehr  kleiner  sein  als  BOC. 

Da  nun  aber  der  Bogen  GH  auch  kleiner  ist  als  EG,  so 
moss   auch    der  Winkel  GOH  =  q'  kleiner  sein  als  GOE  =  p. 

Drehet  man  ferner  den  einfallenden  Strahl  in  die  Lage  0/>, 
wodurch  der  Einfallswinkel  wieder  um  COD  =  fi,  vergrossert 
wird,  so  kommt  der  gebrochene  Strahl  in  die  Lage  OJ  und  es 
wird  dadurch  der  Brechungswinkel  am  HOJ  ==  q"  vergrossert. 
Weil  nan  wieder  HJ^  GH,  so  muss  auch  q"  <  q'  sein. 

Die  Zunahme  des  Brechungswinkels  wird  daher  immer  kleiner, 
während  die  des  Einfallswinkels  immer  gleich  bleibt. 

Dieselbe  Fig.  16  gibt  uns  auch  eine  deutliche  Vorstellung, 
wie  gleichseitig  auch  der  Ablenkungswinkel  sich  ändert 

Fflr  den  Einfallswinkel  AOD  ist  nemlich  der  Ablenkungs- 
Winkel  =  JOD»  Dieser  Winkel  kann  aber  gemessen  werden 
durch  den  Bogen  JM.  Von  diesem  Bogen  wissen  wir  aber,  dass 
er  aus  den  Theilen  JUL=itiy  KL=zt^  und  JK=zt^  bestellet, 
wovon  jeder  folgende  grosser  ist  als  der  vorhergehende  und  de- 
ren jeder  einer  gleich  grossen  Aendernng  des  Einfallswinkels  ent- 
spricht Verbindet  man  daher  die  Punkte  M,  L,  K  mit  dem 
Centro  O,  so  werden  die  Winkel  MOL,  KOL,  JOK  u.s.  w.  die 
aufeinander  folgenden  Aenderungen  des  Ablenkungswinkels  vor- 
stellen und  diese  müssen  daher  ebenfalls  immer  grösser  und 
grosser  werden. 

Ist  die  Aenderung  des  Einfallswinkels  unendlich  klein,  so 
kann  man  den  Bogen  CD  und  ebenso  HJ  (Fig.  16)  als  gerade 
Linien  ansehen,  und  wenn  man  Hf  und  Cg  senkrecht  auf  die  Se- 
kante DJ  zieht,  so  hat  man : 

Hf=^HJ.co»JHf 
und 

Cg=  CD.coaDCg. 

Nun  ist  aber  der  Winkel  JHf=EOH—b,  weil  die  Schen- 
kel des  einen  senkrecht  stehen  auf  jenen  des  andern,  nnd  aus 
demselben  Grande  ist  auch  DCg  =  AOC^  o.    Man  bat  also: 
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Hf—HJ.eoBb, 

Cg=:  CD.eosa. 

Weil  nan  Hfsz  Cg,  so  ist: 

HJ.cosb  =  CD.eoaa, 
HJ  __  cosa 
CD  ""cos  6* 

Ferner  ist  HJ  =s,  ^Rg  and  CD  =  ^g^  f^enn  q  und  fi  die  An- 
sah! Grade  der  Bogen  HJ  and  CZ>  bedeuten  und  g  die  frühere 
Bedeutung  bat.    Demnach  ist: 


QRg cosa 

yiTg       cos  6* 


Aber  —  =  m,  somit: 


Q  cosa 

—  ,111  rs  .  9 

fk  COBÖ 

^_  fi    cosa 
^      m*co86' 

Diese  Formel  enthält  nun  das  Gesetz,  nach  dem  sich  der 
Brechungswinkel  ändert. 

Gehet  der  Einfallswinkel  a  in  a-f  (ü  und  der  Brechnegswinkel 
b  In  b  +  Q  über,  so  ist  die  Ablenkung: 

Hier  stellt  ^— ^  die  entsprechende  Aenderung  der  Ablenkung  vor, 
die  vorhin  mit  v  bezeichnet  wurde.    Es  ist  somit: 

v  =  f*— (^,    oder:    |*  =  v-f^. 

Substituirt    man    nun     filr    v    und     q    die    vorbin    gefundenen 

Werthe  und  setzt  der  Einfachheit  wegen  -^^sn,  so  erhält  man: 

—  1        f*    cosa 

'*  — '*'*cos6+mcos6' 

1 **      ,    cosa 

""  cosA  ■  incosö* 
fiin  =  — cosa-f-mcosft. 

je  r'  r' 

Und     da     m  =   —  und  n  =  -o  ^^^>  ^^  ■'S^  '^^  =  ""'   ^o  /  die* 

selbe  Bedeutung  hat,  wie  v  In  Fig.  6  und  r  den  einfallenden  Strahl 
vorstellt    Wir  haben  somit: 
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—  =  — Gosa-fmcoso. 

T  ' 

Diese  Gleicboog  kann  man  aoch  unmittelbar  aus  Fig.  5  er- 
halten, denn  es  ist  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  PBA 
nnd  POAi 

BP^si  AB.eosh  =s  m.AOnCOBb 
und 

BP-^OP  =  ü  =  ilO.(mco86— cosa), 
somit: 

■jT»  :=  —  =:  — cosa  -l-fficosö. 


§.  10.    Unter    welcher  Bedingung    bleibt    die  Richtung 
des  gebrochenen  Strahles  konstant? 

Die  Grosse  eines  Einfallswinkeis  wie  DAx  (Fig.  12)  kann 
auf  zwei  Arten  gefindert  werden,  entweder  durch  Drehung  des 
einfallenden  Strahles  DA  oder  des  Einfallslothes  Ax  um  den  Ein- 
fallspunkt A.  Die  Drehung  des  Einfallslothes  ist  natflrlich  äqui- 
▼alent  der  Drehung  der  Trennungsfiäche« 

Es  ist  in  Bezug  auf  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles 
nicht  gleichgiltig,  auf  welche  von  diesen  zwei  Arten  der  Einfalls- 
winkel geändert,  z.  B.  vergrossert  wird. 

Drehe  ich  den  einfallenden  Strahl  DA  schraubeniinks,  wSh- 
rend  das  Einfallsioth  in  seiner  Lage  verbleibt,  so  wird  dadurch 
auch  der  gebrochene  Strahl  schraubenlinks  gedrehet.  Das  bedarf 
keiner  weiteren  Erläuterung. 

Bringe  ich  aber  das  Einfallsioth  aus  der  Lage  xtf  in  die  Lage 
^V»  ^ftbrend  wieder  der  einfallende  Strahl  DA  seine  Richtung 
beibehält,  so  wird  dadurch  der  ursprungliche  Einfallswinkel  DAx 
um  xAa/  =  q  vergrOssert ;  wOrde  nun  bei  dieser  Drehung  des 
Einfallslothes  der  gebrochene  Strahl,  als  welchen  wir  AE  annehmen 
wollen«  In  seiner  Lage  verbleiben,  so  würde  der  anfängliche  Bre- 
chungswinkel yAE  um  yAy'  =  q  vergr5ssert,  also  um  ebensoviel, 
wie  der  Einfallswinkel.  Nun  wissen  wir  aber,  dass  die  Aende- 
mng  des  Brechungswinkels  weniger  betragen  mfisse,  als  jene  des 
Einfallswinkels.  Es  rouss  also  der  gebrochene  Strahl  aus  der 
Lage  AE  näher  an  das  Einfallsioth  rücken,  indem  er  etwa  die 
Lage  AB  annimmt.  Weil  der  anfängliche  Brechungswinkel  yAE 
durch  Drehung  des  Einfallslothes  auf  seiner  linken  Seite  um  etwas 
zu  viel  vergrossert  wurde,  so  muss  er  auf  seiner  rechten  Seite 
wieder  eine   entsprechende  Verminderung  um  den  Winkel  BAE 


Digitized  by  VjOOQ IC 


46  Kndelha:    Die  Gesetze  der  Lichtbrechung. 

erleiden.  Daraus  gehet  aber  hervor ,  dass,  wenn  das  Einfallsloth 
echraubenrechts  gedrehet  wird,  auch  der  gebrocheoe  Strahl  in 
demselben  Sinne  gedrehet  werde. 

Werden  also  der  einfallende  Strahl  und  das  Einfallsloth 
gleichzeitig  nach  entgegengesetzten  Richtungen  gedreht»  so  kann 
bei  einem  gewissen  Verhältnisse  dieser  Drehungen  ihre  Wirkung 
auf  den  gebrochenen  Strahl  sich  aufheben  und  dieser  wird  somit 
seine  anfängliche  Lage  unverrückt  beibehalten.  So  wurde  oben 
der  gebrochene  Strahl  AE  durch  Drehung  des  EiufaJIslothes  in 
die  Lage  AB  gebracht;  er  kann  nun  in  die  Lage  AE  wieder  zu- 
rück versetz)  werden,  wenn  der  einfallende  Strahl  DA  etwa  in 
die  Luge  CA  gedrehet  wird. 

Behält  nun  aber  der  gebrochene  Strahl  unverrfickt  seine  Rich- 
tung bei,  so  wird  durch  den  Drebungswinkel  q  des  Einfallslothes 
offenbar  blos  der  Brechungswinkel,  und  durch  den  Drehungswinkel 
ft  des  einfallenden  Strahles  wird  ebenso  blos  die  Ablenkung 
geändert 

Das  Gesagte   lässt  sich  auch  im  Sinne  der  Fig.  6  erläutern. 

In  dieser  Figur  wurde  der  auffallende  Strahl  OA  in  die  Lage  CA 
gedrehet  und  so  kam  der  gebrochene  aus  der  anfänglichen  Lage 
AB  in  die  Lage  AD.  Wenn  wir  nun  die  Trennungsfläche  mn  in 
die  Lage  m!n'  bringen,  so  dass  die  Verbindungslinie  BCX,m!n' 
steht,  80  ist  dadurch  der  gebrochene  Strahl  wieder  in  die  Lage 
AB  zurfick  versetzt. 

Der  anßingliche  Ablenkungswinkel  war  =  BAO,  jetzt  ist  er 
:=  BAC;  er  ist  also  um  OAC  grosser;  aber  OAC  ist  der  Win» 
kel,  um  welchen  der  einfallende  Strafal  gedrehet  wurde.  Ferner 
ist  OßC  der  Winkel,  um  welchen  der  Brechungswinkel  zugenom- 
men hat  und  es  Ist  OBC=znAn',  d.  h.  gleich  dem  Winkel,  um 
welchen  die  Trennungsfläche  oder  das  Einfallsloth  gedrehet  wurde. 

Bei  der  Brechung  vom  Einfallslothe  verhält  es  sich  anders.  Da 
nuss  bei  koi^stant  bleibender  Richtung  des  gebrochenen  Strahles 
der  einfallende  in  demselben  Sinne  gedrehet  werden,  wie  das 
Einfallsloth.  Denn  wenn  jetzt  CA  (Fig.  6)  den  gebrochenen  Strahl 
vorstellt  und  DA  den  einfallenden,  so  befindet  sich  der  letztere 
mit  dem  Einfallslothe  Ax  auf  der  nemlichen,  hier  linken  Seite  des 
gebrochenen  Strahles;  während  sie  bei  der  Brechung  zum  Eio» 
fallslothe  auf  entgegengesetzten  Selten  des  gebrochenen  Strahles 
lagen.  Drehet  man  demnach  die  Trennungsfläche  mn  scbrauben- 
llnks  In  die  Lage  m'n',  so  wird  auch  das  Einfallsloth  Ax  am 
gleichtriei  schranbenlinks  gedrehet  Ziehet  man  nun  durch 
den  Endpunkt  C  des  gebrochenen  Strahles   die  BC±m'n'   and 
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Fwbindet  dann  B  d.  i.  deo  Punkt,  wo  jene  Senkrechte  die  Periferie 
des  grosseren  Kreises  schneidet^  mit  A^  so  gibt  BÄ  die  RichtiiBg 
aoy  welche  der  einfallende  Strahl  bei  der  neuen  Lage  mV  der  Tren- 
nungsfläche haben  muss,  wenn  der  gebrochene  seine  ursprfingliche 
Lage  CA  beibehSIt.  Da  nun  der  einfallende  Strahl  Anfangs  die 
Lage  DA  hatte,  so  rouss  er  offenbar  scbranbenlinks,  also  in  dem- 
selben Sinne,  wie  das  Einfallsloth  gedrehet  werden,  um  in  die  neue 
Lage  BA  lo  gelangen. 

{.  IL  Das  Verhältniss  des  Brechungs-  zum  Ablenkungs- 
winkel ändert  sieh  mit  dem  Brechungs-Exponenten  m. 

Wir  wissen,  dass  der  gebrochene  Strahl  bei  konstanter  Rieh* 
tuog  erhalten  wird,  wenn  man  sowohl  den  einfallenden  Strahl  als 
auch  die  Trennungsfläche  nach  entgegengesetzten  Hichtungeii 
drehet  Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  entgegengesetzten  Drehun- 
gen gleich  viel  betragen  oder  nicht. 

Beschreiben  wir  demnach  aus  dem  Punkte  A  (Fig.  17)  der 
Trennungsfläehe  zwei  Kreise,  den  einen  mit  dem  Halbmesser 
^=A0,    den    andern   mit   dem  Halbmesser    =  AB    und    es  sei 

AB 

OA  =  -^  ff    so   dass   also  O   der  Halbirungspunkt  von  AB  ist. 

Durch  diesen  Punkt  O  ziehe  man  uw±AB;  es  ist  "dann  tiio  eine 
Tangente  des  kleineren  Kreises. 

AB 

Wird  nun  m  =  -jr^  =  ^  angenommen  und  stellt  OA  den  ein- 
fallenden Strahl  vor,  der  die  Trennungsfläche  mn  senkrecht  trifft, 
so  wird  der  gebrochene  Strahl  AB  ebenfalls  senkrecht  auf  mn 
stehen.  Bringt  man  hierauf  den  einfallenden  Strahl  in  die  Lage. 
AC,  so  muss  man  die  Trennungsfläche,  damit  der  gebrochene  AB 
unverrückt  bleibe»  in  die  Lage  m'n'  bringen,  so  dass  BC±m'n' 
sei.  Alsdann  ist  der  Brechungswinkel  =  OBC  und  der  Ab- 
lenkungswinkel =r  OAC.  Da  aber  BC>  AC  ist,  so  wird 
OAC>  OBC  sein. 

Wenn  also  iii=2  ist,  wird  stets  der  Ablenkungswinkel  grosser 
sdn,  als  der  Brechungswinkel  oder,  wa^  dasselbe  ist,  ich  muss 
den  einfallenden  Strahl  um  einen  grSsseren  Winkel  drehen,  als 
die  Trennungsfläche,  damit  der  gebrochene  unverrückt  bleibe. 
Das  wird  um  so  mehr  der  Fall  sein,  wenn  ifi>2  ist,  in  welchem 
Falle  die  uw  den  kleineren  Kreis  nicht  mehr  berühren  wird. 

Beschreibt  man  hierauf  fiber  AB  als  Durchmesser  einen  Halb- 
kreis, der  die  uw  in  D  schneidet,  so  wird  das  Dreieck  BDA 
Dicht  nur  rechtwinklig,  sondern  auch  gleichschenklig  sein. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


48  Kudelha:    Die  Gesetze  der  Uchtbrechunp. 

Beschreiben  wir  ferner  ancli  mit  AD  einen  Kreis  am  den 
Mittelpiibkt  A^  so  wird  dieser  Kreis  in  dem  Punicte  D  von  der 
Verbindungslinie  BD  tangiret    Wir  haben  es  jetzt  mit  einem  Stoffe 

BÄ 
zn  thun»  dessen  Brechungs- Exponent  m  =  ^-^  >^^-  ^'^  Rich- 
tung des  einfallenden  Strahles  Ist  AD\  da  aber  BD±AD  stehet, 
80  gibt  AD  auch  die  Lage  der  Trennungsfläche  an.  Wir  haben 
also  den  Fall,  wo  der  Einfallswinkel  =90^  ist,  denn  es  ist  ja 
dieser  Winkel  mit  ADB  supplementär.  Da  nun  BD  =  AD  ist, 
so  ist  auch  der  Brechungswinkel  OBD  =  dem  Ablenkungswin- 
kel  OAD. 

Ist  der  Einfallswinkel  <90^«  wenn  z.  B.  der  einfallende  Strahl 
die  Lage  AF  bat,  so  wird  in  dem  Dreiecke  BFA  die  Seite 
BF'^AF,  somit  der  Ablenkungswinkel    OAF  schon  kleiner  als 

BA 

der  Brechungswinkel    OBF.    Der  Brechungs  -  Exponent  fn=7;j 

stellt  daber  wiederum  einen  Grenzwerth  vor,  welchen  man  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABD  ausmitteln  kann,  denn  es  ist: 

ÄS^z=iÄD^+BD*, 
Ä&=z2.ÄD^=2.AE^, 
m*.AE*  =  2.ÄE\ 
m«  =  2, 

m  =  V2. 

Für  solche. Stoffe  also,  deren  Brechungs  Exponent  <V2  ist, 
wird  der  Brechungswinkel  stets  grosser  sein  als  der  Ablenkungs- 
winkel oder,  was  dasselbe  ist,  man  wird  bei  konstanter  Richtung 
des  gebrochenen  Strahles  die  Trennungsfläche  um  einen  grOsae- 
reo  Winkel  zu  drehen  haben  als  den  einfallenden  Strahl. 

Für  Stoffe,  deren  Brechungs -Exponent  zwischen  ffi  =  2  und 
m  =  V2  liegt,  wird,  wenn  man  den  Einfallswinkel,  von  Nnll  an- 
gefangen, wachsen  lässt,  Anfangs  der  Brechungswinkel  grosser 
sein  als  der  Ablenkungswinkel;  bei  einem  gewissen  Einfallswin- 
kel werden  beide  gleich  sein  und  über  diese  Grenze  hinaus  wird 
der  erstere  kleiner  sein  als  der  letztere.    Denn  man  setze  den 

Brechungs-Exponenten  ^^  rrn*  ^^  AH'^OA  und  <£Jil  ist  und 

beschreibe  mit  AH  einen  Kreis  um  A,  so  schneidet  dieser  die 
uw  in  r.  Verbindet  man  nun  irgend  einen  Punkt  G  des  Bogens 
J3r,  der  ganz  oberhalb  tno  liegt,  mit  B  und  A,  so  wird  in  dem 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Kudeiko:    Die  Geseire  der  Uckt^echun§.  49 

00  enfslebenden  Dreiecke  BGA  die  Seite  BG  stets  <AG,  biemit 
auch  der  WInicel  ABG>BAG  sein. 

Hat  aber  der  einfallende  Strahl  die  Richtung  Ar,  so  wird 
der  Brecfiun^swinicei  bereits  gleicb  sein  dem  Ablenkungswinkel^ 
denn  in  dem  Dreiecke  ArB  ist  bereits  Ar  =  Br. 

Drehet  man  non  aber  weiter  den  einfallenden  Strahl  In  die 
Lage  As,  so  dass  der  Ponkt  $  bereits  anterbalb  uw  liegt»  so  wird 
stets  io  dem  Dreiecke  AB$  die  Bs^As,  biemit  auch  Winkel 
BA$>ABi  sein. 

In  §.  8.  wurde  aus  Mfiller's  Lehrbuch  der  Physik  eine  Reibe 
von  Ablenkungswinkeln  angefahrt,  fflr  einen  Stoff,  dessen  Bre- 
chungs- Exponent  m = 1 . 6  ist.  Dieser  liegt  zwischen  V2  =  1 .  414213 
und  2;  aber  er  kommt  der  V2  sehr  nahe.  Wiewohl  nun  die  in 
$.  8.  angeffihrten  Ablenkungswinkel  sSmmtlich  kleiner  sind  als  die 
entsprechenden  Brechungswinkel^  so  muss  es  doch  bei  diesem 
Brechungs-Ezponenten  auch  Ablenkungswinkel  geben,  die  grOseer 
sind  als  die  entsprechenden  Brechungswinkel.  In  der  That^  setzt 
man  ö  =  4F30',  so  ist  a  ^  83<>43S  somit  a— 6  =  42«  12,  und  es 
ist  demnach  a — 6>A. 

Setzt  man  den  Ablenkungswinkel  r=  <{,  so  hat  man,  da  stets 
a-zzib-^^d  ist: 

_sinasin(6-f  <0 
""sin  6"^      sinA 

und  für  den  Fall,  wo  6  ==  il  wird: 

sin  26      2  sin  A  cos  A 


m  = 


sin  6  slo  b 


m=:2cos6,   oder    co86  =  -ä- 

Diese  letzte  Gleichung  drflckt  demnach  die  Bedingung  aus, 
unter  welcher  der  Brechungs-  und  Ablenkungswinkel  einander 
gleich  werden.  Dem  Gesagten  zu  Folge  zerfallen  alle  Stoffe  in 
drei  Kathegorien :  Erstens  stark  brechende,  wenn  m'^'l\  zweitens 
schwach  brechende,^  wenn  m  <  V2,  und  drittens  Stoffe  von  mitt- 
lerem BrechungsTerroogen,  wenn  m  zwischen  V2  und  '2  liegt. 

Derjenige  Wertb  von  «,  bei  welchem  A  =  d  wird,  hSngt  innig 
mit  dem  Brechungs-Exponenten  zusammen  und  er  ändert  sich,  wenn 
sich  dieser  ändert.  Wir  wollen  ihn  desshalb  den  Exponential« 
winke!  nennen.    Er  ist  desto  kleiner,  je  grosser  m  ist. 

Th«il  L.  4 
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Diese  ganze  Betrachtung  Iftsat  sich  mit  Hilfe  des  Carnot'sehen 
Lehrsatzes  auch  allgemein  und  zwar  auf  folgende  Art  durchfflhren. 

Es  sei  in  dem  Dreiecke  BFA  (Fig.  17)  der  Kflrze  wegen: 

AB  —  R,    AF=r  und  BF^v. 

Man  hat  demnach: 

ÄE^  =  ÄF*  +  ÄF*  -  2AF.  BFeoB  BFA , 
Ä«  =  r«  +  ©«— 2!)r  cos  BFA , 

ond  da  BFA  mit  a  supplementär  ist: 

ß*  =  r*  +  ©•  +2i;rcosa; 

weil  ferner  R^mr  ist,  so  folgt : 

mV  =  r*  +  c*+2wcosa, 

(»?•— l)r*-e* 
«ö««  = ^ 

FOhrt  man  in  diese  Gleichung  die  Bedingung  ein,  dass  der 
Ablenkungswinkel  =  dem  Brechungswinkel  sei,  so  muss  man 
«  =  r  setzen.    Man  bekommt  alsdann : 

m«— 2      m«     , 
cosa  =  — ^j —  =  ^-1. 

Ffir  m  =  2    Ist    cosa  =  l,    somit    a=:0; 

und  für    m  =V2  ist    cosa  =  0,    somit    a  =  90^^ 

Ist  fft  <  V2,  somit  m*<2,  so  wird  cosa  negativ,  also  a>  90^, 
was  nicht  mehr  statthaft  ist,  da  der  Einfallswinkel  nicht  grOsser 
als  90^  sein  kann ;  setzt  man  ferner  ffir  m  Werthe  ein,  die  grosser 
sind  als  2,  so  wird  cosa  imaginfir. 

Aus  derselben  Formel  folgt  auch  von  selbst,  dass  der  Expo- 
Den tial Winkel  a  Im  Allgemeinen  desto  kleiner  wird,  je  grosser  m 
genommen  wird. 

m* 
Es  Ifisst  sich  fibrigens  die  Bedingung:  0080  =  -^"^  1     auch 

auf  die  frfiher  erhaltene:  cos 6  =  0  zurückführen,  wie  aus  Folgen- 
dem erhellet: 

m«— 2 
cosa  =  — s — * 
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Vl-.8in«a  =  - 


2     ' 


und  da  m  =  -T— iS 
8in6 


V  l-m*(l-cos«Ä)  =  ^^^^. 


Aomit: 


cos  6  =  "5  • 


{.  12.     Bill    geometrischer  Satz,    der    eine    vielseitige 
Anwendung  zu  versprechen  scheint. 

In  dem  Dreiecke  OCD  (Flg.  )8)  sei  AB\\  CD\  man  errichte 
über  AB  als  Grundlinie  ein  beliebiges  Dreieck  ABE,  ziehe  dann 
durch  C  die  CF\\AE  und  durch  D  die  Z>F  ||  £  JE;;  so  ist  das 
Dreieck  CDFo^ABE.    Wir  haben  daher: 

ABiCD^AExCF 

und 

daher: 

OA:OC=AE:CF. 

In  den  Dreiecken  Oil£  und  OCF  sind  daher  zwei  Seiten  des 
etoen  proportionirt  zu  zwei  Seiten  des  andern  und  die  von  diesen 
Seiten  eingeschlossenen  Winkel  sind  gleich;  GAE  =  OCF.  Es 
sind  daher  diese  Dreiecke  ähnlich  und  es  rauss  Winkel  AOE=COF 
sein«  Wenn  aber  diess,  so  muss  die  Seite  OE  mit  OF  zusam» 
menfallen.  Wenn  Ich  daher  O  mit  E  verbinde^  so  muss  diese 
Verbindungslinie  auch  durch  F  gehen. 

Das  ist  der  Satz  und  nun  ein  paar  Anwendungen. 

Der  leuchtende  Punkt  O  (Fig.  19)  habe  die  Entfernung  OR 
von  der  Trennungsfläche  mn  zweier  Medien.  Die  Brechung  ge* 
schehe  zum  Einfallslothe.  Denkt  man  nich  zwei  aulTallende  Strah- 
len OA  und  OBj  so  mögen  AE  und  BF  ihre  respektiven  ge- 
brochenen sowohl  der  Richtung  als  Grusse  nach  darstellen.  Diese 
gebrochenen  Strahlen  hinreichend  verlängert  schneiden  sich  in 
dem  Punkte  M. 
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Nun  wollen  wir  die  TrennnngsflSche  ans  der  Lage  mn  in  die 
parallele  Lage  pl  versetzen.  Dadurch  werden  die  einfallenden 
Strahlen  eine  entsprechende  Verlängerung  erfahren.  OA  geht 
über  in  OJ  und  OB  in  OK.  Dm  nun  die  gebrochenen  Strahlen, 
die  diesen  verlängerten  einfallenden  entsprechen ,  zu  erhalten^ 
muss  man  durch  J  die  JG\\AE  und  durch  K  die  KU\\BF 
ziehen.  Alsdann  sind  JG  und  KH  die  gesuchten  gebrochenen 
Strahlen,  welche  hinreichend  verlängert  sieh  in  N  schneiden« 

Nun  ist  aber  in  dem  Dreiecke  OJK  die  AB\\JK\  ferner  ist 
das  Dreieck  AMBojJNK»  weil  die  Seiten  des  einen  parallel 
sind  zu  den  Seiten  des  anderen.  Wenn  man  daher  den  leuch- 
tenden Punkt  O  mit  dem  Scheitel  M  des  einen  Dreiecks  ver- 
bindet, so  muss  diese  Verbindungslinie  auch  durch  den  Scheitel 
N  des  anderen  Dreieckes  gehen. 

Daraus  gehet  hervor,  dass,  wenn  man  die  Trennungsfläcbe 
parallel  zu  sich,*  von  dem  leuchtenden  Punkte  immer  mehr  und 
mehr  entfernt,  der  Durcbschnittspunkt  üf  zweier  gebrochenen, 
auf  die  nemlichen  einfallenden  zu  beziehenden  Strahlen,  stets  in 
der  nemlichen  durch  O  gezogenen  Geraden  vorrGcke« 

Ferner  sind  auch  die  Dreiecke  MEF  und  NGH  ähnlich  nnd 
da  das  Dreieck  NGH'^UEF  ist,  so  ist  auch  GH>EF.  Wir 
sehen  somit,  dass  der  Abstand  zweier  Durchschnittspunkte  In  der 
Normalen,  welche  sich  auf  die  nemlichen  einfallenden  Strahlen 
bezieben,  desto  grosser  ausfällt,  je  weiter  die  Trennungsfläcbe 
von  dem  leuchtenden  Punkte  entfernt  wird. 

Es  sei  wiederum  (Fig.  20)  in  H  ein  leuchtender  Punkt,  der 
die  Strahlen  JBA  und  JBB  auf  die  Trennungsfläche  pq  sendet» 
Geschieht  die  Brechung  zum  Einfallslothe,  so  seien  AG  and  JBJ 
die  entsprechenden  gebrochenen  Strahlen,  die  verlängert  sich  in 
F  schneiden.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  Richtungen  dieser 
gebrochenen  Strahlen  seien  fix  und  es  sei  uns  bloss  gestattet, 
ihre  Grössen  abzuändern,  was  dadurch  geschieht,  indem  man  die 
Trennungsfläche  pg  In  verschiedene  andere,  jedoch  parallele  La- 
gen bringt.  Bringen  wir  demnach  die  Trennungsfläche  in  die 
Lage  mn,  so  werden  hiedurch  gedachte  Strahlen  verkörzt.  Ihre 
Längen  sind  jetzt  CG  und  DJ.  Es  entsteht  jetzt  die  Frage» 
welches  die  einfallenden  Strahlen  seien,  die  diesen  verkfirzten 
gebrochenen  entsprechen?  Man  findet  sie  einfach  so,  wenn  man 
von  C  die  Cb\\AH  und  von  D  die  Da\\HB  ziehet.  Es  sind 
dann  bC  und  aD  die  gesuchten  einbllenden  Strahlen,  welche 
verlängert  sich  in  E  schneiden.    Dieser  Punkt  £  liegt  links  von 
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der  Normalen,  denn  er  mass  ja   bekanntlich  in  die  Gerade  FH 
fallen,  welche  den  1)urGhschnittepunkt  F  mit  H  verbindet 

Einen  anderen  Fall  der  Anwendung  bietet  die  Fig.  21.  Von 
dem  leuchtenden  Punkte  O  fallen  z^^ei  Strahlen  OD  und  OE 
auf  ein  von  parallelen  Ebenen  ntn  und  pq  begrenztes  Medium  und 
geben  die  gebrochenen  DM  und  EN  an  der  Eintritttififtche;  ver> 
längert  man  diese  bia  zur  AuHtritt^fläche,  so  daas  sie  die  Grossen 
SAK  und  iVL  erhalten,  ko  liefern  sie  in  Folge  der  Brechung  ao 
dieser  letzteren  Flficlie  wiederum  die  gebrochenen  Strahlen  VK 
und  FL,  von  denen  VK\\  OD  und  FL||  OE  ist.  Verbindet  man 
nun  den  Punkt  a,  wo  sich  die  an  der  EintrittsflKche  gebroche- 
nen Strahlen  schneiden,  mit  dem  leuchtenden  Punkte  O,  so  muss 
diese  Verbindungslinie  aO  auch  durch  den  Punkt  ß  hindurchge- 
hen, wo  sich  die  an  der  Austrittsfläche  gebrochenen  sehneiden. 

Auch  die  bekannte  Erscheinung,  die  ein  in  Wasser  getauchter 
Stab  darbietet,  lässt  sich  hier  subsumiren.  AE  (Fig.  22)  stellt 
einen  solchen  Stab  vor,  der  schief  gegen  die  Oberfläche  mn  des 
Wassers  gehalten  wird  und  mit  dem  Tbeile  AB  aus  demselben 
heransragt.  Man  siehe  von  den  Punkten  C»  D  und  E  des  ein- 
getauchten Theiles  die  zu  einander  parallelen  Strahlen  CF,  DG 
und  EU.  Diese  werden  an  der  Trennungsfläche  mn  gebrochen 
und  treten  in  den  ebenfalls  parallelen  Richtungen  FM,  GN  und 
HO  heraus.  Fällt  man  hierauf  von  den  Punkten  C,  D  und  E 
Senkrechte  auf  die  Trennungsfläche  mn,  so  werden  diese  von  den 
austretenden  Strahlen,  sobald  man  selbe  verlängert,  hintereinander 
in  J,  üf,  L  geschnitten  und  diese  Durchschnittsponkte  sind  die 
Orte,  mn  welchen  das  Auge  die  Punkte  C,  D  und  E  des  einge- 
tauchten Theiles  sehen  würde,  wenn  es  nacheinander  jeden  der 
austretenden  Strahlen  aufnähme.  In  diesem  Falle  liegen  aber  die 
Punkte  L,  K  und  J  in  Folge  des  an  der  Spitze  dieses  §.  bewie- 
senen Satzes  in  einer  durch  den  Punkt  B  gehenden  Geraden. 

Würde  also  das  Auge  gleichzeitig  alle  parallel  austretenden 
Strahlen  aufnehmen  können,  so  mfisste  ihm  der  eingetauchte 
Theil  des  Stabes  gerade  erscheinen.  Das  ist  nor  in  einem  Falle 
muglicb,  wenn  nemlich  das  Auge  knapp  oberhalb  des  herausra- 
geoden  Theiles  Aß  (Fig.  23)  sich  befindet  und  längs  desselben 
nach  dem  eingetauchten  hinschaut,  denn  da  werden  die  parallel 
austretenden  Strahlen  so  nahe  an  einander  gerückt  sein,  dass  sie 
den  Cylinder  ABhi  bilden,  der  so  dünn  ist,  dass  ihn  die  Pupille 
aufzunehmen  vermag.  In  allen  anderen  Lagen  des  Auges  muss 
der  eingetaoehte  Theil  EB  des  Stabes  gekrümmt  erscheinen  und 
zwar  wird  er  seine  konkave  Seite  der  Oberfläche  ntn  des  Was« 
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serA  ittwendeD,  weil  das  Auge  dann  die  eiozelneii  Paolcte  deasel* 
ben  Dar  mittelst  solcher  Strahlen  siebt,  die  gegen  dasselbe  kon« 
vergiren.  Man  wird  sich  von  dem  Gesagten  überzeugen,  wenn 
man  einen  etwas  längeren,  wenigstens  zwei  Schuh  langen  Stab 
zu  dem  Versuche  nimmt. 


§.  13.    Ein  zu  lösendes  Problem. 

Man  denke  sich  das  Medium,  in  welches  die  von  dem  leuch- 
tenden Punkte  O  (Fig.  20)  herkommenden  Strahlen  OC  und  OD 
eintreten^  hinsichtlich  seiner  materiellen  Beschaffenheit,  wie  durch 
Zauberei,  in  stetiger  Veränderung  begriffen,  so  dass  dadurch  der 
Brechungs- Exponent  (von  nt  =  1  angefangen)  in  den  Zustand 
stetigen  Wachsens  versetzt  wird.  Die  den  obigen  einfallenden 
Strahlen,  die  wir  als  unveränderlich  beibehalten,  entsprechenden 
gebrochenen  CG  und  DJ  werden  alsdann  immer  grösser  und 
grösser  und  es  wird  ihr  Durcbscboittspunkt  F  fortwährend  den 
Ort  verändern  und  somit  eine  gewisse  Bahn  beschreiben. 

Alles,  namentlich  eine,  wenngleich  nur  für  einige  wenige 
Werthe  des  Brechungs-Exponenten,  jedoch  mit  Genauigkeit  aus- 
geföhrte  Konstruktion  der  gebrochenen  Strahlen,  deutet  darauf  bin, 
dass  diese  Bahn  eine  Kurve  sei,  die  ihre  hohle  Seite  der  ver- 
längerten Normalen  KO  zuwendet. 

Es  ist  mir  jedoch  bis  jetzt  nicht  gelungen,  dieses  durch  die 
Rechnung  zu  beweisen.  Dass  ich  aber  dieses  Problem  jetzt 
schon,  obgleich  ungelöst,  in  die  Oeffentlichkeit  bringe,  dazu  be« 
stimmt  mich  die  ErvFägung,  dass  es  von  den  mathematischen 
Genien  der  Gegenwart,  die  so  Grosses  leisten,  früher,  leichter 
und  sicherer  gelöst  werden  dürfte,  als  ich  es  vermöchte. 

Dass  aber  dieses  Problem  von  hoher  Wichtigkeit  für  die  Optik 
sei,  erhellet  aus  folgendem  Beispiele. 

Man  stelle  sich  wieder  ein  von  parallelen  Ebenen  mn  und  pq 
(Fig.  20)  begrenztes  Medium  z.  B.  Glas  vor.  Die  Strahlen  OC 
und  OD,  (die  der  besseren  Cebersicht  wegen  in  der  Figur  nicht 
gezeichnet  wurden),  kommen  aus  der  Luft,  da  sich  der  leuchtende 
Punkt,  als  welchen  wir  O  annehmen,  in  Luft  befindet. 

Die  entsprechenden  gebrochenen  Strahlen  seien  CG  und  DJ, 
welche  verlängert  sich  in  F  schneiden. 

Diese  letzteren  Strahlen  sind  bekanntlich,  wenn  sie  gehörig  ver- 
längert werden,  für  die  Austrittsfläche  des  Mediums  als  einfaileikde  zu 
betrachten.    Je  nach  der  Dicke  des  Mediums,  das  sie  durch wiindern,- 
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u  ird  ihr#  Verläogerang  bald  mehr  bald  weniger  betragen.  Wir  können 
non  von  der  Brechong  an  der  ersten  Fläche  auch  ganz  absehen, 
können  ans  mueh  die  durch  die  letztere  Brechung  erhaltenen  Strahlen 
ihrer  ganzen  Länge  nach,  d:  i.  bis  zu  den  Durchschnittspunkten 
G  und  J,  in  der  Glasmasse  liegend  denken.  Wir  werden  es  jetzt 
bloss  mit  der  Austrittsfläche  des  Mediums  zu  thun  haben,  unterhalb 
welcher  sich  aber  nicht  Luft,  sondern  Irgend  ein  anderer  Stoff, 
den  wir  mit  T  benennen  wollen,  befindet,  der  aber  das  Licht 
etwas  weniger  stark  bricht,  als  Glas.  An  der  zweiten  Fläche  des 
Mediums  werden  also  genannte  Strahlen  aus  dem  Glase  in  diesen 
Stoff  T  einzutreten  haben. 

Denkt  man  sich  das  Glasmedium  zuerst  unendlich  dünn,  so 
ist  es  gerade  so,  als  wfirden  die  Strahlen  OC  und  OD  direkt 
aus  der  Luft  in  das  Medium  T  eintreten.  Wir  werden  somit  die 
durch  Brechung  in  diesem  Medium  T  sich  ergehenden,  gebroche- 
nen Strahlen  ganz  auf  die  bekannte  Weise  konstruiren.  Da  der 
ßrechungs-Exponent  de««  Stoffes  T  kleiner  angenommen  wurde, 
als  jener  des  Glases,  so  werden  die  auf  den  ersteren  sich  beziehen- 
den gebrochenen  Strahlen  auch  entsprechend  kleiner  sein.  Sie 
seien  Cb  und  Da\  verlängert  schneiden  sie  sich  in  E.  Verbindet 
man  nun  diesen  Punkt  E  mit  F  und  verlängert  diese  Verbin- 
dungslinie nach  abwärts,  so  wird  dadurch  die  Normale  in  H  ge- 
schnitten. Die  Verbindungslinie  EF  kann  nicht  durch  O  gehen, 
denn  gemäss  der  an  der  Spitzb  dieses  §.  stehenden  Erörterung 
liegen  die  Punkte  O,  E  und  F  in  einer  Kurve.  Von  diesem 
Pankte  H  wollen  wir  nun  die  UB\\ED  ziehen,  welche  den  ver- 
längerten  Strahl  JD  in  B  durchschneidet  und  ebenso  die  HA  \\  EC, 
wodurch  die  Verlängerung  des  anderen  Strahles  GC  in  A  ge- 
schnitten wird.  Die  Punkte  A  und  B  liegen  nothwendig  in  einer 
SU  mn  parallelen  Geraden  pq,  denn  es  ist  ja: 

ÜFiEFzuBFiDF 

and 

HF'.EF^  AF'.CF, 
somit  auch: 

BFiDF^AFiCF. 

Da  also  in  dem  Dreiecke  AFB  die  Seiten  durch   die  Gerade  mn 
proporttonirt  geschnitten  werden,  so  Ist  sie  parallel  zu  pq. 

Wird  demnach  pq  als  Austrittsfläche  des  Glasmediums  ge>» 
nommen,  dessen  Dicke  =  ATL,  so  stellen  AH  und  BH  die 
Grusseo  und  auch  die  Richtungen  der  an  dieser  Fläche  heim 
Aastritte  aus  dem  Glase  In  das  Medium  T  gebrochenen  Strahlen 
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Tor.  Aber  nicht  nur  diese  swei»  sondern  aoch  alle  anderen  aus- 
tretenden Strahlen  werden  sich  in  dem  nemlichen  Punkte  H 
schneiden,  so  dass  also  ein  innerhalb  des  Mediums  T  sich  l>efin- 
dendes  Auge  den  leuchtenden  Punkt  auch  nur  als  einfachen 
Punkt  in  H  erblickt.  Die  Dicke  des  Glasmediums  wird  sich  zu 
diesem  Behufe  naturlich  nach  dem  Brechungs-Exponenten  Ton  T 
richten.  Je  schwächer  T  das  Licht  bricht,  desto  kleiner  wird  KL 
sein  müssen  und  wenn  der  Brechungs-Exponent  von  T  jenem  der 
Luft  gleichkommt,  muss  KL  unendlich  klein  genommen  werden. 

Wiewohl  nun  dieser  Beweis,  was  seine  Durchfflhrungsweise 
anbelangt,  mit  allem  Vorhergehenden  im  Einklänge  stehet,  so 
kommt  mir  doch  das  erhaltene  Resultat  so  merkwürdig  oder 
eigentlich  sonderbar  vor,  dass  ich  gewünscht  hätte,  es  durch 
einen  Versuch  stützen  zu  können.  Allein  einen  solchen  Versuch 
herzustellen,  dürfte  schwer  fallen. 


IV. 

Sur  le  mouTemcnt  rectiligne  d*une  mol^cule,  soumise  k 
une  force  attractive  ou  r^palsive,  qui  est  ane  fonction 
algebrique  rationnelle  et  enti^re  de  la  distance  d*UQ 

centre  fixe 

|iar 

Monsieur  C.  F.  JE.  Björling  jun., 
Lector  k  l'^oole  auperieare  de  Hnliuatad  eo  Saöde. 


(Figuree  v.  Tab   V.) 


Nous  di^signons  par  x  la  distance  de  la  molöcule  au  centre 
fixe,  par  t  le  temps  et  par  f(x)  une  fonction  algebrique,  rationnelle 
et  enti^re.    L'equation  fondamentaie  devient  aiors: 
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qai  donne  par  une  preml^re  Integration: 
(2) . . .  (5^)*  =  ^f'Kz)dx+  r*  =  fKx)-F{i)  +  F«, 

81  DOiia  d^^signona  par  fXx)  la  fonction  primitive  de  if(:c),  par  t 
rabacisse  toitiale  de  la  mol^cale  et  par  V  sa  viteaae  initiale. 
Poar  troaver  la  relation  entre  d?  et  ^  II  faut  ausal  effectuer  la 
qaadrature : 

dx 


(^> /■ 


VF(:r)-F(i)+  F«' 

ce  qui  ne  peut  ae  faire  g^ntfralenient  en  des  termee  finia,  qaand 
le  degrtf  de  /Xa)  aurpaaae  I. 

La  vitease  de  la  moltfcale  ae  peut  au  contraire  toujoors  ex- 
prlmer  en  foDCtIoo  finle  de  x  mcyennant  l'^qu.  (2),  qui  doune: 

Mala  U  reste  encore  des  difficult^s,  qui  proriennent  sortout 
de  la  circonatanGe  qu'il  ezlste  presque  toujours  uue  infinite  de 
Taleurs  du  radical  qui  neregardent  poInt  la  question  dynamique. 
Ainsi  par  exemplc  le  radical  tend  souvent  ä^rinfinl  avec  j?,  tandis 
que  la  vitesse  et  la  distance  du  mobile  ne  surpassent  pas  des 
bornea  finies. 

Ces  difficult^s  s'agrandissent  conaid^rabiementy  sl  Ton  veut 
g^n^raliaer  le  probl^me  et  cbercber  les  esp^cea  de  mouvement 
qui  eorr^apondent  ä  des  cireonstances  Initiales  diverses. 

II  m'a  donc  sembM  de  quelque  \nt6M  de  trouver  une  mtfthode 
g^nörale  pour  faciliter  le  traitement  des  questlons  de  ce  genre. 


Dana  le  Tome  XLVIIi  No.  XXVIIl.  p.  363.  de  ce  Journal  jVi 
employ^  nne  construction  gtfom^trique  tr^s-simple  pour  trouver 
les  conditlons  de  la  r^alit^  des  racines  d'^quations  algtfbrlquea,  et 
j'y  ai  montrd  que  pour  däcouvrtr  i'eaptee  dea  racinea  d'une  öqua- 
tioo  doon^  U  auflit  de  connattre  lea  valeura  des  racinea  röellea 
de  r^quation  dMvie. 
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Je  vais  maintenant  employer  des  constructions  analogoes  poor 
la  rödolution  du  probl^me  ci  dessus  proposö,  et  je  montrerai  que 
poor  trouver  l'espöce  de  mouvement  de  la  inolöcule  il  sufBt  de 
connaitre  le«  valeurs  des  racines  reelles  de  Töqa.  fix)  =  0. 

Consid^roDs  les  trols  coorbes  qui  reprösentent 'eo  des  ooor- 
donDÖs  cart^siennes  rectangolaires  les  trois  tfqaations: 

X  tftant  pris  pour  abscisse»  et  z,  17,  y  poar  ordoimtfes.  Nous  les 
appellons  respectivement  courbe  de  force,  courbe  aaxiliaire 
et  courbe  de  vitesse,  ou  siniplement,  courbe  9,  c.  fi\  et  c.  ^. 

En  faisant  coTnclder  les  axes  verticaux  des  trois  syst^roes, 
on  parcourt  d'un  seul  coup  d'oell  les  valeurs  des  trois  ordonn^es 
qui  corröspondeot  ä  une  möiue  abscisse. 

Les  deux  premi^res  courbes  sont  continues,  elles  s'^tendent 
infiniment  ^  gauche  et  k  droite  et  soot  coup^es  dans  un  seul  point 
par  cbaque  droite  verticale.  Elles  ne  poss^dent  donc  aucune 
taogente  Terticale,  ni  d'autres  singoiarit^s  que  des  inflexions  et 
en  ^^ntfral  des  cootacts  d'ordre  sup^rleur  avec  des  droites. 

La  fonction  s  ötant  d^termia^c,  la  forme  de  la  courbe  auxi- 
liaire  Testaussi.  Car  %  est  la  d^riveo  de  %  divisöe  par  2;  et  en 
augmentaiit  ou  diniinuant  la  constante»  ajout^e  ^  Tiut^gration«  on 
ne  fait  que  transporter  Taxe  des  x  de  la  courbe  17  en  bas  00  en 
haut  parall^lement  ä  lui-meme. 

La  troisi^nie  courbe  ne  ressemble  point  aux  deux  pr^cedentes. 
D'abord  eile  est  syni^trique  par  rapport  ä  Taxe  des  or.  Elle  ne 
s'^tend  pas  tout  le  long  de  cet  axe;  eile  ne  possöde  en  effet  de 
points  que  pour  17  positif.  Ainsi  p.  ex.  dans  la  fig.  L,  oü  sont 
tracöes  une  courbe  de  vitesse  {A)  et  la  courbe  auxiliaire  corr^spon- 
dante  (£),  on  voit  qu*il  ne  corr^8pond  de  points  de  celle-lä  qa'ä 
ces  parties  de  celle-ci  qui  sont  «uperieures  ä  Taxe  des  x.  Les 
valeurs  numöriques  des  deux  ordonnees  17  et  y  croissent  et  de- 
croissent  ä  la  meine  fois,  donc  elles  ont  les  ni^mes  maxima  et 
minima.    A  ij  =  0  II  corr^spond  toujours  y  =  0. 

Nous  allons  examiner  la  courbe  y  dans  ces  derniers  points. 
Seit  x^a  une  racine  röelle  de  T^qu.  17  =  0;  posons: 

17  =  (o?— a)"()E)(a;),      (^(a)  point  zeroouinGni.) 

On  a  donc; 

jl  =  (j;-a)«-i[(:r-a)9'(:r)  +n«)p(;r)]. 
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et  paUiqoe  y  est  s=  J-V17» 


par  suite: 


Donc  la  valeur  x  =  a  donne 

pour         «s=l,    ^  =  ±'»» 

«>2.    g  =  0. 

On  voit  donc  que  la  courbe  y  coupe  Taxe  de«  ae  perpendicu- 
laireinent  00  non  dane  lee  zöroe,  seien  que  les  abecisses  corr^- 
spondantee  sont  des  racines  simples  on  roaltiples  de  l'^quation  fi=0. 

Ainsi  on  voit  dans  la  fig.  1.  que  la  courbe  de  vitesse  est  per« 
pendirulaire  k  Faxe  des  x  aux  points  a,  b,  b\  c,  d\  d,  d\  e,  f, 
dont  les  ab(^cis8es  sont  des  racines  simples  de  Tequ.  17  =  0; 
qo*elle  forme  un  angle  aigu  avec  Taxe  au  point  c\  dont  l'abscisse 
est  une  racine  double,  et  qu'elle  le  toucbe  au  poInt  e\  dont 
labsciAse  est  une  rarlne  triple  de  cette  mdme  öquation. 

Apr^s  avoir  ainsi  Studie  sommairenient  les  propriötös  g^o- 
nietriques  principales  des  trois  courbes,  nous  ailons  examiner  la 
signification  geomötrique  de  la  premi^re  et  de  la  troisiöme« 


La  courbe  t  forme,  comme  nous  l'avons  vu,  un  trait  contino. 
Dans  les  r^gions  on  eile  est  supörieure  ä  Taxe  des  x,  la  force 
est  positive,  c.  k  d.  qu'elle  tend  k  augmenter  Tabscisse  du  mo- 
bile; si  la  courbe  est  inf^rieure  k  cet  axe,  la  force  agit  au  con- 
traire.  Les  racines  reelles  de  T^qu.  2  =  0  döterminent  les  points 
oü  il  n'agit  pas  de  force. 

La  courbe  t  est  symdtrique  par  rapport  k  Va%e  des  ae.  8i  la 
vitesse  du  mobile  dans  un  moment  est  reprtfsentöe  par  une  or- 
donn<^  positive,  p.  e^.  gh  (Gg.  \.),  il  ne  ff^ut  pour  connaitre  sa 
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vitesse  future  qoe  soivre  la  courbe  k  droite;  si  Von  commeoce 
au  contraire  par  une  ordonii^  negative,  p«  ex.  gh',  oii  auivra  ia 
coorbe  k  gauche. 

Snpposous  qae  Ton  soit  daos  Ie  premier  cas  et  qu'on  parvienne 
ainsi  aa  point'  b',  oü  la  vitesse  est  nulle.  La  eourbe  est  dao9 
ce  point  perpendiculaire  ä  Taxe  des  x;  donc  i'abacisae^corr^apon- 
dante  eat  une  racine  simple  de  l'^qu.  17  =  0.  La  force  2  n'y'  est 
donc  pas  z4to,  et  Ton  voit  facilemeiit  qu*elle  est  ni^gative,  puisque 
1}  y  dtfcrott.  Le  mobile  y  tournera  donc,  sa  vitesse  sera  reprö- 
sent^e  par  les  ordonnees  de  la  brauche  inf^rieure»  et  il  parvlendra 
aiosi  ä  A.  Icl  la  force  est  positive»  Ie  mobile  tournera  de  nouveau, 
et  ne  pouvant  Jamals  döpasser  les  deux  liniites  6  et  V,  11  osciU 
lera  toujours  eotre  ces  deux  points. 

II  faut  pourtant  d^montrer  que  le  temps  qu'emploie  la  mol^ 
cule  pour  aller  de  ff  k  6^  ou  de  ce  dernier  point  k  b,  n'est 
pas  infini. 

Soient  a,  ß  les  abscisses  des  points  ff  et  b\  La  dernl^re 
quantit^  est  une  racine  simple  de  l'tfqu.  17  =  0. 

Le  temps  du  trajet  de  ^  a  6'  est  donntf  par  i'int^grale: 

/ß  dx 

a 

Si  nous  posons  maintenant: 

ß — X 

il  est  Evident  que  la  Tonction :  ^ 

q>{x),    c.  ä  d.   J:  Y  — —  , 

ne  devient  ni  nulle  ni  infinie»  pendant  que  x  varie  de  a  k  ß. 
Nous  pouvons  aussi  choisir  ie  eigne  supörieur  et  admettre  que 
ip{x)  est  positir  durant  tout  Ie  trajet. 


Par  cette  transformation  Tintögrale  (I)  prend  la  forme: 
^f  q>(x)dx 

sTf^x 


r 


Si  nous  di^signons  maintenant  par  M  une  constante  quelcoD- 
qne  >  la  plus  grande  valeur  que  prend  9(0?),  quand  x  Tarle  de 
uk  ßt  nons  aurons  pour  de  teUes  valenrs: 
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et  par  suite: 


<p(x)  M 

pf  'Pi^)dx  ^  ^rß      dx 


Le  second  raembre  de  cette  inögalit^  <^tant  fini,  le  premier  Test 
ausfli  ä  plus  forte  raison. 

On  döroontre  de  la  mdme  maiii^re  que  le  tempn  du  trajet 
entre  g  ei  b,  par  sulte  aussi  la  Aoronie  de  ces  deux  intögraleti» 
Ott  le  terops  d*ane  deini-oscillation,  est  finie. 

Une  ovale  ferni^e,  teile  que  hhb'h\  repr^sente  donc  un  roou- 
▼eraeot  oscillatoire«  Pendant  chaque  demi  oacillatlon  la  vitesse 
passe  une  seule  Ibis  par  niaximum. 

La  courbe  Termine  dd'  repr^sente  aussi  nn  niouvement  pörio« 
dique,  mais  plus  conipliquö,  parce  que  la  vitesse  passe  pendant 
chaque  demi-oscillation  par  deux  maxinia. 


4. 

Noas  supposons  maintenant  que  la  moUcuIe  se  trouve  au  point 
kj  et  que  sa  vitesse  soit  reprösenti^e  par  l'ordonntfe  positive  kL 
Elle  ira  k  droite  et  s'approchera  du  point  e'*  Supposons  qu'elle  y  soit 
arriv^.  La  courbe  n'y  est  pas  perpendiculaire  ä  l'axe,  donc 
rabscisse  corri^spondante  est  une  räc.  multiple  de  Täqu,  i;  =  0. 
La  force  z  y  est  donc  zito\  par  suite  la  moltfcule  y  restera 
ponr  toujours. 

Mais  eo  effet  eile  n'y  parvient  mdme  pas.  Car  si  nous  d^ 
signons  ies  abscisses  des  points  k  et  e'  par  y  et  d,  le  temps 
qu'empioie  la  moläcule  pour  le  trajet  entre  ces  deux  points ,  est 
donnö  par  Tint^grale: 

<« /'^- 

y 

et  DOQS  allons  d^montrer  que  celle-ci  est  toujours  infinie,  quand 
i  est  one  rac.  multiple  de  Ttfqu.  17  =  0. 

Soit  n  le  nombre  des  racines  Egales  d;  si  nous  posons: 
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il  est  Evident  qae  la  fonction: 


fpix)^  c.  a  d.  JbV 


at  devient  ni  nulle  ni  Infinie,  qnand  x  varie  de  y  ä  d.    Nona 
potivona  aoaai  cboisir  le  signe  aaptfrieur. 

Par  cette  Substitution  Tint^graie  (I)  prend  la  forme: 

q>(x)dx 


r 


(a--r)*«' 


Si  nous  d^signons  niaintenant  par  m  une  constante  positive 
quelconque  <  la  plus  petite  valeur  que  prend  fpix)^  quand  x 
varie  de  y  ä  d,  nous  aurons  pour  de  telles  valeurs: 

et  par  sulte: 

/^  q>(x)dx  ^       p^       dx 

y  y 

Le  second  menibre  de  cette  inögaiitö  ^tant  Infini,  le  preniier 
Test  aussi  ä  plus  forte  raison. 

La  mol^ule  s'approchera  dooc  Infiniment  du  point  e'  saos  y 
parvenir  Jamals. 

81  la  Titesse  initiale  du  mobile  ötait  reprösent^e  par  Tordon- 
uie  negative  kt,  II  irait  d'abord  ä  6,  pouir  y  toumer  et  ensuite 
se  rapproeher  du  point  e\ 

Si  la  moldeule  ^tait  au  commencement  placke  quelqoepart 
entre  c  et  d\  on  voit  facilenient  qu'elle  finirait  par  se  rapprocber 
indöfiniment  du  point  e\  dont  Tabscisse  est  une  rac.  multiple 
de  l'öqu.  17  =  0. 


II  nous  reste  encore  ä  consideri^r  une  troisiöme  espöce  de 
inouvement.  Si  la  molöcule  est  placee  au  commencement  dans 
le  point  ft  oü  la  brauche  infinie  coupe  Taxe,  ou  ä  droite  de  lul, 
eile  s'^loignera  infiniment  ä  droite  avec  une  vitesse  croissaote. 
Si  la  vitesse  initiale  est  nulle  ou  positive,  la  mölöcule  ira  toujours 
k  droite;  si  eile  est  negative,  eile  ira  d'abord  au  point  f  pour 
y  tourner. 
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«orie.   aue   ;r  ""'  "«-..'«-«"»  '-«er  da„,  le,  tr^oU  ca  t 

6. 

N«u«  allons  appliquer  ce  qai  pr,Jc*de  k  ia  quertion  »nivante- 

«i  eile  «6  trouve  ä  loriRine  avec  Ia  vite«se   F. 
La  conrbe  de  force; 

i  =  k(x~a)(x—b) 
est  one  parabole  ordinaire  ä  laxe  vertical. 
La  conrbe  aaxiliaire. 

u 
qai  est  da   troisi^me  deer«     »  „„   „„,• 

reatreignoM  au  cas  oü  il  est  n,JgafiJ.  ^*^'  "**"*  ""*"■ 

La  flg.  2,  reprtJsente  ce«  deui  conrbe«  en  ><  •*  »     .  i;.  j 
«I«  les  conrbes  dn  vif>.o»       -      '"'^"**  «"  -«  «t  B,  et  U-des- 
veraea  de  F  ••"'  «»"^»P«»deDt  ä  dea  valeor»  di- 

Neu.  dlaängnoaa  lea  qnatre  caa  aaivanta. 

Solt  d'abord  F«  =  rt     i «.,»  l    .         .    . 
sign*  par   1     Ia    couTh.A       -^  horizontal   de   Ia  courbe  .,  est 

P^conrra  Ä«  Cr«« T*  '  ''^"*''"""  «''"'=•••  '^  '«-'•' 
J      »    espace  op  d  un  mouvemeot  ptfriodique. 

Solt  oMÜntenant  F«>  0.  mais  <r      *yA\     r»        •.    . 

^  ",  mats  ^  —  f^y    L^g  horizontal  de 
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ta  cowrfoe  aoxiliaire  est  sign^  par  2,  la  eoarbe  de  vitesse  est 
repr^eeot^e  en  2'.  Le  mouvement  aera  de  la  möroe  eepdce  qu'aa 
can  pr^cMent,  ezcept^  que  l'espace  que  parcourt  le  mobile,  aera 
d'nne  ^teodue  plus  grande,  savoir  Umit^e  des  poiots  doot  les  ab- 
seNses  sont  les  deuz  molndres  racines  de  l'^qu.  fXa:)  i-  F*=:0. 

La  chose  se  passera  toujours  de  la  m^me  mani^re,  qaelque 
grande  que  seit  la  vitesse  initiale»  jusqu'ä  F*  atteint  la  valeur 
—  f(by,  Dans  ce  cas  jr  =  6  est  une  racine  double  del'^u.  i/=0, 
la  courbe  auxiliaire  touche  Faxe  des  x  au  point  corr^spondant, 
comme  on  le  voit  dans  3.  L'o?ale  ferniöe  de  la  courbe  y  (3')  se 
€onibiiie  par  le  point  multiple  /  avec  les  branches  infinies.  La 
moMcute  s'approchera  indtffiniment  de  ce  point  sans  y  parvenir. 
51  y  est  positif  (=  oA),  la  moUcule  commencera  par  aller  k  drolte, 
eile  passera  un  mazimum  de  vitesse  pour  :r  =  a,  et  se  rappro- 
ebera  ensuite  k  vitesse  d^croissante  du  point  /.  Si  F  est  n^gatif 
{=oA')^  la  mol<$cule  ira  d*abord  k  gauche,  tournera  au  point  k, 
d^termin^  par  l'^quation: 

«t  se  portera  ensuite  comme  ci-dessus. 

Suppoaons  enfin  F*>— F(A).  La  courbe  y,  trac^e  k  V,  mon- 
tre  que  le  molbile  finira  toujours  par  s'^loigner  k  droite  avec  one 
▼Hesse  croissante.  Auparavant  la  vitesse  passe  par  un  maximuro 
pour  X  =  «»  un  minimum  pour  x  =  b. 


La  aohilion  de  tels  probidmes  ne  consiste  donc  qu'en  la  con- 
«truction  de  la  courbe  de  vitesse.  Mais  cette  courbe  d<$pendant 
tont-jt-falt  de  Fauziliaire,  il  ne  nous  faut  qu*ötudier  celle-ci;  il 
«uflit  mtoe  de  tracer  seulenient  la  partie  d'elle  qui,  situ^e  au- 
desaus  de  Taze  des  ^,  renferme  entre  ses  intersections  avec  cet 
axe  la  place  initiale  du  mobile.  Car  auz  autres  parties  de  la  courbe 
auziiiaire  corr^spondent  ou  des  valeurs  imaginaires  de  y,  oa  de 
feiles  valeurs  reelles  qui  ne  regardent  point  la  question  dynaroique. 

Pour  jp  =  t  nous  avons  17  =  F*.  Donc  si  la  vitesse  initiale 
du  mobile  est  nulle»  la  courbe  auxiliaire  passera  par  aa  poaition 
itiitiale,  et  t  aera  une  racine  reelle  de  T^qu.  17  =  0.    Si  cette  ra* 

eine  eat  multiple,  x  =  -^   est  auasi  z^ro  dans   le  mtoe  point» 
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doDc  la  moltoile  y  re«tera  eo  repos«    Nous  pouvons  donc  tosjoars 
omettre  ce  caa  dans  la  recberche  «aivante. 

8i  la  vitesse  initiale  du  mobile  n'est  pas  z^ro,  Tordonn^e  de 
la  courbe  anxiliaire  sera  toujoura  positive  poar  x  ^  t. 

Si  t  n'est  pas  one  racine  multiple«  le  mobile  se  mettra  en 
route  et  sa  vltesse  ne  cbangera  point  de  direction,  jnsqu'il  par* 
vient  ä  un  point  dont  l'abscisse  est  une  racine  de  r<$qu.  17  =  0. 
Le  mobile  s'y  arr^tera,  et  si  la  racine  e^i  simple >  il  retournera 
sur  ses  pas.  S'il  parvient,  pendant  ce  mouvement  t^ttofgnAe,  k 
QB  antre  point  dont  l'abscisse  est  une  racine  simple,  il  retournera 
eocore  une  fois  et  continuera  ainsi  toujours  d'aiier  et  venir. 

Nons  pouvons  donc  ^noncer  ce 

Tb^or^me  I.  Si  les  deuz  racines  de  l'tfquation  17=0 
qui  renferment  entre  elles  l'abscisse  initiale,  sont 
simples,  la  moUcnle  oscillera  toujours  entre  les  deux 
points  qu'elles  döterminent. 

Supposons  maiotenant  que  ces  deux  racines  soient  multiples. 
La  mol^cule  s'approchera  infiniment  d'un  des  deux  points  corr^- 
spondants  dans  y  parvenir  jamais.  Si  Tune  des  deux  racines 
est  multiple,  l'autre  simple,  et  que  la  vitesse  initiale  est  dirig^ 
vers  ce  dernier  point,  le  mobile  y  ira  une  seule  fois  pour  tourner. 

On  obtient  donc  ce 

Tlft^r^me  II.  Si  l'une  des  deux  racines  qui  ren- 
ferment Tabscisse  initiale,  est  multiple,  l'autre  reelle 
quelconque,  le  mobile  tournera  iout  au  plus  une  seule 
fois;  il  finira  toujours  par  s'approcber  d'un  point  dont 
l'abscisse  est  une  racine  multiple,  sans  y  par?enir 
jamais. 

S'il  n'y  a  pas  de  racine  reelle  d'un  cdte  de  l'abscisse  ini* 
tiale,  la  moMcule,  en  avan^ant  vers  ce  cbX^,  ne  s'arrdtera  jamais, 
et  la  valeur  numörique  de  sa  vitesse  crottra  infiniment.  Si  la 
▼itesse  initiale  est  dirigöe  vers  l'autre  cdtö,  deux  cas  peuvent 
se  präsenter.  Si  la  racine  la  plus  prochaine  est  simple,  la  mo* 
l^cule,  aprös  ^tre  parvenue  au  point  corräspondant,  tournera,  eile 
repassera  sa  position  initiale  et  se  portera  ensuite  domme  ci-des- 
SOS.  Mais  si  cette  racine  est  multiple,  la  molöcule  ne  fera  que 
s'approcber  Ind^finlment  du  point  correspondant. 

Nous  avons  donc  ce 

TU^orime  III.    S'il  n'y  a  parmi  les  racines  rt^elies 
Theil  L.  & 
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a'aemne  plim  grandeXi*- plus  petite)  qne  rabscisse  ioitiale, 
la  moUcale  finira  par  s'ölolgner  k  droite  (r.  k  gaache) 
avec  one  vitesse  croissante,  poarvu  que  laplasgrande 
(r.  k  plus  petite)  racine  reelle  ne  seit  pas  multiple»  et 
la  vitesse  initiale  n^gatiire  (r.  positive).  Dans  ce  dernier 
cas  la  mol^cule  s'approchera  indöfiniment  du  point 
dont  Tabscisse  est  une  racine  multiple. 

Enfin  II  ne  faudra  certainement  pas  d^montrer  ce 

Th^rime  IV«  S'il  n'y  a  pas  de  racine  reelle»  la 
snolöcule  s'^loignera  avec  une  vi t esse  infiniment  erois- 
saote  k  droite  ou  k  gauche»  seien  que  la  vitesse  Initiale 
est  positive  ou  negative. 

Par  ces  tli^orömes  la  question  dynaroique  est  ramen^  k  la 
discussion  des  racines  de  Töqu.  97  =  0.  Mais  cette  discussion, 
comme  je  Tai  montr^  dans  mon  memoire  cito  dans  le  paragraphe  % 
ponvant  se  faire  toujours,  quand  on  connait  le«  valeurs  des  racines 
rdelles  de  T^quation  d^riv^e,  11  sufBra,  pour  trouver  Tesp^ce  da 
mouvement  de  la  rool^ule  dans  cbaque  cas  special ,  de  connattre 
les  racines  reelles  de  l'^qu.  fix)  :=  0* 


8. 

Nous  allons  enfin  appliquer  ces  tb^römes  an  cas  oü  la 
fonction  de  force: 

fXpc)  est  =(a:— a)(4r— Ä)(a?— c)(a:-rf), 
(Oy  by  c,  d  xMb  et  rangäs  par  rapport  k  leur  grandeur) 

et  que  les  maxima  et  les  minima  de  F{x)  satisfont  aas  inögalitös 

JT(a)>F(c)>F(6)>F(d). 

Nons  d^lgnons  les  racines  de  T^qu.  97  =  0  par  o,  /?»  y,  d,  <• 

La  courbe  auxiliaire  est  trac^e  dans  la  fig.  3.  Les  droites 
horizontales  dtfsignent  les  diverses  positlons  de  Taxe  des  x. 
Elles  sont  signtfes  des  m^mes  norobres  que  les  cas  corr^pon- 
dants  qui  suivent. 

L    JFXii)— F(0+  F«<0  ou  F(a) <  F(f)-  F«  =  W. 


II  n*y  a  qu'une  seule  racine  reelle  (s>i2)  de  T^qu.  17  =  0. 
II  faut  donc  que  t  seit  ^  £.  81  F  est  positif,  le  mobile  s'^loigne 
infiniment  k  droite;  pour  F  n^gaiif»  II  commence  par  aller  k  gauche. 
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II  tooroe  poar  ^  =  e,   repiMse  sa   positiou   ioitiale  et  «'^loigne 
eosoite  infiniment  4  droite. 

2.    fXii)-^FXi)+  F«  =  0,  ou  F(a)  =  W. 
(Trois  racioes  reellen  de  F^u.  17 =0:  a^a:=ß,  rf<*;. 

a)  1  SS  a;  Moufremetit  nai. 

b)  i^e.    Voir  1. 

3.    FXa)^W>FXc). 
(3  rac.  reelles:  a<a</?,  i{<€). 

•)  «^*^?-    Le  mobile  oacillera  toajoars  entre  les  points, 
d^termin^s  par  a  et  /?. 

b)  t^«.    VoIr  1, 

4.    F(e)=W. 
(5  rac  röelles:  a<a</?»  y^e^i,  rf<f). 

a)  «^<^P.    Voir  a  a). 

b)  t  =  c.    Moatement  nal.  ' 

c)  it,t.    Voir  I. 

ö.    F{e)>W>F{b). 
(5  rac.  röelles:  «<a</J<6<y<c<d<rf<c). 

a)  ««^<^/'-    Voir  3.  a). 

^)  r^<"!^^*    Le  mobile  oscillera  eotre  les  deoz  points  y  et  i. 

c)  i^e.    Voir  1. 

6.    F(!b)  =  »F. 
(5  rac.  röelles:  c<<i,  ß^b^siy,  d<d<€). 

a)  a'^t'<j3.    La  mol^cule  8*approcbera  infiniment  du  point  ß 

sara  y  parrenir.    Si   V  est  nägatif,   eile  ira  d'abord   k   gaucbe 
paar  toorner  ao  point  a. 

b)  y<t^'.    La  molöcale  s'approchera  infiniment  du  point  y 
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Si  V  est  positir»  eile  ira  d'abord  k  droHe  pour  loarnec  an  point  d. 

c)  t^€.    Voir  1. 

7.    F(c)>W>fXd). 
(3  rac.  reelles:  o<a,  d<i2<(). 

h)  a'^i'ZS.    La  mol^cole  oscillera  entre  a  et  ö,    La  vitesse 

passera  pendant  cbaque  demi-oscillation  par  deux  maxima  (a  et  c) 
et  UD  minimam  (6). 

b)  t^c.    Voir  1. 

8.  F(d)  =  W. 

(3  rac.  reelles :  «  <  a,  A  =  i2  =  (). 

a)  o'^i<A*    La  mol^cule  s'approchera  ittfiniment  du  poiot  d, 

Sans  y  parvenir.  Si  F  est  n^gatif,  eile  ira  d'abord  au  point  o 
pouT  y  toorner. 

b)  t>  e.    Si   F  est  n^gatif,  la  mol.  s'apprachera  iafiniment  du 
peint  e.    Si  V  est  positif»  eile  s'äoignera  infiniment  k  droite. 

9.  F(rf)>  W> 

(Dne  seule  racine  reelle:  tt<a). 

Co  seul  eas  possible  i^a.    La  mot.  s'öloignera  infiniment  ä 

droite.  Si  F  est  nögatif »  eile  commencera  pourtant  par  aller  a 
gaucbe  pour  tourner  an  point  o.  Si  eile  passe  les  p^iats  a,  c,  ö, 
d,  la  vitesse  passera  un  maxlmum  aux  deux  premters,  un  mini- 
mnm  aux  derniers. 
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Ueber  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  Kegelschnitte 

und  ihrer  Krümmungskreise,  insbesondere  auch  über 

die  Haxima  und  Minima  dieser  Sehnen« 

Von 
<iein    Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  Theorie  der  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  Kegelschnitte 
und  ihrer  Krjlnunungsk reise  erforderty  wenn  sie  mit  möglichster 
Kfirze  und  Eleganz  entwickelt  werden  soll,  wenigstens  im  Falle 
der  Ellipse  und  Hyperbel,  die  Anwendung  verschiedener  Kunst- 
griffe; insbesondere  aber  gestattet  dieselbe  im  Falle  der  Ujrper- 
bel  eine  sehr  zweckmässige  und  lehrreiche  Anwendung  der  Theo- 
rie der  hyperbolischen  Functionen,  welche  dieser  letzteren,  noch 
nicht  oft  genug  in  Anwendung  gebrachten  Theorie  nach  meiner 
Meinung  sehr  zur  Empfehlung  zu  weiterer  und  allgemeinerer  An- 
wendung gereicht;  dies  sind  die  Gründe,  welche  mir  Veranlas- 
sung  gegeben  haben,  in  dieser  Abhandlung  die  Theorie  der  gemein- 
schaftlichen Sehnen  der  Kegelschnitte  und  ihrer  KrOmmungskreise, 
insbesondere  auch  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima  dieser 
Sehnen,  einer  ausführlicheren  Entwickelung  zu  unterwerfen  und 
dabei  namentlich  auch  die  In  Rede  stehende  Anwendung  der 
hyperbolischen  Functionen  zu  zeigen. 

I.    Die  Parabel. 
Wenn  {xy)  ein  beliebiger   Punkt   der  Parabel   ist,   so   sind 
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bekanntlich  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krummongs- 
kreises  der  Parabel  in  diesem  Punkte: 

und  der  Halbmesser  des  Krfimmungskreises  ist: 

(4y»-fp«)i 

Bezeichnen  nun  u,  v  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordi« 
nateuy   so  ist  die  Gleichung  des  Krfimmungskreises: 

t«-(3^  +  *p)J«  +  l«  +  ^)«  =  ^^2^^ 

Weil  aber  der  Krfimmungskreis  dqrch  den  Punkt  (;ry)  geht,  so 
kann  man  in  dieser  Gleichung  fSr  u,  v  beziehungsweise  a,  y 
setzen,  wodurch  man  die  Gleichung: 

erhält  Daher  ersieht  sich  durch  Subtraction  der  beiden  vor- 
stehenden Gleichungen  als  Gleichung  des  Krfimmungskreises  offen- 
bar die  Gleichung: 

1) 

(a-a){(«  +  «)-2(3ar  +  4p)l  . 

8a:«  >  =0. 

■¥(v-9)\(v+sy  +  Y^  j 

Bezeichnen  von  jetzt  an  aber  ti,  v  die  Coordinaten  der  Durch- 
schnittspunkte des  Krfimmungskreises  mit  der  Parabel,  so  hat 
man  zu  deren  Bestimmung,  ausser  der  vorstehenden  Gleiebung, 
noch  die  Gleichung: 

2) i?«  =  pif. 

Multipliciren  wir  jetzt,  um  u,  o  zu  bestimmen,  die  Gleichung 
1)  mit  v  +  y,  so  wird  dieselbe: 

(t£-.T)(»+y)|(ti  +  a:)-.2(ar  +  4p))  ) 

also,  weil  wegen  der  Gleichung  2)  und  wegen  der  Gleichung 
y^=zpXf  da  ja  (x^)  ein  Punkt  der  Parabel  ist. 
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ist: 

(u-«)(c+y)|(u-|-«)-2(3«  +  ip)|  \ 

%x*  >  =  0. 

+  p(«-a;)|(t.+y)  +  — I 


Weil  non 


folglich : 


P  P 


ist;  60  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

Mittelst  leichter  RechnoDg  findet  man : 

_  (t>-l-y)(p'+y«)— 6y«(p-t-y)-l-8y» 
_(t>  +  y)(g«-5y«)  +  8y» 

r»  +  yt)«— 8y«pf  3y» 
^  ' 

«od  die  obige  Gleichung  wird  also  offenbar: 

3) (u-.a;)(c»+yt»«-.6y«ü+33(»)  =  0. 

Es  erhellet  aber  auf  der  Stelle,  dass  die  GrSsse 

für  e  =  y  verschwindet  und  daher  durch  e— ^  ohne  Rest  theilbar 
ist.    In  der  That  findet  man  leicht: 

vro  nun  wieder  sogleich  erhellet«  dass  auch  die  GrOsse 

»•  +  23^-3y« 

fifr  e  =  y  verschwindet  und  daher  durch  e— ^  ohne  Rest  theii- 
Ihut  ist    In  der  That  findet  man  leicht: 
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.     t>*+2yü-3y«=(o-y)(r  +  3y), 

and  die  Gleichung  3)  nimmt  daher  jetzt  die  folgende  Form  an : 

4) (tt-^)(t'-y)*(»+3y)  =  0. 

Diese  Gleichung  mrd  erfflllt  durch  u=x,  und  die  Gleichung 
oS  =  pti  giebt  dem  entsprechend  v*  =  px^y*,   also  «==±y. 

Die  Gleichung  4)  wird  ferner  erfälit  durch  v=iy,  und  die 
Gleichung  v*=ipu  giebt  dem  entsprechend  pu^=y^=ipa:,  also 
tf  =  j;. 

Endlich  wird  die  Gleichung  4)  erfüllt  durch  «=  —  3y,  and 
die  Gleichong  v*=:pu  giebt  dem  entsprechend  pu^=i9y*ss9px, 
also  u  =  9^. 

Da  nun  die  Gleichung  1)  nicht,  wie  es  erforderlich  ist,  dorch 
tf  =  a;,  v  =  — y  erfQllt  wird*),  so  bleiben  uns  bloss  die  beiden 
Auflösungen : 

tc  =  rr,    V  =  y      und      u  =  9jr,    v  =  —  'Sy 

der  Gleichung  4)  übrig,  und  der  Krümmungskreis  der  Parabel  In 
dem  Punkte  (xy)  schneidet  dieselbe  also  nur  in  den  beiden  durch 
die  Coordinaten 

x,  y    und    9a;,  — 3y 

bestimmten  Punkten,  von  denen  der  eine  natürlich  der  Punkt  der 
Parabel,  durch  welchen  der  Krümmungskreis  gelegt  worden  ist, 
selbst  ist. 

Hiernach  giebt  es  also  nur  eine  Sehne,  welche  der 
Parabel  und  ihrem  Krümmungskreise  In  dem  Punkte 
(xy)  gemeinschaftlich  Ist,  welche  daher  schlechthin  die  der 
Parabel  und  ihrem  Krümmungskreiae  in  dem  Punkte  (xy)  gemein- 
schaftliche Sehne  genannt  wird. 


§.2. 

Bezeichnen  wir  die  LSnge  der  Sehne,  welche  der  Parabel 
und  ihrem  Krünimungskreise  in  dem  Punkte  (xy)  gemeinschaft- 
lich ifft,  durch  «;   so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 


*)  l>ie  rilirif^fcn  Gleichungen  im  OI)ifr<'n  werden  naturlich  durch  U=X, 
v=:^^p  iiänimtltch  erfüllt,  da  dieiolbcn  ans  der  Gleiehong  1)  durch 
Muitipiication  dieser  Gleichung  mit  P-^-y  abgeleitet  worden  «ind. 
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=  64r<  +  16y* 

=  64*«  +  I6y>:r  =  ^+ 16y«, 


Um  den  Punkt  {xy)  der  Parabel  zu  bestimmeo,  ffir  welchen 
die  gemeinschaftliche  Sehne  der  Parabel  und  ihres  Krummnngs- 
kreises  in  diesenii  Punicte  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird, 
müssen  wir  die  vorstehende  Gleichung  etwa  nach  x  differentiiren» 
wodurch  wir  die  Gleichung: 

erhalten.     Ist  nun 

5  =  ». 

SO  ist,  insofern  $  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Werth  hat,  auch 

also  nach  Vorstehendem: 

8a:  +  /?  =  0,    folglich    o:  =  —  Ip, 
und  daher: 

also  y  imaginär,  woraus  sich  ergiebt^  dass  es  im  eigentlichen, 
nämlich  im  Sinne  der  Differentialrechnung,  keinen  Punkt  der  Pa- 
rabel giebt,  für  welchen  die  der  Parabel  und  ihrem  Krümmungs- 
kreise gemeinschaftliche  Sehne  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird. 
In  der  That  ist  auch  nach  6); 

«  =  4  Var(4a?  +  p), 

vroraus  man  sieht,  dass,  wenn  x  von  Null  an  in*s  Unendliche 
wächst,  auch  s  von  Null  an  fortwährend  in's  Unendliche  wächst^» 
«ras  das  vorhergehende  Ergebniss  vollständig  bestätigt 


II.   Die  Ellipse. 

§.  3. 
Wenn  {xy)  ein  beliebiger  Punkt  der  Ellipse  ist,  so  setze  man  *) : 


«)  H.  «.  di«  Abhandlaog  ThI.  XXIV.  Nr.  XXIX. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


!  74  Grüner t:    Veber  die  gemeinschafUichen  Sehnen 

I  1) a?=:aco«tt,    y  =  68iD«; 

I 

dann  sind  *) : 

^.  ab 

^  die   Coordinaten    des    Mittelpnnkta    des   Krümroungskreises   der 

r  Ellipse  in  dem  Pankte  (xy),    und   der   Halbmesser   des    Krüm- 

{  mungskreises  ist:  ' 

f  (a*sin  tt*  -f  6*  cos  u^)\ 

ff  ^  Bezeichnen  wir  nun  die  veränderüchen  oder  laofenden  Coor- 

\^^;  dinaten  durch  X,  F;   so  ist: 

fc  /v     q*-^*         ixt^/ir.  ?!--*•  •     >x«      (a«slnti«-f6<cosKy 

die  Gleichung  des  KrOmmungskreises. 

;  Bezeichnen   aber   von  Jetzt  an    X,   Y  die   Coordinaten  der 

.^^  Durchschnittspunkte  des  Krümmungskreises  mit  der  Ellipse;    so 

können  wir: 

2) Ä  =  acos  C7,     F=  6sin  ü 

^  setzen  5   und  erhalten  daher  nach   dem  Vorhergehenden  zur  Be- 

stimmung von   (7  die  Gleichung: 

(fl  COS  ü costt*)*+(68in  c7+— ^smtt')*= ^^ -- 

Da  nun  aber  der  durch  die  Coordinaten  J)  bestimmte  Punkt  ein 
der  Ellipse  und  dem  Krummuogskreise  gemeinschartlicher  Punkt 
Ist,  so  kann  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  tc  ßir  17  setzen, 
wodurch  man  die  Gleichung: 

a»— Ä«        ,,, ....      ,  g*— &*  .     ,,.     0Aint#«+6«cos««)» 
(acosti cosif')*+(6sintt+ — g — sintt')»= ^5p '- 

erhalt  Durch  Subtraction  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
ergiebt  sich: 

a(cos  U— costt)ta(cosC7+cost«)— 2 — - — costi*} 

i  =0, 

+  6(sinü  — 8inii)|6(8inl7+slnt«)  +2— g — sinu»} 


*)  Bl «.  die  Abhandlung  ThI.  XXXTII.  Nr.  X. 
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also  dnreb  Zerlegung  in  Factoren: 

a8in4(t7— »)8io4(t7+ii)  x  » 

X  toC084(l7— ll)C084(ü  +  «)— ?^^^C08I«»)  I 

-68in4(ü-K)co84(ü+t»)  r~®' 

X|6cosi(t7_«)slB4(l7+«)  +  ^^8lntt»|  ] 
oder: 
8liii(l7-«)  i      ('••-**)«'»*(ü+a)co8|(ü+M)co84(ü-«)  >      . 

l  — (a«-6«)[8lDl(ü+«)c08tt»+C08j{ü+M)8in«»]    )  ' 

nod  folglich: 

8inKl7-i.)(      •''»J('7  +  ii)co8KÜ+«)co84(l7-a)     ) 

\  — [8io4(ü+ii)co8«»+co8j(l7+a)8in»»]/        ' 
oder: 

sIdKÜ-«)  j         «'"  J(t7+H)C08Kt7+tt)C08[l(t7+«)-l.]  ^  _ 

l  — [8in{(l7+ii)co8«»+co8i(ü+M)8ln«»]  )""  ' 
also,  wie  man  leicht  fibersieht: 

sioiCÜ— «)  j       •'n4(^+«)c««««[co8l(ü+ir)»-co8B«J  ) 

i  +C08lfl7+«)8in«[8lii4(C^+,»)«—.inM«]  /~   ' 
oder: 


«nJ(C7-a)  f      ■'»4<^+«)«««««[c»«i(ü+ii)»-cos««]  \ 

\  -co8i(C7fu)8inu[co8KI7-ft()<—co8u*]  )~" 
also,  weil 

sin^(l7-|-u)cosu— co8i((7-fu)8in»  =  8ini(C;— 1() 
ist: 

8lni(f7— «)«(co8}(l7+a)«-co8t»«|  =  0, 

and  folglieb,  weil 

cos  K 17 -f  ii)s — cos  tt* 

=       tC0si(C7  +  tt)  — CAStt)|C08KC7-ft()-f  cosu) 

'=-28in4H(D  +  «)-al8in4||(t;+«)+«) 
X2co8jt^r  +  «)-«|co8iU(ü  +  «)  +  «| 
=  -8in|KÜ+u)-«|8intKl7+t.)  +  a| 
=-8inKÜ-.tt)8iii4(t7  +  3») 
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ist: 

S) 8iii4(C7-«)>«ini(C7+3ii)ÄO. 

Diese  Gleiofauog  zerföllt  in  die  beiden  Gleicbungeo: 
sini(I7-Ti)=:0    und    sini(I7-|-3tf)  =  0, 

die  wir  jetzt,  jede  für  sieb,  einer  weiteren  Untersochang  unter- 
werfen wollen. 

Ans  der  Gleichung 

Bin4(l7-.|i)=:0 

ergiebt  sieb,  wenn  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 

i(€7— ti)  =  Aw,    also     t7— if  =  2Ajr; 
folglich : 

Bekanntlich  ist: 

0^tt^2n;,    O^C7^2w. 

Wäre  nun  A;<0,  so  w&re  offenbar 

wo  das  obere  Zeichen  flir  A=:  — 1,  u^=^^2n  gelten  würde,  in 
welchem  Falle  man  aber  offenbar  auch  C/czStt,  also  V=u 
setzen  konnte.     Wäre  ferner  ^>0,  so  wäre  offenbar 

O  =  27r, 

wo  das  obere  Zeichen  für  A  =  -fl,  u  =  0  gelten  würde,  in  wel- 
chem Falle  man  aber  offenbar  auch  17  =  0,  also  C/^^u  setzen 
konnte.  Hieraus  ergiebt  sich  im  Allgemeinen,  dass  nur  A;=sO 
gesetzt  werden  kann,  oder  nur  k^O  gesetzt  zu  werden  braucht, 
und  also  nur 

sein  kann. 

Aus  der  Gleichung 

sini(ü+3»)  =  0 
ergiebt  sich,  wenn  wieder  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 
4(ü+3tt)  =  Ä»,    also    ü  +  3u  =  2*«; 
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folglich : 


Bekanntlich  ist 


also: 


0  ^  3ti  ^  6» , 


wo  vrir  nan  die  drei  Fälle: 

0^3tt^2w,    2«^3ti^4»,     47r^3if^6« 


unterscheiden  wo 

>llen. 

Zuerst  sei 

' 

0^3ii^2ir. 

Wäre  A^O,  so 

wäre  offenbar 

P^O, 

wo  das  dbere  Zeichen  fär  A;=sO,  Stc^sO  gelten  wurde,  in  wel- 
cbem  Falle  sich  aber  natfirüeh  auch  I7s322r  setaen  lassen  würde. 
Wäre  ferner  A;  >  >f  1 »  so  wäre  offenbar 

t7=2jr, 

wo  das  obere  Zeichen  ffir  As  4- 2»  3«=:2;r  gelten  wfifde»  in 
welchem  Falle  sich  aber  natOrlich  aucfe  l/sO  setzen  lassen  wft-de. 
Seraas  ergtebt  sich  im  Allgemeinaii,  dasa  nur  Ass-f  1  gesatat 
werden  kann  oder  nur  &^-f  1  gesetzt  zu  werden  hffauoht.,  und 
also  nur 

(7=29r  — 3t< 
sein  kann. 


Ferner  sei 


2jr  ^  3u  ^  4jr. 


Wäre    k  ^\\y   so  wäre  offenbar 


ü~0. 
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wo  das  obere  Zeichen  für  A;  =  -f  1,  9u==2n  gelten  wfirde,  in 
welchem  Falle  sich  aber  natfirllch  aacb  0=:2it  setzen  lassen 
wfirde.    Wäre  ferner  A  >  -f  2,  so  wäre  offenbar 

!7  =  2«, 

wo  das  obere  Zeichen  fär  A=:  +  3,  3»  =  4»  gelten  wOrde»  in 
welchem  Falle  sich  aber  natOrlieh  auch  (7  =  0  setzen  lassen 
wfirde.  Hieraus  ergiebt  sich  im  Allgemeinen,  dass  nur  A:±:-f  2 
gesetzt  werden  kann»  oder  nur  A;  =  -f  2  gesetzt  zu  werden  braucht, 
und  also  nur 

ü  =  4jr  — 3« 
sein  kann. 

Endlich  sei     - 

4«  "T  3i«  T  6«. 
Wfire  k^  +  2i  so  wSre  offenbar 

wo  das  obere  Zeichen  flir  Ars=^2y  3tt=4ff  gelten  wfirde,  in  wel- 
chem Falle  sich  aber  natflriich  auch  C7=s2ik  setzen  hissen  wfirde. 
Wfire  ferner  A>  -f  3,  so  ^äte  offenbar 

17^2», 

wo  das  obere  Zeichen  für  A=:-f  4,  3«  =  691  gelten  wfirde»  in 
welchem  Falle  sich. aber  natfirlich  auch  C7=0  setzen  lassen 
wfirde.  Hieraus  ergi^ht  sich  im  Aligemeineli»  dass  nur  A  =  *f  3 
gesetzt  Iverden  kann,  oder  nur  i=-f  8  gesetzt  zu  ft^erden  braucht, 
und  aieo  nuf 

t/=69K^3tt 

sein  kann. 

Schllessen  tvir  nun  aus  ganz  ton  selbst  ersichtlichen  Grfin- 
den  die  Auflösung  ü  =  u  aus,  so  haben  «vir  die  folgende  Auf- 
lösung : 

Wenn 

0^311^2«,    2w^3ii^4«,    4«^  Sic  ^6«* 
ist,  so  ist  beziehungsweise: 
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4).   .   .     C7=:2»-3a<i     l7=4«-3«,     Dä6w— 3«; 
immer  aber  i«t: 

5) cos  17=  cosStf,    sin  C/s -^  ftinS»; 

folglich  nach  2): 

6) JC=acos3if,     F=:  ~  6sin3«. 

Es  giebt  also  aach  hier  nur  eine  der  Ellipse  und  Ihrem  Krfiro* 
roangskreise  gemeinschaftliche  Sehne. 


$.  4. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Sehne,  «reiche  der  Ellipse  und 
ihrem  Kriimmungskreise  in  dem  Punkte  (xy)  gemeinschaftlich  ist, 
durch  »\    so  ist  nach  1)  und  6): 

j«  =  (ar-  !:)•  +  (y—  F)«  =  aS(cosii— cos3«)«f  «•(sin  ti  +  An^)\ 

also,    weil: 

cosff  —  cosSti  :=  2sintfsin2ff> 
sintc  -f  sinStc  =  2  cos  tc  sin  2» 

ist: 

7) f«  =  4sln2ii«(«*8inii«+6«cosic«). 

Cm  den  Punkt  {jxy)  der  Ellipse  zu  bestimmen,  f&r  welchen 
die  gemeinschaftliche  Sehne  der  Ellipse  und  Ihres  KrQmmungs- 
kreises  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird«  mfissen  wir  die 
vorstehende  Gleichung  nach  u  differentiiren,  wodurch  wir  mittelst 
leichter  Kechnung  die  Gleichung: 
«\ 
«^  =:  4sin2tc!2  cos2ic(a*sintt*-h6*costi*) -|- (a*— 6^sin2iisintf  cosM) 

oder: 
8)...«^=2sin2«(4cös2ai(a«sintiH6*costt*)-|-(a>-6>)sin2ii«) 

erhalten. 

Da  nun  die  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und 
Minimums  die  Gleichung 
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ist»  so  giebt  dies  die  Gleichung: 

sinStf  |4cos2tt(a*sintt«+  6>cosflc*)  -|-  (a>— 6*)sin2ii*)  =  0^ 
welche  In  die  beiden  IjleiGhangen  x 

siD2ai=:0    und    4cos2tt(a*sin'tt*-f 6<costf<)-f (aS-6*)sin2ai*sO 
terfkllt. 

Die  Gleichung 

sin2n  =  0 

führte   vreon  k  eine  ganze  ZabI  bezeichnet ,    auf 
und  weil  nun  bekanntlicb 


o^M-^a*, 

folglicti 

0^2«^  4« 

bt,  so  ist: 

Hl. 

also: 

0  <  *«^4«, 
ifc=0,  1,  2.  3.  4; 

folglich: 

2k 

=  0,    jf,    2»,    3«,    4« 

und  daher: 

u  =  0,    i«,    «,    Jw,    2«; 
wo  es  aber  offenbar  genügt: 

zu  setzen.  Weil  nach  7)  für  sin2ii=0,  also  fiir  die  vorstehen- 
den Werthe  von  u,  offenbar  ^=0  wird,  die  gemeinschaftlicbe 
Sehne  also  verschwindet,  so  ist  dieselbe  för  die  vorstehenden 
Werthe  von  u  natürlich  ein  Minlninni,  wenigsteDs  als  ein  solches 
zu  betrachten. 

Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen,  nämlich  die  €rieichang : 

4  cos  2ii  {o«sin  «• + 6«cos  ««)  +  (a*  -  6*)  sin  2i««  =  0, 

kann  auf  folgende  Art  umgeformt  werden.    Bekanntlich  ist: 

2sintf*  =  1 — cos2u,    2costt*  =  1-f cos2ti; 
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was,  in  die  vorstehende  Gleichung  eingeführt,  die  folgende  Glei- 
chung giebt: 

2coe2u{a*+6«— (a«  — 6«)cos2i«|  +  (a«-6«)8in2tt«  =  0, 

folglich :  • 

2(a*  +  6«)cos^tt+  (a«  -  6«)  (sin  2««— 2  cos  2««)  =  0 

oder 

2(a*+Ä«)  cos  2a  +  (a«— 6«)  (1  — 3cos2tt«)  =  0, 

und   hieraus: 

3(a«  -6«)cos2w«— 2(a«+6«)cos2tt  =  o«— Ä«, 

oder: 

9) co8  2iia-3^^j^^co82tt  =  4. 

Lost  man  diese  Gleichung  wie   eine  quadratische  Gleichung  auf, 
80  erhält  man  nach  leichter  Rechnung  für  cos2tc  den  Ausdruck: 

a«  +  6«±2Va*-a*6«T6* 
10).    .    .   .    cos2ii  = 3(a^,^2) 

Um    nun   zu   entscheiden,    welches  Zeichen   in  diesem  Aus- 
drucke zu  nehmen  ist,    bemerken  wir  Folgendes. 

Die  Bedingung: 

a«  +  6«  +  2  yfa^'^äH^^^  = 
3(a2  — 6«)  <  ' 

fuhrt  nach  und  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen: 
fl«  +  Ä«  +  2  yfof^—aH^^b^  ^  3a«-36«, 

2Va*— a26«+^  ^  2(a«~26«), 

Va^T^«-.^«)^^*  ^  a«  — 26«: 

was  nur  möglich  ist,    wenn 

d«  — 26«>  0 

ist.    Dies  vorausgesetzt,   ist  nun  ferner: 

Theil  L.  6 


Digitized  by 


Google 


82  Grunerl:    lieber  die  gemeIntcItaftUeken  Seknen 

0^-3o«6«  +  36*, 

m 

0^— 36«(a«-6«), 
da  doch  bei  der  Ellipse  offenbar 

ist.    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  nicht 

a«  +  ^«  +  2VQ*-fl«6«+^  = 
3(a«-6«)  < 

sein  kann,    und  folglich 


1 


3(„a-.6«) 


>1 


sein,  also  in  der  Gleichung  10)  das  untere  Zeichen  genommen 
werden  muss. 

Dass 

immer  reell  ist,  braucht  wohl  nicht  noch  besonders  bemerkt  zu 
werden,  wobei  natGrIich  immer  stillschweigend  vorausgesetzt  wor- 
den ist,  dass  von  den  beiden  Halbaxen  a  und  6  der  Ellipse  die 
erste  die  grossere  sei  *). 

Wenn  wir  nun  auch  uns  überzeugt  haben,  dass  in  der  Glei- 
chung 10)  das  untere  Zeichen  genommen  werden  miisse,  so  fräfrt 
sich  nun  doch  noch,  ob  der  durch  dieses  Zeichen  gelieferte  Werth 
Ton  cos2tt,  absolut  genommen,  die  Einheit  nicht  übersteigt.  Das 
Prodnct  der  beiden  Werthe  von  cos2tc  in  10)  ist  aber: 

(o*  +  6y  —  4(a*— Q«6«  +  6^) 
9(a«-6«)« 


*)  Uebrigens  ist  natörlich  öberhaopt 
stets  positif,    weil 
ist. 
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Dnd  da  nan  nach  dem  Obigen  der  Werth 


3(o»— 6«) 
ood  Batürlich  positiv  ist,  so  ist  der  Werth 


>1 


g«  +  6«-2  Vo«— a«6«  +  6* 
3(««— 6«) 

negativ  und,  absolut  genommen ,  kleiner  als  die  Einheit.    Setzen 
wir  also,  wie  es  nach  dem  Vorhergebenden  erforderlich  ist: 

11).    .    .    .    co62u  = 3(„«_^«) . 

SO  wird    sich   der  Winkel  2tt  mittelst   dieser   Formel  immer   be- 
stimmen lassen. 

Mittelst  der  Formel 

sin  2tt*  =  I  —  cos  2tt* 
erhSit  man  hieraus  ferner  sehr  leicht: 

«•"-2« 9(a2_A2)a ' 

also: 

ION      •  o        .  2Vta*-4€i«6«+ÄH(aHÄ*)  V"a*-«*6H6^ 
li)    sin2i«=± 3(a*-6«) ' 

und  mittelst  der  Formeln : 

2co8tt*  =  l  +  co62i<,    2sintt*  =  1  —  cos  2« 
ergeben  sich  eben  so  leicht  aus  11)  die  Ausdrucke: 


13).    . 


\  ^^^"  = 3(a*-6*) ' 

]     .      ^        a*  — 26«  +  V  a*  —  «*6«  +  h^ 
(    «'""    =  3(a*^6*) 


Weil  bekanntlich 

0*^  u  "^  2;r,    also    0  ^  2«  T  4jr 

und  nach  dem  Obigen  cos2u  negativ  ist.   so  giebt  es  für  2u  vier 
zwischen  den  Gränzen 
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Hegende  Werthe,  so  dass  alsto,  wenn  wir  diese  vier  Wertbe  von 
2u  re^pective  durch  v,  Vi,  v^,  v^  bezeichnen: 

in;  <  t?    <  Ju, 

«  <  »I  <  in, 
4^  <  t?a  <  on, 
3^  <  «'s  <  5« 


ist*     Offenbar  ist  aber: 


und  es  kann  daher: 


also  : 


U) 


Vi  =  2«  — »>, 

2m  =  1?, 
2tt  =  27c-r, 
2ri  =  2»-|-t7, 
2tt  =:  4«  —  » ; 


tt  =  n  —  iv. 


\  ?«  =  2n — iv 

gesetzt  werden. 

Dass  die  durch  diese  vier  Werthe  von  u  bestimmten  Punkte 
der  Ellipse  in  derselben  ganz  symmetrisch  liegen,  so  dass  also 
in  diesen  vier  Punkten  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  Ellipse 
und  ihres  Kriimmungskreises  von  gleicher  Grosse  sind,  fällt  auf 
der  Stelle  in  die  Augen.  Auch  ist  klar,  dass  für  diese  vier 
Punkte  beziehungsweise  zu  setzen  ist: 

15) 


tos«=-+\   3(^«_^2) '    sinM=+\  3(a._6«) 5 
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3(^.i:p) '  «-nu--\        .     3(a^,^.)     ^    - 

Wir  flehen  nun  za  der  Entwickelung  des  zweiten  Differential- 
quotienten von   ti  über  und   nehmen  dabei  unseren    Auslauf  von 
der  Gleichung  8),  nämlich  von  der  Gleichung: 
*\ 
s  ^  =  28in2tt|4cos2«{a««ma«  f  6*cos««)  +  (««—6^ sin 2««}, 

welche  wir  so  diesem  Behuf  auf  die  folgende  Form  bringeo: 

'Fu 

=     4a*8in  2tt8in  u  (2  co8  2u  sin  ti  -f  8in2tf  cosu) 

-|- 46*  8in  2ti  C08  u  (2  C08  2u  C08  u  '  8in  2ti  sin  fi) 
=     4a*Mn2iisinti(2co8«*8infi  —  2  sin  »'4-2  sin»  cos«*) 

•f  46* sin 2« cosu (2 cos«' — 28inii^costf— 28int<*G08ti) 
:=     8a*sin2Msintt*(2cosM* — sinu*) 

+  86' sin  2«  cos  m*  (cos  m*  —  2  sin  «*) 
=     8a*8in2«sint«*(cos2tt  +  co8W*) 

+  86^sin2tccostt*(co8  2ii  —  ^in  i«*) 
=     8€i*sin  2«  sie  m*  (3  cos  m*  —  I)  +  86*  si  n  2ti  cos  ti*  ( 1  —  3  sin  «*). 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich  nun  leicht: 

d.8in2tt6intc* 


du 


=  2  cos  2fi  sin  tc*  -f  2  sin  2ti  sin  u  cos  u 


=  28intcsin3ti» 

d.8in2t«cosu*      «       o  «     o  •   o 

-K =  2co82Mcostt"— 2sin2ttCOSttsin»i 

=  2cosucos3fi, 

8(3co8tt*— 1)  ^  .  ^  .  ^ 

— ^ ^ =  —  ocostfsinu  :=  —  38in2u9 

8(l-.3sinii»)  ^  .  „  .  ^ 

-^ K =  —  osinucostt  =  —  3sin2ti; 

du 

und  es  ist  also  nach  dem  Obigen,  wie  man  sogleich  übersieht: 

'+f^J   =      a*8intitsin3t«(3costt«-l)-38in2tt8inM*cosiiJ 
-f  A*cosutcos3ti(l— Ssintt*)— 3sin2ficosu*8iott|. 


W^hi^ 
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Nun  Ist  aber  bekannttich : 

8in3u  =  sintt(3costt' — sintt*), 

cosStt  =  co8tt(co8tt' — SsiDtt^); 
also : 

sin3u(3costf* — 1)  —  3  sin  2»  «in  «^  cos  ti 

=  8int<t(3costt' — Sinti*)  (Scosu* — 1) — 6sintt*costi'} 

=  sintc|costt*(9cosu*~0sin{c*— 3)-|-sinte*} 

=  sintt{6costt*(1 — 38inu*)-f  sinu*), 

cos3u(l — Ssinu*)  —  3sin2uco6ti*8intt 
=  costit(cos2£* — 3sintt*)  (1 — 38ini«*)  —  ösioic'costt*! 
=  cos  u  t  cos  ti* — sin  u*  (9  cos  u^ — 9sln  t«*  +  3)  | 
=  costttcosii*  — 6sinM'(3costi* — l)i; 

toi  glich : 

■« A"^.0'' 

=     a*sinti*l6co8tt*(l  — 38intt*)  +  sinu*) 
+  6*costt*|68int«*(l  — 3cosa*)  +  cosm*|. 

Auf  folgende  Art  kann  man  noch  einen  anderen  bemerkens- 
uerthen  Ausdruck  dieser  Gleichung  finden. 

Es  ist: 

8in3u(3cosi/*—  1) — 38in2t<8inte*cosu 
=  (sin2f<cosi<  4-cos2risinti)(3cosu* — 1)  —  38in2ttsina*cosM 
=  3|8in2ucosu(costi* — sin«*)  +  cos2i<sinuco8tt*)  —  sinSu 
=  3  cos  2m  cos  u  (sin2tt-f  sin  u  cosu)  — -  sin  3» 
=  S  sin  2u  cos  2m  cosu — sin3tc 
:=  ^(9sin4ucost/~  4sin3ti), 

cos3ii(l  — 3sinM*)  —  3sin2ucosn*sintt 
=  (cos  2/1  cos  u  —  sin  2m  sin  ?i)  { I  —  3  sin  ti*)  —  3  sin  2m  cos  tt*sin  u 
=  cos37«  —  3 1  cos  2m  cos  M  sin  M^  +  sin2M8inM(cosM*  —  sinu*)! 
=  cos3m  — 3cos2MsinM(sinMCosti  +  sin  2m)  i 
=  cos  3m  —  S  sin  2m  cos  2m  sin  m 
=  J  (4  cos  3m  —  9  sin  4m  sin  m); 

folt^lich  : 

—      fi^  sin  M  (9  sin  4mcosm  —  4  sin  3m) 
—  6*  cos  M  (9  sin  4m  sin  M  — 4  cos  3m). 
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Fuhrt  man  nun  die  Werthe  13)  von  cosu'  und  sxntfl  eio,  so  er- 
halt man  nach  leichter  Rechnung: 

1  —  .3»inii'=r        


1 — 3c08tt*=  — 


und  dann  ersieht  sich  ferner  gleichfalls  durch  eine  keiner  Schivie- 
rigkeit  unterliegende  Rechnung: 

6co8»«(l— Ssinti«)  -K  sintc* 

_  7a*+3a*Ä«  +  2Ä4— (IIa«  +  b^  Va4-fl»6«  +  &^ 

ösin  tt*(l  — 3  CO«  II*)  -f  cos  «• 

""  3(a«--A«)* 

Also  ist  der  Werth,  welchen  die  Grr>sse 


1  ,  d^$ 


(?.)■'• 


und    folglich,     weil   der    Differentialquotient    ^    für    die   obigen 

Werthe    von    cos  u«   und   sin  u*    bekanntlich    verschwindet,    der 
Werth,    ivelchen  die  Grosse 

1    ?!l 
16'8ti* 

für  die  obigen  Werthe  von  cosu*  und  sinu«  erhSit: 


o  .     •  7fl4  +  3a«6«+2Ä*-(lla«  +  6«)V^a*-a«A«+6* 
«*«'»«*• 3(a«-6*)« 

+  Ä*cosu*. .'^/.>^A2,« 


3(a«— 6«)' 
oder,    vollständig  entwickelt: 


ä 


^  a^'-^lb^  +  Vn*~fl26«  +  6* 
301*— 6«) 

7fl*  +  3o*6*  +  26*  —  (IIa«  +  6*)  V^a*  -  a*/>*  +  6* 

X  3(^2—6*)* 

2a«— 6«^  V  fl*  -  a*6Mli* 
3(a«— 6«) 

2a*  +  3fl*6*  +  76*  -  (fl*  +1 16*)  V  g*— /i*6*  +  6* 
3(a«-6*)* 


X 
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Der  rationale  Theil  des  Zählers  dieses  Ausdracks  ist: 

a«(a«-26«)(7a*  +  3a«6a+264)— a*(lla2+6«)(a*— a«6«+6*) 

+  6«(2a*— 62)(2a*  +  3a*6«+76*)  +  6«(a«+ 1 16«)  (a*- a«6»+6*) 

oder: 

a*{a^^  26«)  (7a4+3a«6«+264) 

-  U(o*-6*)(a*-o«6«+6*), 
+  6«(2a«— 6«)(2a4+3a«6«+764) 

upd  folglFch,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnang  findet: 

oder : 

-  4(a*— Ä«)  (a*-  a26«  +  6*). 

Der  rationale  Factor   des  irrationalen  Theils  in  dem  Zähler  des 
obigen  Ausdrucks  ist: 

7a«  +  3a46«  f  2a%^  —  a«(a«-2Ä«)(na«  +  6«) 

— 2a46« — 3a«Ä*  —  76«  —  6«(2a«-  A«)  (a«  +  116«), 

also,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

-  4(a«  -  6«) +20a«6«(a«— 6«), 
oder: 

—  4(a«-6«)  (a* - 4a«62  +  6*), 

und  der  irrationale  Theil  des  Zählers  ist  folglich: 

—  4(a«— 6«)  (a*--4a*6«  +  6*)  ^a'^—aH'^'k^b^ 
Daher  ist  der  Zähler  des  ohigen  Ausdrucks: 

—  4  (a* — 6*)  (a*  -  a«6«  +  6«) 

—  4  (a«—  6«)  (a4  - 4a«6«  +  b^)  Vo*— a«6«  +  6* 
oder: 

— 4(a«— 6*)V^a*-a«6Hi;*.ta*— 4a«6«+6*+(a«+6«)Vo4— a«6«+6*}. 
Leicht  findet  man  nun : 

I  (««+6«)  Va* -  0*62+  6*|2— (a*-  4a*6«+6*)« 
==  (a«  +  6«)2(a4— a«6«  +  6*)  —  (a*  — 4a«62  +  6*)« 
=  9fl«Ä«(a*-2a«6«  +  6*)  =  9o«6«(a«  -  6«)«, 
so  dass  also 
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eioe  positive  Grosse,  und  daher  die  positive  Grosse 

(a«  +  6«)  V^a«— a*6«+M 
stets  grosser  als  der  absolute  Werth  von 

folglich 

o*— 4a«6«  +  A*  +  (a«  +  6«)  Va^-a^Ä^+Ä* 
stets  eine  ipositive,   daher 

— 4(a«-6«)V  o4— a«6«+64.  |  a*— *4a«6« + 6«+  (aH6«)Va4— a«6«+64 1 

stets  eine  negative  Grosse  ist  Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem 
Obigen,  sieht  man,  dass  für  die  obigen  Werthe  von  costi*  und 
sintf*  der  Werth  von 

1   ^ 

also    auch  der   Werth   von    ^-^»    negativ   ist,    wodurch   bekannt- 
lich  das  IVlaximum   bedingt  wird. 
Nach  7)  ist: 

««  =  4sin2t<^(a^sinu^  +  6*costi*), 
und  nach  13)  erhält  man  leicht: 

a*sin u*  +  6*cos a*  =  ^ 3/  ^-^tfl\ 

-  3  * 

folglich  ist,  wenn  man  der  Kärze  wegen: 

X  ja*-  4fl«6a  +  Ä*  +  («*+  6«)  V«*— a*6«  +  6*| 
setzt,    nach  12): 

*  -"27'(a*-6*)** 
Mittelst  leichter  Rechnung  erhält  man  aber: 
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Z  =     (a«  +  6*)  (2a«— 5a«6»  +  26*) 

+  2(a4-a«6»  +  6*)  V'a*— a»6«  +  i* 

=     (a«  +  6«)  (2o«  -  6«)  (a*-26«)  +  2  (o*  -  o«6«  +  **)! , 

und  es  ist  folglich: 

,  _  16  («»  +  6»)  (2a«  -  &«)  (g«  -  26«)  +  2  (o*—  a*b*  +  6*)i 
*  —27*  (a«-6«)» 

also : 

18) 

4      |(a«-f  &«)(2a«— ft«)  (a«— 26«)  +  2(a«— a«6«^  6«)i|t 


*  — 3V3'  a«  — 6» 


oder: 


W) 


*"-3V3'  a«  — 6« 

welches  also  die  grusste  gemelnschaniicbe  Sehne  der  Ellipse  und 
ihres  KrOmmungskreises  ist. 


in.    Die  Hyperbel. 

§.5. 

ROcksiehtlich  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen, 
deren  sehr  zi^'eckmässige  Anwendung  wir  in  diesem  Falle  zu  zei- 
gen beabsichtigen,  verweisen  \\\r  auf  unsere  Abhandlung  über 
diese  Functionen  in  Tbl.  XXXVIII.  Nr.  II.,  und  werden  uns  auch 
\\Wj  der  dort  gebraachten  Bezeichnung  bedienen,  weil  uns  die- 
selbe unter  allen  in  Vorschlag  gebrachten  Bezeichnungen  die 
)»equemste  zu  t^ein  scheint  *). 

Wenn  man  q>  von  —  oo  bis  -|-  ^  stetig  wachsen  lässt ,  so 
nimmt  bekanntlich  die  stets  positive  hyperbolische  Function  Cosq> 
zuerst  von  -|-  oo  bis  l  stetig  ab  und  dann  von  1  bis  -f  ^  stetig 
zu,  dagegen  wächst  die  hyperbolische  Function  Sing)  stetig  von 
—  QQ  bis  -|-  00  und  hat  immer  mit  q>  gleiches  Vorzeichen. 

Wenn  man  nun,  was  hier  hinreicht,  bloss  den  Zweig  der 
durch  die  Gleichung 


(0'-(Ü'=' 


*)  Die  hyperbolivchen  Sinas,  Cosinus  n.  s.  w.  beseichnen  wir  dorch 
Sin,  Cos,....;   die  cyclischen  durch  sin,  cos,.... 
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charakterieirten   Hyperbel   betrachtet,    ßr  welchen  die  x  positiv 
und  nicht  kleiner  als  a  sind,  so  kann  man,  n-eil  bekanntlich 

Costf«— Sini«*=  1 
i^t,   offenbar: 

—  =  Costf,     ?  =  Sintt; 
Q  0 

also: 

1) X  =  aCosu,    jy=:6Sinti 

setzen,  wo  für  nep:atiye  und  positive  u  immer  x  positiv,  dagegen 
y  beziehungsweise  negativ  und  positiv  ist. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Kriimmungskreises  der 
Hyperbel  in  dem  Punkte  (xy)  sind  bekanntlich: 

also  nach  ]): 

Cos  tt» , T —  Sin  «• ; 

a  0 

und  das  Quadrat  des  Krömmungshalbmessers  ist  also: 

(ri^  Cos  M»  -  a  Cos  «y  +  (-  ^^y^Sin  «»- 6  Sin tiV 

=  (^^^Costt^-aVcosu»  +  ^^^y^Sint««  +  6ySintt« 

_  (^^(Costt^-l)+6^Cosfi«\  ^^^^^^     (fl^Sinti^^^^Sintt^  +  l))  «         , 

(a«Sini£«+6«ro8f««)«^       ^  .  (a*Sintt«  +  6*Co8M«)«^.      . 
= 5 COSM*  +  r« Sin  li* 

—  "  iiVP- 

Tveil  nach  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen   bekanntlich 

CosM«— 1  =  Sin  II«,    SinM«+l  =  Cos«« 

ist;    folglich  ist  der  KrGmmungshalbmesser  selbst: 

(fl^Sinu«  +  6«Costt*): 
ah 
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Bezeichnen  wir  nun  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coor« 
dinaten  durch  X^  F,  so  ist  die  Gleichung  des  KrOmmuugskreises : 

.V  «•  +  *%  M^/v^?!i:^Q-  8X2  («*SinuH6»Costt*)3 
(X  -  — ^-  Cosu»)»  +  (?  +  — ^— Sin«»)«  = ^,^j 

Bezeichnen  aber  von  jetzt  an  X^  Y  die  Coordinaten  der  Dnrch- 
ficbnittspunkte  des  KrGmmungskreises  mit  der  Hyperbel,  so  kön- 
nen wir 

2) X=2aCo&U,     Y=bS\nü 

setzen  und  erhalten  daher  nach  dem  Vorhergehenden  zur  Bestim- 
mung von  V  die  Gleichung: 

(aCosl/-- ^-^Costt«)«+ (ASin[7+--^  Sinii»)» 
(agSintf*+6^Co6tty 

Da  nun  aber  der  durch  die  Coordinaten  1)  bestimmte  Punkt  ein 
der  Hyperbel  und  dem  Krummungskreise  gemeinschaftlicher  Punkt 
icit,  so  kann  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  u  für  £7  setzen, 
wodurch  man  die  Gleichung: 

(a  Cos  u  -  -^^  Cos  M«)«  +  (Ä  Sin  u  +  — y-  Sin  ic»)« 
(a«SinM«+6*CoPtt*)» 

erhält.  Durch  Subtraction  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
ergiebt  sich:    ^ 

a  (Cos  ^—  Cos  ti)  1  a  (Cos  [7+  Cos  m)  —  2  — ^  Cos  «» | 

+  6(Sin[7— Sint«)t6(Sin[7  +  SinM)  +  2— y-Sinii»| 

also  durch  Zerlegung  in  Factoren: 

a  Sin  4(17— M)  Sin  4(^-^M)  \ 


=  0, 


XtaCos4(l7— tt)Cos4(^-^t«) ^— Costi»! 

+6Sin  4(17— tt)  Cos  4(f7-^l«)^ 
X  |6Cos4(«^-tt)  Sin4(^+  m)  +  ^-Sinti») 


=  0, 


oder: 
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SiüHü-u)  i     («*+**)Sin4(l^+«)Co«i(rfii)Co8i{r-«)     J     ^ 
M  — (a«+»^[Sinl(r  +  u)Co8«»-Cosi(i;+ti)SinM»jj       ' 

and   folglich : 

\  -.[Siiii(£^+tt)Co8tt»-Co»i(Cr+tt)8iiii«»]  ) 
oder : 

Sini(U-u)  i  Sini(i;+a)Co8i(Z7+«)Co8[l(i;+«)-tt)]  1 
*  l-[Siii4(l^tM)Co8«»— Co«i(f/+ti)Slni.»]) 

also,   wie  man  leicht  fibersieht; 

S\nl(ü-u)i     Sini(f/+«)Cos«[Cosi(r+«)«-Co8««]     l 
■  l  — Co84(F+«)Sin«[Sioi(ü+t«)>— SiDi*«]  ) 

oder: 

S\nl(ü'-u)i     Siii4(Wti)Cost£[CosJ(f7+«)»-Co8tt*J     ^^ 
(  -Co8i(l/+ti)Sinii[Co8i([7+tt)«-Co8t««]  I 

also,    ireil 

Sin4(^  +  tt)Cost«-Co8j(f7  +  ti)Sini«  =  S\ni{ü-n) 
ist: 

Sini(£7-«)*tCo8i(l/+?i)«--Co8ii«|  =  0, 

und  folglich»   weil 

C08j([7+tl)«— C08tt« 

=  tC08i(£r+tt)-C0Stll|C08i([7+M)  +  C08tt| 

=       2SiDiU(^+tt)-«|SiDili(f7+ti)+tt| 

x2Co8i{4(f7  +  tt)-i«}Cos4li;[7+M)  +  tt| 

=        Sint4(f7  +  ti)-M|Siii{i(£/+t«)  +  ttl 

=       S!n4(f/-t«)Sin4(f/-f-3ti) 
ist : 

3) Sin4(l/-.«)3  8in4(f7  +  3tt)  =  0. 

Diese  Gleichung  zerföllt  in  die  beiden  Gleichungen: 

Sin4(f7— tt)  =  0    ond     Sin  J(f7+  3«)  ==  0. 

Weil  nun,  wie  wir  schon  bemerkt  haben,  die  hyperbolische 
Function  Sin  9  yon  — oo  bis  +<»  stetig  wächst,  wenn  man  q>  von 


41 

Digitized  by  VjOOQIC 


•  T»l?»^  « 


ft4  Grunert:    lieber  die  gemeinschaftlichen  Sehnen 

—  ac  bis  -|- oc  stetig  ivachsen  lässt,  aod  daher  Sin<p  nur  einmal, 
nämlich,  wie  die  Formel 

«'•'''  =  f+TX3+Ä+rr7+- 

%eigt,  für  9>  =  0,  verschwindet,  so  folgt  aus  Sin  9  =  0  immer 
qcr  =  0^  und  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  ergiebt  sich  also 
beziebungsweise : 

J(r7— u)=:0    und    i(C7+3tt)  =  0. 
fotglicb : 

ü  — 1<  =  0    und     ü  +  3tt  =  0. 
alMo: 

t7  =  tc    und     C7  =  -  3ti. 

Schliessen  wir  nun  aus  bekannten  Gründen  wie  Qruher  bei 
der  Klipse  auch  hier  bei  der  Hyperbel  die  Auflösung  C7  =  U 
aus,  so  behalten  wir  nur  die  eine  Auflosung: 

4) ü  =  — 3tt, 

wo  dann  nach  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen  immer: 

6).   .   .   .     Cosü=Cos3m,    Sin  t7  =  — Sin3ti; 
folgiich  nach  2): 

6) JC=aCos3ti,     F=:— 6Sin3?i. 

Es  giebt  also  auch  hier  nur  eine  der  Hyperpel  und  ihrem 
krfimmungskreise  gemeinschaftliche  Sehne. 

§.6. 

Bezeichnen  wir  die  Sehne,  welche  der  Hyperbel  und  ihrem 
l^rümmungskreise  in  dem  Punkte  {xy)  gemeinschaftlich  ist,  durch 
f;   so  ist  nach  1)  und  6): 

t«  =  (x— JC)«  +  (y— F)«  =  a«(Costt  — Cos3u)«+6«(Sint<  +  Sin3w)*, 

also,   weil: 

Costi  — Cos3tf  =  — 2SinttSin2tf, 
Sinti  4-Sin3tt  =s       2CosttSin2tt 
ist: 

7) j^  =  4Sin2M«(o«SinM«+A«Co8ti«). 

Um  den  Punkt  {xy)  der  Hyperbel  zu  bestimmen,  für  welchen 
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die  gemeinschaftliche  Sehne  der  Hyperbel  und  ihre^  Krümmungs- 
krelses  ein  Maxlmara  oder  Minimum  ist,  bemerken  wir  zuerst 
Folgendes. 

Bekanntlich  i8t: 


Sing) 


also: 


folglich  : 


und 


""         2 

—  f      1.0s  fp 

""         2 

dSiiiy 

e9  +  6-9 
=         2         = 

=  CoSg[7, 

d€os<p 

89     = 

=        2        = 

=  Sincp; 

d^Sing) 
89«     • 

_  d€o8q> 
""      89      "" 

Sintp, 

S'Sinip 
898     • 

_8Sin<p  _ 
""89 

Cos  9, 

8*  Sin  q> 

8  Cos  9) 
U.   s.  w. 

Sin  9, 

8«Cos«p 
89* 

_8Sing>_ 

"~      89     "*" 

Cos  9, 

8Cos<p 

~"     8<;p     •" 

Sin  9», 

84  Cos  g) 

8Sin9 

dq> 

Cos  9, 

u.  s.  w., 


also    ist : 


8)  . .  . 


8«"  Sing)       _  8««+iSing)       ^, 

8«"  Cos  9      ^  8««+»Cos9      ^. 

Mit  Rflcksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  7)  durch 
Differentiation  leicht: 

#\ 
,  ~ = 4Sin2ti  { 2Cos2t<(a«Sinu« + 6«Cos?i*) + (««+**)  Sin  2» Sin  ti  Cos  u  I 

oder :    * 
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9) 
*g^=2Sin2ut4Co82tt(a«Sintt«  +  6«Co8tt«)  +  (aH6«)Siii2ii«|, 

lind  als  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und  Mini- 
mums erhalten  wir  also  wieder  die  Gleichung: 

Sin2tf|4Co82tc(a<Sintf<4-  A^Costc^ -F  (a«'h6<)Sin2ti<}  =  0, 
welche  in  die  zwei  Gleichungen: 

Sin2tt  =  0    und    4Cos2tt(a«Sin««-^A«Co8tt<)+(aHA^Sin2tt«r=0 
serftllt. 

Aus  der  Gleichung 

Sin2ti  =  0 

ergiebt  sich  aus  den  schon  ohen  angegebenen  Gründen: 

2tt=0,    also  tt  =  0, 

und  daher  i=0  nach  der  Gleichung  7),  welcher  Werth  von  $  wie 
bei  der  Ellipse  auch  hier  als  ein  Minimum  aufzufassen  ist. 

Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen,  nSmIich  die  Gleichung: 

4Cos2tt(a«Sinti«  +  6«Costi«)  +  (a«+6«)Sin.2tt«  =  0, 

kann  auf  folgende  Art  umgeformt  werden.    Bekanntlich  ist : 

2Sintc<  ==  Co82ti—  I,    2Costt«  =  Cos  2«  +  1; 

was,  in  die  vorstehende  Gleichung  eingeführt,  die  folgende  Glei- 
chung giebt: 

2Cos2ti{(a«  +  6«)Cos2ii  -  (a*— 6«)|  +  (a«+6«)Sin2tt«  =  0, 

folglich : 

2(o«  — 6«)Co82u— (a«  +  6«)(Sin2tt«  +  2Cos2tt«)  =  0 

oder : 

2(a«— A«)Co8  2ii  — (a*+6«)  (3Cos2i4«— I)  =  0, 

und  hieraus: 

3(a«  +  6«)Cos2tt*-2(a«— 6«)  Cos 2«  =  0«  +  *«, 

oder: 


10).  .  ■    .   .     Co.2««-^-j;*:j.*ijCo82«  =  i. 
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L58t  man  diese  Gleichang  wie  eine  quadratische  Gleichung 
auf,  80  erhSit  man  nach  leichter  Rechnung  für  CosStc  den  Ausdruck: 

II).   .   .   .  Cos2tt= 3(a»  +  6«) ' 

wo  es  sich  nan  wieder  frigt,  welches  Zeichen  In  diesem  Aus- 
droeke  za  nehmen  ist,  was  auf  folgende  Art  entschieden  wer- 
den kann. 

Die  Bedingung 

g«— 6« +2  V  g*  +  a«A«  +  M  =  . 
3(oH*«)  < 

fahrt  nach  und  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen: 
a*—b*  +  2  Vp«+a»*«+&*  ^  3a«  +  36«, 


2Vo«  +  a«6«  +  6«  -^  2(o«  +  2Ä«), 

V  o*+a«««+Ä4  ^  o«  +  26«, 
a*  +  a«6«  +  ft«  ^  o«  +  40*6«  +  4Ä*, 
0^3*«(o«  +  6«), 
welche  Bedingung  immer  erfflit  ist,  so  dass  also  stets 

a«_6«.t.2Va«  +  a^«4Ä*  =  ^ 
S(a«+Ä*)  <' 

ist.     Offenbar  ist  aber  in  der  Bedingung 

0^3*«(o«+6«) 

nur    das  untere  Zeichen   statthaft,    insofern   a,  6  als  nicht  ver- 
schwindend angefnommen  werden,  und  daher  immer: 

aa-6«.t.2V^a*.fa«6«  +  ä*  ^^ 
3(a«+6«)  '^ 

Die  Bedingung 

a«-6«— 2  V  «>«  +  a«6«  +  6«  = 
3(o«  +  6«)  <' 

fährt  nach  dnd  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen: 
Tkail  L.  7 
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o«_  6«— 2  Vo«  +  o«6*  +  64  —  3o«  +  36*. 


-  2  Va4  +  ««6«  +  6«  ^  2(fl«+26«), 

weiche  BedingaDg  wieder  immer  erffliit  ist,  so  dass  also  stets 

3(o«+6«)  < ' 

ist    Offenbar  ist  aber  in  der  Bedingung 


—  ^/a*-^äV>*  +  *♦  :^  a*+26« 

nur  das  untere  Zeichen  statthaft,  insofern  a,  b  als  flicht  verschwin- 
dend angenommen  werden,  nnd  daher  immer: 

g«— &«— 2Vg*-t-a^»4  6*  ^  . 
3(o»+6«)  ^  *' 

Es  erhellet  also,  dass  stets 

3(a«+««)  "^' 

Ut. 

Das  Prodact  der  Zihler  dieser  beiden  Werthe  ist: 

(o«— 6«)«-  4(a«  +  a*b*  +  b*)  =  —  3(o«  +6«)», 

ond  daher  stets  negativ,   woraus  sich  ergiebt,    dass  die  beiden 
obigen  Werthe  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.    Die  Differenz 

3(o«+6«)  3(o*+««) 

dieser  beiden  Werthe  ist 

A^tfi^aVi*^b* 
3(o»+6«)       * 
also  positiv,   folglich 


3(^jq:65) «"""'  *'•  3(««+*«) ' 

woraus  sich,  in  Verbiodang  mit  dem  Obigen ,  ergiebt,  dass 

3(a»  +  6«) 
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ö*  +  a«Ä«  +  A*  ^  4a«  +  4««6*  +  6*, 

welche  BediDgilfig,  and  also  aacb  die  Bedingung 


2Vc«  +  a*6^  +  A«-(o«-A»)  =  ^ 
3(a«+6»)  >    ' 

oie  erfflllt  i«t,    so  dass  also   der  absolate  Werth   der  negativen 
Gr5sse 


o«— A«— 2Va«^-Q^A»^^&« 

3(a«  +  6«) 

imniet  kleiner  als  die  Einheit  ist 

Uleraas  ergiebt  sich  also,  dass  der  Werth 

qf  ^  /^2  f  2  V  fl«  +  aH^Tö^ 
3(a«  +  6«) 
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positiv  y  dagegen 

a«-&t,,2Va«>a«A»  +  A«  ^ 

3(a«+A«)  I 

negativ  ist.  C^ 

jj 
Dabmr  ist 

3(aHA*) 
positiv  und  iileiner  ab  die  Einlieit;  dagegen  ist 

3(a«  +  «») 

negativ  nnd  also  natfirlicb  anch  kleiner  als  die  Einheit.    Di«  Be- 
dingODg 

2Va«.fa^«.f  »«-  (g«— &«)  —  . 
3(««  +  ««)  >' 

fahrt  nach  und  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen: 
2  Va*+o«6»+6«-(o«-6«)  =  3a«  +  36«, 
2  V««  +  a«6«+6*  =  2(2a« +6«), 
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positiv  und  kleiner  als  die  Einheit,  dagegen  der  Werth 

3(a*+6«) 

negativ  und,  absolut  genommen,  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Weil  nun  nach  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen 
Cos'itt  stets  positiv  und  niemals  kleiner  als  die  Einheit  ist,  so 
sieht  man,  dass  mittelst  der  Gleichung  11)  die  Grosse  2tt,  also 
auch  die  Grosse  te,  nicht  bestimmt  werden  kann,  es  also  ein 
Maximum  der  gemeinschaftlichen  Sehnen  der  Hyperbel  und  ihres 
Krummungskreises  nicht  giebt. 

Ich  habe  diese  Rechnung,  weil  dieselbe  mir  lehrreich  schien, 
in  der  obigen  Weise  hier  voilst&ndig  durchgeffihrt ;  in  der  That 
ergiebt  sich  aber  das  vorher  gefundene  Resultat  auch  unmittelbar 
aus  der  in  7)  gefundenen  Formel: 

««  t=  4Sin2ti«(a«Sintt«  +  Ä«Costt«). 

Denn  aus  den  aus  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen 
bekannten  Formeln  : 

Sing)  -r  +  l.2.3+I....6  +  l....7+    •• 

ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  man  ti  von  Null  an  bis 
-f  00  oder  — od  respective  zunehmen  oder  abnehmen  lässt,  die 
Grossen  Sinn*  und  Costc*  respective  von  0  und  1  an  io*s  Unend- 
liche wachsen,  so  wie  auch  Sin2ti*  unter  derselben  Voraussetsung 
von  0  an  in's  Unendliche  wächst;  daher  wird  nach  dem  obigen 
Ausdruck  von  s^  auch  s  offenbar  von  0  an  In's  Unendliche  wach- 
sen, wenn  u  von  0  an  bis  -|-oo  oder  — oo  in's  Unendliche  respec- 
tive zunimmt  oder  al^nimmt. 

Ich  wiederhole,  dass  die  von  mir  im  Vorhergehenden  gemachte 
Anwendung  der  hyperbolischen  Functionen  mir  sehr  geei.^net 
scheint, -diese  Functionen  zu  weiterer  und  allgemeinerer  Anwendung 
zu  empfehlen.  Daher  sind  auch  die  BemOhungen  verschiedener 
Mathematiker,  —  namentlich  der  Herren  Gronau  in  Danzig, 
Uofiel  in  Bordeaux,  Fort!  in  Pisa,  —  möglichst  vollständige 
und  zugleich  bequeme  Tafeln  dieser  wichtigen  Functionen  zu 
publiciren,  wiederholt  als  In  jeder  Beziehung  hOchst  verdienst- 
liehe  anzuerkennen;  so  viel  zu  meiner  Ken ntniss  gelangt  ist,  be- 
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reitet  Herr  A.  Forti  eine  neue  Ausgabe  seiner  grossen  Tafeln 
vor,  deren  erste  Aasgabe  unter  dem  Titel:  »^Tavole  det  Lo- 
garitmi  delle  funzioni  circolari  ed  iperbolicbe,  costruite 
dal  Dottore  Ani^elo  Fort!»  Professore  di  Algebra  e 
Trigonoinetria  nel  R.  Liceo  di  Pisa»  e  precedute  da 
una  sua  descrizione  intorno  la  loro  costruzione  e  il 
loro  uso  non  che  dalla  storia  e  teoria  delle  funzioni 
wtesse  del  Prof.  Commeudatore  O.  F.  Bfosflottl,  Sena- 
tore  del  Regno  d'Italia.  Pisa,  Tipografia  Nistri.  1863. 
4^.  **  erschienen  ist ;  so  bald  über  diese  neue  Ausgabe  etwas  Wel* 
teres  zn  meiner  Kenntniss  gelangt,  wird  darüber  im  Literari- 
schen Bericht  des  Archivs  berichtet  werden.  —  Die  kürzeren 
Tafeln  des  Herrn  Hoüel  finden  sich  in  dem  recht  sehr  zu  empfeh- 
lenden „Recueil  de  Formules  et'de  Tables  num^rlqnes, 
par  X  HoHel,  Professeur  de  Mathömatiques  pures  k 
la  Facult^  des  Sciences  de  Bordeaux.  Paris.  1866. 
N®.  XIV.  pag.  36  —  pag.  55. '<  —  Die  Tafeln  des  Herrn  Gro- 
nau können  in  Deutschland  als  allgemein  bekannt  voransgeset^ 
werden.  —  Ich  habe  diese  Gelegenheit  gern  ergriffen,  um  auf 
alle  diese  sehr  verdienstlichen  Arbeiten  von  Neuem  aufmerksam 
zu  machen. 


Nachtrag. 

Wenn  wir  den  Halbmesser  der  Ellipse,  welcher  der  Berüh- 
renden in  dem  durch  den  Winkel  u  bestimmten  Punkte  der  Ellipse 
parallel  ist,  durch  12  bezeichnen,  so  ist  bekanntlich*): 

1) Ä*  =  a*sintt*+6*costi*. 

Weil  nun  nach  §.  4.  7),    wenn  $  die  gemelnschafUiche  Sehne  In 
dem  io  Rede  stehenden  Punkte  bezeichnet: 

<*  =  4sin2ti*(a*sintc<-|-6*cos?i*) 
ist,    so  ist: 

2) «•  =  4Ä«sin2tt«. 

Aus  der  Gleichung  1)  folgt: 

a« -.(«!-.  61)  cos  ti«=  (a«-6«)sinti«  +  6«  =  Ä«, 

also:     ^ 


•)  M.  «.  meine  Abhandlung  in  Tbl.  XXIV.  No.  XXIX.  S.  379 
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felglich: 

.  „  •      ...        •      4(o«-Ä«)(Ä»-ft«) 
8in2i(* ^  4sintt*CMt(*  = .  «—&«)» ' 

Qod  daher  nach  2): 

16IZ«(««~JP)(iZ«-6«) 
^> *^=  (a»-6«)« 

Ffir  die  grüaate  gemeinachafUiche  Seboe  ist  nach  §.  4.  15): 


cos« 


Bin 


3(a«— 6«) 

"  —  *  3(a«— 6«)  ' 

2fl«_6«_V«*-o«6«+*« 
cos««  = 3(„._A., • 

*'""•  = 3(a«-^*) 

und  folglich: 

o«sma«+*«costi«  = 3(o*-6«) ' 

also  nach  I)  fSr  die  grSsste  gemeinschaftliche  Sehne: 

4) ä"  =  5 t 

daher : 
5).   .   .  j; _- ^a'  +  ft»  +  ^«*- g»*'"?^ 

Hiemach  ist  also: 

R«= 5 , 

.      «      2a«— 6«  -  V  «•  -  fl«6«  -M* 

O»  —  Ä*  =  5 » 


_,     ^,      a«-26«+Vo4-fl«6«  +  6*. 
Ä* — b*  = ö » 
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foigüeh  nach  3),  wenn  jetst  «  die  grosste  gemeinscbaftlicbe  Sehne 
bezeichnet : 

6) 

,_  j X  (g«— 26«4- V  g^  — o*^*  +  ^*)  ^ 

*   ""  27  (a«- 6*)« 

Diese  Bemerkungen ,  welche  ich  hier  nicht  weiter  ansffihrett 
will,  gehören  im  Wesentlichen  Herrn  J.J.Walker,  M.  A.  in 
„The  Educational  Times.  Vol.  XXII.  April  1,1869.  p.  21. 
No.  2869/'  —  Man  sieht,  dass  seine  Formeln  sich  sehr  leicht 
aus  den  von  mir  im  Obigen  entwickelten  Formeln  ergeben. 


VI. 

Bemerkungen  über  einen  im  Archiv  besprochenen 
Lehrsatz. 

Von 

Herrn  Professor  C.  A,  Breischneider 

SU  Gotha. 


Der  von  Herrn  Professor  Fashender  in  Thorn  gefundene, 
von  dem  Lehrer  Herrn  M.  Cartze  am  dortigen  Gymnasium  (m.  s. 
Tbl.  XLVIII.  S.  471.)  mitgetheilte  und  auf  verschiedene  Arten  von 
dem  Herausgeber  des  Archivs  In  Tbl.  XLVHl.  S.  474.^  von 
Herrn  Professor  Fasbender  in  Tbl.  XLIX.  S.  115.  und  Herrn 
Professor  P.  Hackel  in  Böhmisch-Leipa  in  Tbl. XLIX. IS. 346, 
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bewiesene  8at2  bildet  ottr  einen  epecielien  Fall  dee  folgeoden 
«reit  allgemeineren  *) : 

Die  Winkel»  welche  drei  aus  den  Spitsen  eines 
Dreieckes  nach  den  Gegenseiten  gezogene  Transver- 
salen mit  letzteren,  nach  einerlei  Richtung  bin  ge- 
nommen,  bilden»  haben  stets  die  Eigenschaft»  dass 
die  Summe  ihrer  Cotangenten  gleich  Null  ist»  wenn 
die  in  den  Scheiteln  dieser  Winkel  auf  die  Seiten  er- 
richteten Lothe  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Der  Beweis  wird  ganz  einfach  auf  folgende  Weise  geführt. 
Es  sei  (Taf.V.Fig.  1.)  ABC  ein  beliebiges  Dreieck»  in  welchem 
die  Transversalen  AD,  BE,  CF  aus  den  Spitzen  nach  den  Ge- 
genseiten gezogen  sind.    Man  setze: 

BC=a;  BD=a=aa;  DC—a„  =  aja;  ^ADBr=D;  AD^d 
CA^b\  CE=b,r=:ßb;  EA=b,,=zßfi;  ^BEC-E;  BE=e 
AB=c;    AF=::Cj=:yc;    FB^c„^y,c\    ^CFA=F%   CF  =f 

80  hat  man : 

dcoaD  =  a,  —  ccosß  =  bcoaC — a,^, 
dsinD  =  csinB  =  6sinC; 


also : 


cot/>=  — r^— cotÄsrcotC- 


csin  B  6sin  C 

Bildet  man   hiernach  die  entsprechenden   Werthe   ßir  cot  iE  und 
cotF  und  addirt  die  sftronitlichen  Gleichungen ,    so  ergiebt  sich: 

cotJ9  +  cot£+cotF==:^^^i^^^^t^_(cotil+cotß+cotC)    (1) 

^Ccot^+cotg+cotO-^^^-^y^^--    (2) 

Ausdrücke»  denen  man  leicht  auch  noch  die  folgenden  anschliesst: 


•)  Auch   meine  Ableitung  in  ThI.  XLVIII.  S.  4r4.  bernhet  auf  allge- 
meineren Betrachtungen. 
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cot£>+cot£+cotF=(a  +  |5  +  y— l)(cotil  +  cotß+cotC) 

—  («cot  A  +  /Jcot  B  +  ycot  C) 
=  (l— a,-/J,  — yJOßotyl  +  cotÄ+cotC) 

+  («,cot2l+/J,cotÄ+y,cotC), 

U{aeoiD  +  ßcoiE  f  ycotF) 
4^/(a,  cot  D+p,  cot  £4-y,cot  F) 

cot  il cot  D  4-  cot^cotf;  -f  cot  CcotF 

gg^cot^  +  bbfCotB  +  cc^  cot  C 

—  2^  ■ 

-      gg^cot  A  +  M„  cot  B  +  cc^,  cot  C 

_  (a,«--g,»)cotJ-KA,« -  &, «) cotÄ  +  (c*— c, *) cot C 

Diese  letzten  Formeln  ergeben  «ich  anmittelbar  aus  den  Werthen : 

cotZ^  =  a.cot  J"  — acot^'  =  «cotC'-a.cotÄ 

u.  8.  w.,  in  denen  A'  and  A"  die  den  Strecken  a,  und  g^^  gegen- 
Qberliegenden  Abschnitte  des  Winkels  A  bedeuten.  * 

Die  Gleichung  (3)  enthält  den  im  Eingänge  ausgesprochenen 
Lehrsatz  unmittelbar.  Denn  ßillt  man  aus  einem  beliebigen  Punkte 
der  Dreiecksfläche  Lothe  auf  die  Seiten  der  Figur,  welche  auf 
denselben  die  Abschnitte  fijO^b^b^^CjC^  erzeugen,  so  ist  stets 

«,•  + 6,«  fc,«  =  a„« +  «„«  +  «,«. 

Es  werden  daher  nicht  nur  die  drei  sogenannten  Schwerlinien, 
welche  die  Dreiecksseiten  halbiren,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass 
cotZ> -l-cotf-l-cotF^  0  ist,  sondern  eben  ^  so  die  drei  Transver- 
salen, die  nach  den  Berfihrungspunkten  des  dem  Dreiecke  ein- 
geschriebenen Kreises,  ingleichen  die  nach  den  BerQhrungspnnk- 
ten  der  drei  angeschriebenen  Kreise  gezogen  werden.  FCIr  die 
Scbwerlinien  hat  man  ausser  der  Relation 

0  =  cotJ9-|-cot£;4-cotF 
auch   noch: 

0  =:  cot  J  cot  D  -f  cot  ßcot  £  -I-  cot  Ccot  F. 
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Aodera  Ff)l^«ruiigen,  die  man  aus  den  angegebenen  Ausdrücken 
ableiten  kann,  indem  man  s.  B.  a  =  ß  =  y  oder  of  j?-f /=  I  u.s.  w. 
setzt,  übergehe  ich  der  Körze  halber.  Dagegen  bemerke  ich  noch 
die  fulgende  Ertreiterung  des  oben  angefahrten  Satzes  von  den 
aus  einem  Punkte  auf  die  Dreiecksseiten  geföllten  Lotheo,  da 
mir  derselbe  in  Lehrbächern  und  Zeitschriften  noch  nicht  begeg- 
net ist: 

Zieht  man  von  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Dreiecks  drei  Gerade  nach  dessen  Seiten,  so  dass  sie 
mit  letzteren,  nach  derselben  Richtung  genommen» 
Winkel  von  gleicher  Grösse  =9)  bilden,  so  ist  stets 
(Taf.  V.  Fig.  II): 

a»,  +  Ä»+c,«— 4z/cotip  =  a,*  +  A,*+0. 

Der  Satz  schliesst  sich,  vrie  man  sofort  sieht,  unmittelbar  an 
«Ine  Reihe  von  Sätzen  an  über  drei  Kreise,  die  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  und  flQhrt  zu  mancherlei  einfachen  Folgerun- 
gen,  die  theile  längst  bekannt,  theils  aber  auch  neu,  wenigstens 
von  dem  vorliegenden  Gesichtspunkt  aus  noch  nicht  betrachtet 
worden  sind. 


Der  auT  Seite  '237  des  49sten  Bandes  des  Archivs  mitgetheilte 
Satz  von  Walker,  —  die  Bestimmung  des  Quadrates  der 
dritten  Diagonale  eines  Trapezoides  aus  den  Strecken, 
in  ivelche  sich  beide  Diagonalen  der  Figur  theilen, 
und  aus  dem  Scbnittwinkel  der  Diagonalen;  — >  ist  von 
mir  faereita  vor  2^2  Jahren  gefunden  worden  und  im  2ten  Bande 
des  Archivs  ».  24'>  fast  mit  denselben  Buchstaben,  die  Walker 
gebraucht,   zu  lesen. 

C.  A.  Br. 


Vorstehendes  war  von  mir  unbeachtet  geblieben  und  ich  danke 
Herrn  Professor  Bretschneider  recht  sehr  für  seine  Beroer» 
kung.  Der  Satz  erscheint  a.  a.  O.  aber  in  Verbindung  mit  vielen 
anderen  Sätzen,  and  er  konnte  daher  hier  wohl  als  eine  iso- 
lirte  oder  für  sich  bestehende  Uebungeaufgabe  benutzt  werden. 

G. 
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VII. 

^eber  einen  Satz  von\  sphärischen  Dreieck. 

Von 

Herrn  Franz  Vnferdinger^ 

Lehrer  der  Mathematik   an  der  öffentlichen  OberreaUchnle  am  hohen 
Markt  in  Wies. 


Sind  In  der  gevTrihnlichen  Bezeichnung  a,  b,  c  die  drei  Sei- 
ten eine«  sphSrischen  Dreieckes  ABC,  so  ist  bekanntlich] 


ctg  #1. sin  A  ,         ^ 

^^^  =     ^;»r co«6.ctgC» 


sinC 

^      ctg  6.  sine 
cfg^= —    .     -| COSC.Ctgil» 

M.    ^      ctgc.sin«  ^    _, 

ctgC=:      '^^.p^ cosa.ctgB. 

Bezeichnet  man  mit  u,  ß,  y  die  drei  Winkel  il^'A,  iBA'C, 
CC'A,  welche  die  seitenhalbirenden  Transversalen  mit  den  Sei- 
ten des  Dreieckes  einschliessen ,  so  ist  nach  der  citirten  Glel- 
chnng  auch: 

ctgc.sinla  ,       .    » 

ctga  =  — ^TJjy cos^a.ctg^, 

.    «      ctga.sinlÄ  _,  _ 


ctgA.sinlc  ,       ,     . 

^*8y  =     %;n  A coslc.ctg  J. 


sin^l 

Moltiplicirt  man  diese  drei  Gleichangen  der  Ordnung  nach  mit 
2cosia,  2coBib,  2oosle  und  addirt,  so  folgt  mit  ROcksicht  auf 
die  Torhergebenden ) 
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2(co8ia.ctga  -f  cos^^.ctg/?  -|-  cosic.ctgy) 
=     ctgA  +  cosA.ctgC—  ctg^(l  +  cosa) 
+  ctgB+  eoBc.cigA  —ctg  C(l  +  cos*) 
+  ctg  C  +  cosa.ctg^ —  ctg  ^(1  +  cosc) 


oder 


cos^a.ctga  4- cosl^.ctg/J-t-cosic.ctgy  =  0. 


FCIr   das  ebene  Dreieck  verwaodelt  sich  diese  Gleichung  in 
folgende : 

ctga  +  ctg/J  +  ctgy  =  0, 

welche  Herr  Fasbender  im  49.  Theil  dieses  Archivs  S.  115.  be- 
wiesen hat. 

Bezeichnen  x,  y,  %  dieselben  drei  Winkel  för  die  winkelhal- 
birenden  Transversalen ,  so  gelten  folgende  Gleichaugen: 

cos  il  =  sin  ^  sin  Ccos  a  —  cos  ^cos  Cy 
cos  ^  =  sin  il  sin  C  cos  6 — cos  A  cos  C» 
cos  C  =  sin  A  sin  Bcoh  c — cos  A  cos  B ; 

cos  as  =  sin  ^A  sin  B  —  cos  ^A  cos  B, 
cos^  =  sin  ^i?  sin  C — cos  ^J?  cos  C,- 
cosz  s=  sin^Csinil — cosICcos^l. 

Mnitiplicirt  man  die  letzten  drei  der  Ordnung  nach  mit  2eo8^A, 
2cosiB,  2  cos  IC  und  addirt,  so  folgt  mit  RScksicht  auf  die  ersten 
nach  kurzer  Rechnung: 

cosi^cos^o?  -f  cos^Bcos^y  -f  cos^Ccoslz  =  0, 

welches  Resultat  unverändert  auch  für  das  ebene  Dreieck  giltig  ist. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Vrbitngsatifgabeu  für  Schäler,  109 

VIII. 

Uebungsaufgaben  für  Schuler. 


Wenn  ABCD  (Taf.  V.  Fig.  VII.)  ein  Trapez  mit  den  paralle- 
len Seiten  AB  und  CD  ist  und  AC  und  BD  dessen  Diagonalen 
sind,  so  ist  sehr  leicht  zn  beweisen,  dass 

ist. 

E  Mor^n,  eler  Tid  Örebro  elem.« 
Iftroyerk  (Tidskrift  fOr  Matema- 
tik  och  Fysik.  Janoari  1869. 
pag.  15.) 


1.  Aas  den  Gleichungen: 

fisino?  =  rsiuy,     /if  cos2a;cosy  =  rcosa;cos3y 
die  Grossen  x  und  y  zu,  bestimmen. 

2.  Die  Gleichungen: 

x^-y  —  Z^-v,    if+t  =  3— e,    ar«  +  y«— ««—««  =  6, 

aafsuldsen. 

Lektor  Lindman  (Tidskrift  fOr 
Matematik  och  Fjsik.  Jano- 
ari  1869.    pag.  11.) 

V      . — 

Zu  beweisen,  dass,  wenn  die  Zahlen  a,  6,  c  die  Seiten  eines 
Dreiecks  sind,  immer 

|(a  +  6  +  c)(a«  +  6«+c«)  >  a»+6»  hc»  +  3aÄc 

ist 

Collins. 

Herr  Coli  Ins  bemerkt,  dass  das  Theorem  zuweilen  auch  rich- 
tig ist,  wenn  a,  b,  c  nicht  die  Seiten  eines  Dreiecks  sind;  fflr 
a  =  2,  6  =  3,  c=3r6  ist  dasselbe  richtig,  fflr  a=:2,  6=3,  c=:7 
ist  es  nicht  richtig. 
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IX. 

M  i  8  c  6  I  1  6  n. 


Schreiben    des    Herrn    Franz    Unferdinger,    Lehrer    der 

MiifhemaCik  an    der   öffentlichen   Oberrealschule  am  hohen 

Markt  in  Wien,  an  den  Herausgeber. 

im  28.  Theil  Ihres  geschätiten  Archivs  s.  97.  habe  Ich  durch 
rein  stereometrische  Betrachtungen  geieigt,  dass  zwischen  den 
Halbmessern  g,  Qif  Q^,  Qs$  g^  der  fünf  ßerfihrungskugeln  einer 
dreiseitigen  Pyramide  immer  die  einfache  Relation  besteht: 


\=<i^k*hB- 


wenn  sich  q  auf  die  innere  Berfihrungskugel  bezieht.  Vielleicht 
interössirt  Sie  die  Mittheilung,  dass  dieselbe  auch  leicht  aus  den 
von  Ihnen  (Analytische  Geometrie  Bd.  I.s.  251.)  entwickel* 
ten  Formeln  gefolgert  werden  kann. 

Nimmt  man  eine  Ecke  der  Pyramide  zum  Ursprung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  sind  Xt  yt  %\  a^ »  y',  li \ 
^9  y»  ^  die  Coordinaten  der  drei  andern  Ecken,  so  finden  Sie, 
Wenn 
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_  . 4 


^=± 


Vi  +  Va-Va'  +  Vo"' 


_  . ^ 

^  —  ±  VI-  V«  +  V«'  +  Vß" ' 

_  . ^ 

^*  ■"  *  V«+  Va'  +Vß"  — VA  * 

worin  die  oberen  oder  onteren  Zeichen  kq  nehmen  eindi  je  nach- 
dem /l  positiv  oder  ne<!ativ  ist. 

Nimmt  man  die  vier  leisten  Gleichongen  reeiprok  und  addirt^ 
8o  folgt: 

z  +  n-  +  :r  +  r=±5(^^+^«+^«'+'»^«'0» 

^      Q^      Qt      Qa  ^ 

oder  mit  Rücksicht  aof  die  erste: 

^1        PS        Ps        ^4         P 

Auch  Steiner  gibt  In  Crelle's  Journal  Bd.  2.  s.  98.  über 
die  Radien  der  Berfihrungskugeln  der  dreiseitigen  Pyramide  ver* 
schiedene  Beziehungsgleichungeii ,  aber  ich  sehe  nicht«  wie  sich 
die  vorstehende,  welche  die  einfachste  ist,  daraus  ableiten  lasse. 


Ueber  Fermat^s  geometrischen  Satz. 

Von  Herrn  Oberlehrer  Dr.  W.  Stamm  er  an  der  Bealscbnle  in  Düsseldorf. 

Folgende  Beweise  des  mehrfach  besprochenen  Fermat* 
sehen  Satzes  scheinen  mir  die  direktesten  und  einfachsten  bu  sein. 
(Taf.  IV.  Fig.  A.)  ' 

I.        AGxGH^ADxEB    oder    AGiAB  ==i  ADiEE, 
daher 

JG^^^^,    folglich    BG  =  AB-^^^, 
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oder,  wenn  man  den  Radius  des  Kreises  mit  r  bexeichnet^ 


ebenso : 


mithin : 


Aber 

=  2pr«-  (Eg*-WK.rVi+'h*)]  =  2(-£;jP+2£jr.rV^). 
Folglich: 

II.  ^Z*  =  .IG  -1-  GF  =  ]^('^^-  ^^  +  I^C.  Ett) 

«^(^».V2-f2£B). 

BG=  ^(BB.V^-t-^B), 

=  ^(4r«-2EJ5f«+2£J5r.2rV2+4£i?«) 

=  ^(2t«+2r.Eil.V2+£i5r«)=^(rVaf  £Ä)"=4r«. 


Auszog  ans  einem  Briefe  des  Herrn  G.  Ä.  Vorsterman  van 
Oyen  in  Aardenbnrg  i.  d.  Niederlaiid.,an  den  Herausgeber. 

Monsieur  Je  Professeur! 
Deux  de  mes  Kleves  oot  resoln  deuz  des  probltoes  qoi  sc 
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trouvent  daos  votre  Archiv  *),    J'ai  i'hooneuT  de  vous  les  envoyer 
ci-joints. 

Agr^ez  etc. 
Aardenbnrg,  7.  Fevrier  1869. 

G.  A.  Vorsterman  van  Oyen. 

L  Halbirt  man  in  einem  Dreieck  einen  Winkel  oder 
den  augehurigen  Aoasenwinkel,  so  ist  das  Qoadrat 
der  Halbirungslioie  gleich  dem  Rechteck  aus  den  bei- 
den Seiten«  die  den  Winkel  bilden»  weniger  dem  Recht- 
eck aus  den  Abschnitten,  welche  die  Halbirungslinie 
auf  der  dritten  Seite  bildet,  diese  Differenz  positiv 
oder  negativ  genommen,  jenachdem  der  Winkel  selbst 
oder  der  Aussenwinkel  halbirt  ist.  in  Taf.  V.  Fig.  lü 
und  Taf.  V.  Fig.  IV.  hat  man  also: 

und  

Beweis.  (Taf.  V.  Fig.  IIL).  Zieht  man  eine  Linie  C£,  welche 
mit  WC  einen  Winkel  BCE  =  BAD  bildet  und  welche  die  Ver- 
längerung der  Halbirungslinie  in  E  schneidet,  so  ist: 

Winkel  ABB  gleich  Winkel  ÜBE, 


BAB     ,„  .,       BCE. 


Also  sind  die  Dreiecke  ABB  und  CBE  fibniich,  folglich  Winkel 
ABB  gleich  Winkel  BEC  und  ÄDiBDiiCBiBE  oder 

ÄD.BE^BB.CB («) 

Weil   Winkel   ABB  =  ÄEC  und 


BAB  =  EAC 

ist,  sind  auch  die  Dreiecke  ABB  und    ÄEC  ähnlich,  folglich: 

ÄB.ÄB.iÄEiÄC 

oder  

AB.AC=AB.AE, 

BB.CB=:AB.BE. 


•)  M.  8.  Archiv  Tbl.  XLVllI.  S.  480.         G. 
Theil  L.  8 
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Also  darch   Sobtraction 

{ÄE—DE).lD  =  ÄB.ÄC--BD.CD 

oder  


Beweis:  (Taf.  V.  Fig.  IV.}.  Zieht  man  eine  Linie  B'E\ 
welche  mit  A^  einen  Winkel  A^BlS^  gleich  Winkel  A^WB' 
bildet  and  welche  die  Verlängerung  der  Halbirungslinie  A'iy  in 
E'  schneidet,  so  hat  man: 


Winkel  A'B'E'  gleich        Winkel  A'D'C 
„       WA^'=:FWD^=    „      WWC. 

Also  sind    die    Dreiecke  A'B'E'    und  A'CD'   ähnlich,   folglich 
Winkel  A^WB'  =  Winkel  A'CD'  and 

AHE^iAlS^iiA^iAW 
oder  

ÄlE'.A'D'^A'B'.A'C iß) 

Well  man  hat: 


Winkel  A'Ciy  gleich  Winkel  A'E'B' 

und  

„        A'DC      .,  „       A'WC^, 

so  sind  auch  die  Dreiecke  A'CD'  und  WWW  ähnlich ,   folglich 

Ä^'.CD'  :i  B^ilrE' 

oder  

AW.Änß'zsA^\A^ iß) 

Also  durch  Subtraction 

^D\{WE' ^DrE)z=,  FB^JTC -^CD' .WW 

oder 

--^Ä!D^=AW.¥c-'Wc.ßnBr. 

W.  Wondergem, 

Schfder  des  InstitatB  Vorflterman  van  Oyen. 

U.  Halbirt  man  in  einem  Dreieck  einen  Winkel 
oder  den  z-ugehörigen  Aussenwinkel,  so  ist  (Taf.  V. 
Fig.  V.  und  Fig.  VI.); 
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Bevf>eis.    Nach  dem  Satze  I.  haben  wir: 
±Z5*=  ilB.ilC— äS.SC, 

also:     

ÄD'^^Ä&.ÄC^^BD^.DC^--%AB.AC.BD.Da 

Ferner   verhalten    sich    die  Seiten   AB  \in^  AC   wie   die    Stücke 
£3  und  CD,  d.  h.: 

ABiÄC  =  EDiDC 

oder :  

ÄB.DC^AC.BD, 

deshalb  kOnnen  wir  statt  der  obigen  Gleichung  aach  schreiben: 

A&'=A&.ÄC^^BB^.DC^^Ä&.DC*'-'ÄC'^.BD* 
oder: 

AS^=(AB^-BDI^)(AC^'-C&) 

und  folglich: 

ÄS^^BD^xÄ&=A&.ÄCi^—C&., 

M.  Seheele, 

Schüler  des  Insdtate  Voraterman  van  Oyen. 


Ueber  einen  geometrischen  Satz. 

Von    dem    Herausgeber. 

In  der  neuesten  italienischen  Uebersetzung  der  sechs  ersten 
Bücher  und  des  eilften  und  zwölften  Buchs  der  Elemente  des 
Euklides«  durch  deren  Herausgabe  die  Herren  Enrico  Betti 
und  Francesco  Brioschi  sich  ein  besonderes  Verdienst  erwor- 
ben haben: 

Gli  Element!  d'Euclide  con  note,  aggiunte  ed  eser- 
cizi,  ad  uso  de'Ginnasi  e  de'Licei,  per  cura  dei  Pro- 
fessorl  Enrico  Betti  e  Francesco  Brioschi.  Firenze. 
Snccessori  Le  Monnier.    1868. 

sind  den  einzelnen  Büchern  eine  grosse  Anzahl  sehr  verdienst- 
licher yjEsercizi'*  beigefügt,  auf  die  ich  die  Leser  des  Archivs 
aufmerksam  mache,  und  aus  denen  ich  denselben  öfters  das  Eine 
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oder  das  Andere  mitsutheilen  hoflfe.  Unter  den  dem  vierten  Buche 
beigegebenen  ,, Esereizi''  findet  sich  der  folgende  zu  beweisen 
aufgegebene  Satz: 

Wenn  um  ein  gleichseitiges  Dreieck  ABC,  dessen 
Seite  a  sein  mag,  ein  Kreis  und  ein  zweiter  mit  diesem 
concentrischer  Kreis  mit  dem  beliebigen  Halbmesser 
r  beschrieben  ist:  so  ist,  wenn  Pein  beliebiger  Punkt 
in  diesem  zweiten  mit  dem  ersten  coocentrischeo 
Kreise  ist,  die  Summe  der  Quadrate' der  Entfernungen 
PA,  PBy  PC  des  Punktes  P  von  den  Spitzen  A,  B,  C 
des  gl  eich  seit  igen  Dreiecks  i^J^Ceine  constante  Grosse, 
nämlich  von  der  Lage  des  Punktes  P  in  dem  zweiten, 
dem  ersten  concentrischen  Kreise  unabhängig. 

Ganz  abgesehen  davon,  ob  und  in  wie  fern  dieser  Satz  viel- 
leicht schon  bekannt  ist,  will  ich  hier  einen  einfachen  analyti- 
schen Beweis  desselben  geben,  weil  ich  glaube,  dasssich  auch  in 
der  analytischen  Geometrie  die  Aufsuchung  dieses  Beweises  sich 
zu  einer  zweckmässigen  einfachen  Uebungsaufgabe  benutzen  lässt. 

Den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  der  beiden  concentrischen 
Kreise  bezeichnen  wir  durch  O,  und  nehmen  denselben  als  den 
Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystenis  der  xy  an.  Der 
positive  Theil  der  Aze  der  x  sei  OAy  wo  dann  die  Axe  der  y 
der  Seite  BC  des  gleichseitigen  Dreiecks  ABC  parallel  ist  Der 
Punkt  B  liege  auf  der  positiven,  der  Punkt  C  auf  der  negativen 
Seite  der  Axe  der  x.    Das  Quadrat  der  Höhe  des  gleichseitigen 

Dreiecks  ABC  ist  offenbar  a^-'la^zzi  ja*,  und  folglich    -5—  die 

Höhe.  Der  Halbmesser  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen 
Kreises  Ist  nach  einem  bekannten  Satze  vom  Dreieck  offenbar  { 

der  Höhe,  also  nach  dem  Vorhergenden  |.  -^  =  —^'  Die  Ent- 
fernung des  Mittelpunkts  O  von  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
ist  nach  demselben  Satze  vom  Dreieck  offenbar  \  der  Höhe,  also 

nach  dem  Vorhergehenden  Hwo*     Hiernach  sind  also  offenbar: 

die  Coordinaten  von  i<:  .    .    .    .  +   —^^     0; 

a  Ä, 

«  '»  „    /f :  .   .    .    .       2V3'^2' 

a  a 


C:.    .    .    .  -2V3''"2 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Punktes  P  dorch  ^ 
g\  so  ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geo- 
metrie : 

P^  +  PÄ«f  PC« 

=     /»-=^^^.- 

^      af      a*  a* 

also  ofenbar: 

Weil  nun  aber  der  Punkt  P  in  dem  zweiten,  dem  ersten  con- 
centrischen  Kreise»  dessen  Halbmesser  r  ist,  liegt:  so  ist 

f*  +  g*  =  r», 
also: 

PA*+PB^  +  PC»  =  a»+3r2, 

imd  daher  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen  PA,  PB, 
PC  eine  constante  Grusse,  wie  behauptet  wurde. 

Wenn  nun  um  einen  gemeins^aftlichen  Mittelpunkt  O  mit 
den  Halbmessern  r  und  t'  zwei  concentrische  Kreise,  und  in  die- 
selben die  gleichseitigen  Dreiecke  ABC  und  AB'C,  deren  Seiten 
a  und  a'  sein  mögen,  beschrieben,  in  den  beiden  Kreisen  aber 
beliebig  die  Punkte  P  und  P  angenommen  werden:  so  ist  nach 
dem  vorhergehenden  Satze 

PA'*+PB'^+PC^  =  «'•  +  3r», 
PA^i^PB^+P'C^zziä^  +3r'»; 
aUo,  weil  nach  dem  Obigen 
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3'  '^    ~  3 


r*  =5  ^  ,  r'«  =  ^;  folglich  3r*  =  a*  3r'«  =  a'«  ' 


ist: 

P'^«  +  /^i?«  +  P'Ca=a«+a'*; 
folglich : 

PA'^+PB'*+Pa^=zP'A*  +  P'B*+P'0, 

so  dass  also  die  Summen 

PA'*+PB'^  +  PC*  und  />'^«+P'J5«+P'C» 

immer  einander  gleich  sind,  wo  man  auch  die  Punkte  P  und  /^ 
in  den  beiden  Kreisen  annehmen  mag. 

Ich  wünsche  durch  diese  und  spätere  Mittheilungen  auf  die 
neue  sehr  verdienstliche  italienische  Ausgabe  der  ,, Elemente" 
von  den  Herren  Betti  und  Brioschi  aufmerksam  zu  machen, 
und  wurde  möglichst  einfache  synthetische  Beweise  der  obigen 
Sätze,  von  denen  in  den  ,,Esercizi"  natOrlich  nur  .die  Rede 
sein  kann,  wenn  man  sie  mir  mittheilen  will,  gern  in  das  Archiv 
aufnehmen. 


Bemerkungen   zu  den   Bd.  48.  pag.  480  des  Archivs  von  Herrn 
Prof.  Ligowski  mitgetheiiten  Uebungsauf gaben. 

Von  Herrn  FrofesBor  C.  A.  Bretschn eider  in  Gotha. 

I.    Man  soll  rationale  Dreiecke  finden,  deren  Seiten  in  arith- 
metischer Proportion  stehen. 

Sind  a,  b,  c  die  Seiten  des  Dreiecks  und  man  setzt: 

a==6+tf,  und  c  =  ö  —  d, 
so  wird 

16  A«  =  3b*  (0  +2ö)ib-2ö). 

Macht  man  daher 

b+2d=z  12««  und  6— 2d  =  4jJ«, 
so  wird: 

b  =  6a«+2/P  und  d  =  3««— /?•, 

und  hieraus 

a  =  9a*  +  fP;  6==6««  +  2i5«;  c  =  3a«  +  3/J«. 
Soll  nun  die  Differenz  6  der  Einheit  gleich  werden,  so  darf  man 
in  der  Bedingungsgleichung  /J*=3a*— J  nur  ä=  — 1  oder  ^  =  +  2 
setzen,  weil  nur  unter  diesen  Annahmen  jene  Gleichung  in  ganzen 
Zahlen  lösbar  ist.  Es  bedarf  daher  die  von  Herrn  Ligowski 
gegebene  Lösung  /J«=3a«±l  und  ß^^Sa^^i  hinsichtlich  der 
doppelten  Vorzeichen  einer  Berichtigung. 
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II.  Man  soll  rationale  Dreiecke  fioden,  in  denen  ein  Winkel 
doppelt  eo  gross  ist  als  ein  anderer. 

Bezeichnen  wiederom  a,  b^  c  die  Seiten «  A,  B,  C  die  ihnen 
gegenflberliegenden  Winkel  eines  Dreiecks,  so  mnss,  wenn  A=2C 
sein  soll»  noth wendig  c(C'i-b)^^a^  sein.  Setzt  man  daher  c=^n^ 
und  c+b=infl,  also  6=:m*^ii*9  so  wird  assitin.  Da  aber  die 
Summe  je  zweier  Dreiecksseiten  grosser  sein  muss,  als  die  dritte, 
so  ist  Dothwendig  n^m^  2n«  Für  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
ergiebt  sich: 

und  es  muss  daher,  wenn  A  rational  sein  soll,  4n*  — i?t*=;v^ 
werden.  Die  Zahlen  aber,  welche  der  Gleichung  (2n}*:=:m*-f-v* 
genugthoen,  erhält  man  durch  Verdoppelung  der  Seiten  jedes 
rechtwinkligen  rationalen  Dreiecks.    Setzt  man  daher: 

«  =  ««  +  ß«, 
80  ist  entweder 

m  =  2(a«— /5«);    v  =  iaß 
oder: 

m  =  iaß;  v  =  2(a*— /5«), 

und  daher  entweder : 

a  =  2(«»+/J«)(a*-/32);    Ä=(3o«~/S«)(a«-3/3«);       c=:(a«f/J«)»    (1) 

oder: 

a=iiaß(a^+ß^);  6=16««/S«-(aH/3*)«;       c=(a«+/J«)»    (2) 

Wird  ein-  für  allemal  tt>^  angenommen,  so   muss  liir  den  Fall 

(1):  a^>3ß*,  hingegen  tür  den  Fall  (2)  4a/}>  a«-f/3«  oder  2a/3 

>(« — ßy^  sein.    Jüan  findet  hiernach  z.  B.: 

(1)  (2) 


« 

ß 

a 

b 

e 

a 

6 

c 

2 

1 

11 

30 

25 

40 

39 

25 

3 

2 

•   • 

•   • 

•   • 

312 

407 

169 

4 

I 

611 

510 

289 

,   , 

,   , 

,   , 

4 

3 

•   • 

,   , 

,   , 

1200 

679 

625 

5 

2 

923 

1218 

841 

1160 

759 

841 

5 

4 

•   • 

•  • 

.  . 

3280 

4719 

1681 

U.   8.   W. 


Es  umfasst  daher  die  von  Herrn  Ligowski  gegebene  Auf- 
lösung (1)  nur  die  Hälße  der  Fälle,  in  denen  die  Aufgabe  ISs- 
bar  ist 

Ich  bemerke  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  die  Zahlen,  welche 
den  beiden  Gleichungen  3a*  +  1  =  /J«  und  3y«  -  2  =  d«  genügen. 
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mittelst  eines  schon  von  Eni  er  bemerkten  recorrirenden  Verfah- 
rens erhalten  werden  können.  Nennt  man  a«  und  ßm  ingleicheo 
yn  und  ön  irgend  ein  Paar  zusammengeburiger  Werthe»  so  ist: 

an+i=:2l%-h    ßn  ^«+1  =  2)^+    in 

ßn^  =  3a.  +  2jJ,  d,+i  =  Syn  +  ^Sn. 

Damit  erhSlt  man  folgende  Zusammenstellung; 


n 

a 

ß 

y 

i 

1 

1 

2 

1 

1 

2 

4 

7 

3 

5 

3 

15 

26 

11 

19 

4 

56 

97 

41 

71 

5 

209 

362 

153 

265 

6 

780 

1351 

'  571 

989 

7 

2911 

6042 

2131 

3691 

a.  s.  nr. 

Zwischen  diesen  Zahlen  entdeckt  man  leicht  die  Relationen: 

^1  +  Ja  +  ...  +  dÄii4-i=      Jn+i* 


«I  +  «««+1  =  2.jJfi  .ttfi-f  1 
a^  +  a^m  ==  2./?«-i.a»+i 
Og-f-oan-is  2./3ii.ft.aii^i 

«»+  ««4-2  =  2.  /5|  .a«+i 

*i  +  Ä«n4-i  =  2./Jii  .  Jji+i 
*«+^     =2./J«-i.^ii+i 

*ii+dn+s   =2.ft.d«4.i 


«»  +  cf««-i  =  y«-i.  d«+i 

^  +  an-^i  =yi.Ä«+i 

^i  +  &ii      =  ö.yn.a« 
d|  +  dfi,-i  =  6.y»-.i.aiB 


und  es  dürfte  eine  zweckmässige  Debung  ffir  Scbfiler  sein,  die 
Richtigkeit  dieser  Relationen  mittelst  des  aufgestellten  Recar- 
sionsgesetzes  allgemein  zu  beweisen. 


Druckfehler. 

ThI.  XLIX.  S.  240.  „Zur  Beachtung  Z.  5.'<  s.  in.  \r.  WI.  statt 
Nr.  XIV. 

Tbl.  XLIX.  S.  326.  ZI.  4.  ▼  .o  .s.  m.  „welche''  statt  „welcbes'\ 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXIV.  S.  17.  Z.  4.  v.  o.  seUe  man 
,.€'i=  "  für  .,tf*<  — ". 

ThI.  XLIX.  S.  326.  Z.  14.  ▼.  u.  s.  m.  Nr.  34.  statt  Nr.  31. 
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X. 


Die  Gesetze  der  Lichtbrechang. 

Von 

Herrn  Dr.  Jos^  Kudelka^ 
KaUerlich  Königlichem  Lyceal  *  Professor  so  Line. 

(Portsetjuitig  ton  Nr.  III.  S.  la) 


(Figaren  s.  Taf.  VL  VIL  VIII.) 

§.  14.     Brechung  des  Lichtes  beim  Durchgänge  durch 
ein  Medium,  das  prismatisch  geformt  ist. 

Nehmen  wir  zuerst  ein  von  parallelen  Ebenen  mn  und  pl  be- 
grenxtes  Medium  (Fig.  24)  an,  fflr  welches  iif>I  ist.  Der  auf- 
fallende Strahl  AB  nimmt  in  demselben  die  Richtung  BC  und 
tritt  in  der  Richtung  CD  \\  AB  aus  dem  Medium  heraus. 

Unter  diesen  Umständen  ist  der  Einfallswinkel  BCx  an  der 
zweiten  FIfiche  gleich  dem  Brechungswinkel  b  an  der  ersten  und 
der  Aostrittswinkel  DCy  ist  gleich  dem  Einfallswinkel  a  an  der 
ersten  FIfiche. 

Drehen  wir  nun  die  zweite  Trennungsflfiche  so,  dass  sie  in 
die  Lage  Cn  zu  liegen  kommt  Das  Einfallsloth  xy  wird  mitge- 
drebet  und  nimmt  die  Lage  x'y'  an.  Es  bildet  mit  dem  vorigen 
den  Winkel  xCx'.  Beide  Trennungsflächen  bilden  jetzt  offenbar 
ein  Prisma,  dessen  brechender  Winkel  =jei  ist.  Auch  ist  der 
Winkel  der  Einfallslothe  xCx'  ==  p,  weil  die  Schenkel  des  einen 
senkrecht  stehen  auf  jenen  des  anderen. 

Theil  L.  9 
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Jetzt  ist  der  EinfallswiDkel  an  der  zweiten  Fliehe  =  BCaf^ 
während  er  Torhin  =  BCx  war;  er  ist  also  um  den  Winlcel,  den 
die  Einfallslotbe  bilden»  somit  um  den  brechenden  Winkel  des 
Prisma«  kleiner  als  vorhin«  Eine  Verkleinerung  des  Einfallswin- 
kels hat  nothwendig  auch  eine  Verminderung  des  Austrittswinkels 
zur  Folge.  Es  wird  jetzt  der  austretende  Strahl  die  Richtung 
CF  haben,  welche  nicht  mehr  parallel  ist  zu  jener  des  einfallenden 
AB.  War  also  vorhin  der  Austrittswinkel  =:  DCy,  so  ist  er  jetzt 
=  FCy'  und  somit  um  p  -f  v  kleiner  als  vorhin.  Die  Verminde- 
rung des  Austrittswinkels  geschieht  daher  gleichzeitig  auf  beiden 
Seiten  desselben.  Auf  der  linken  Seite  ist  der  Verlust  =:yCjf'=p 
und  auf  der  rechten  s  FCD  =  v. 

Hier  haben  wir  den  Fall,  wo  der  gebrochene  Strahl  BC  eine 
konstante  Richtung  beibehfilt,  denn  diese  wird  ja  durch  die  Dre* 
hung  der  Austrittsfläche  nicht  affizirt.  Eine  Aenderung  des  Aus- 
trittswinkels kann  daher ,  wie  dies  bereits  bekannt  ist,  nur  auf 
die  Art  erfolgen«  dass  das  Einfallsloth  und  der  austretende  Strahl 
gleichzeitig  entgegengesetzte  Drehungen  erleiden.  Wird  also«  wie 
diess  jm  vorliegenden  Falle  angenommen  wurde«  das  Einfallsloth 
Schraubenlinks  gedrehet«  so  muss  sich  der  austretende  Strahl  CD 
gleichzeitig  schraubenrechts  drehen«  damit  die  Richtung  von  BC 
konstant  verbleibe. 

Sind  also  die  Trennungsflfichen  gegen  einander  geneigt«  so 
dass  «ie  ein  Prisma  bilden«  so  erscheinen  die  Emfallswinkel  an 
der  zweiten  Flfiche«  welche  hei  paralleler  Lage  der  Flächen  den 
respectiven  Brechungswinkeln  au  der  ersten  Fläche  gleich  waren« 
sämmtllch  um  den  Betrag  des  brechenden  Winkels  vermindert. 
Wird  aber  die  Austrittsfläche  pl  entgegengesetzt  gedrehet,  so 
werden  die  Einfallswinkel  um  p  vermehrt. 

Denken  wir  uns  wiederum  die  Trennungsflächen  mn  und  pi 
(Fig.  25)  in  parallelen  Lagen.  Die  untere  Fläche  pl  werde  bis 
auf  eine  sehr  kleine,  runde  Oeffnung  O  mit  undurchsichtigem 
Papiere  bedeckt  Diese  Oeffnung  O  sei  der  Mittelpunkt  eines 
Halbkreises«  dessen  einzelne  Punkte  man  sich  als  leuchtend  vor- 
zustellen hat. 

Der  Strahl  MO,  dessen  Richtung  fast  parallel  ist  mit  der 
Trennungsfläche  pl  (dessen  Einfallswinkel  MON  =  90^)  wird  in 
dem  Medium  zum  Einfallslotbe  gehrochen  und  nimmt  darin  die 
Richtung  OJP«  um  dann  in  der  Richtung  Fx  ||  MO  auszutreten. 

Ein  anderer«  von  einem  ähnlich  liegenden  Punkte  R  des  Halb- 
kreises ausgehender  Strahl  RO  wird  in  dem  Medium  die  Richtung 
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OC  nehmen  und  in  der  Richtung  Cy  aastreten,  parallel  zu  OR. 
Alle  von  den  einzelnen  Punkten  des  Halbkreises  durch  die  Oell- 
nnng  O  dringenden  Strahlen  werden  nach  ihrer  Brechung  inner- 
halb des  Mediums  ein  Dreieck  COF  bilden«  in  dessen  Grundlinie 
CF  die  Austrittspunkte  aller  dieser  Strahlen  fallen.  Die  gebro- 
chenen Strahlen  sind  jedoch  ober  der  Fläche  dieses  Dreiecks 
Dicht  gleichmässig  vertheilt;  sie  liegen  gegen  die  Seiten  desselben 
OF  und  OC  dichter  aneinander  und  es  nimmt  ihrö  Dichte  gegen 
die  Höhenlinie  OL  des  Dreiecks  ab. 

Weilt  ein  Auge  oberhalb  der  Trennungsfläche  mn,  so  kann 
es  nacheinander  alle  Punkte  des  Halbkreises  sehen,  wenn  es  pa- 
rallel zur  Grundlinie  FC  sich  fortbewegt. 

Da  In  dem  Punkte  C  der  oberen  Trennungsfläche  eine  Bre* 
chuog  vom  Einfallslothe  Statt  findet  und  da  der  Austrittswinkel 
=  90<>  ist,  so  besitzt  hier  der  Einfallswinkel  OCu—  COL  den 
grossten  Werth,  unter  welchem  noch  ein  Debergang  aus  dem 
einen  JUedium  in  das  andere  Statt  finden  kann.  Wir  wollen  diesen 
Grenzwertb  des  Einfallswinkels  =  G  setzen.  OC  ist  dann  der 
Grenzstrabi.  Der  Winkel  OCL  =  y  ist  das  Complement  von  Cr. 
Ein  Strahl,  dessen  Einfallswinkel  >  G  ist,  wird  bereits  total  re- 
flectirt. 

Der  Grenzwinkel  G  ist  ffir  das  nehmliche  Medium  natflriich 
konstant  and  somit  auch  sein  Complement  y. 

Wird  daher  die  obere  Trdonungsfläche  um  den  Punkt  C  ge- 
drehet, so  dass  sie  aus  ihrer  ursprfinglichen  Lage  mn  in  die  neue 
CB  kommt,  und  mit  der  anderen  ein  Prisma  bildet,  so  wird  der 
Wertb  des  Grenzwinkels  ffir  diese  neue  Lage  der  Trennungsfläche 
derselbe  verbleiben.  Ist  somit  OJH  =  y,  so  ist  jetzt  der  Strahl 
OJ  ein  Grenzstrahl. 

Zieht  man  von  O  eine  Senkrechte  OH  auf  die  neue  Treu« 
nungsfläche  CB ,  so  muss.der  Winkel,  den  dieser  neue  Grenz* 
strahl  OJ  mit  der  neuen  Senkrechten  OH  bildet,  nehmlich  JOH^ 
immer  =  G  sein,  (so  wie  auch  vorhin  der  Winkel  COL^  den  der 
vorige  Grenzstrahl  mit  der  auf  mn  gefüllten  Senkrechten  OL  bildet 
=r  G  war) ;  denn  da  der  eine  Winkel  an  der  Hypotenuse ,  nehm- 
lich y,  immer  denselben  Werth  beibehält,  so  muss  auch  der  an- 
dere JOH  konstant  bleiben.  Durch  Drehung  der  Trennungsfläche 
ist  das  Perpendikel  aus  der  anfänglichen  Lage  OL  in  die  Lage 
OH  gekommen,  es  ist  also  um  den  Winkel  LOH  gedrehet  wor« 
den,  welcher  gleich  ist  dem  brechenden  Winkel  p  des  Prisma. 

9* 
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Der  Winkel^  den  der  neae  Grenzstrabi  JO  mit  dem  voriges 
CO  macht,  iet  ^s  COJt  und  es  muss  COJ  =:  LOH  =^p  sein» 
denn  Indem  sich  der  Winkel  COL  In  den  gleich  grossen  JOU 
▼erwandelt,  ist  diess  nicht  anders  möglich,  als  dass  der  Zawachs 
LOH  auf  der  rechten  Seite  gleich  ist  dem  Verluste  JOC  auf 
der  linken. 

Die  gebrochenen  Strahlen  aber,  die  innerhalb  des  Winkels 
COJ  liegen,  werden  alle  total  reflektirt. 

Entspricht  nun  dem  gebrochenen  Strahle  OJ  der  einralfende 
SO,  so  kann  von  dem  leuchtenden  Halbkreise  der  Tbeil  RS  durch 
das  Prisma  nicht  mehr  gesehen  werden*  Dieser  Theil  RS  kann 
aber  mittelst  der  Strahlen,  welche  an  der  Fläche  CJ  die  totale 
Reflexion  erleiden,  gesehen  werden,  wenn  nemllch  die  dri(te,  dem 
brechenden  Winkel  p  zugekehrte  Prismenfläche  diesen  reflekdrteo 
Strahlen  den  Austritt  gestattet.  Ein  Prisma  vermindert  also  die 
Grösse  des  Gesichtsfeldes  und  zwar  desto  mehr,  je  grosser  p  ist. 

Vergrossert  man  nemllch  successive  den  brechenden  Winkel 
p,  so  werden  nach  und  nach  alle  gebrochenen  Strahlen,  von  CO 
angefangen,  an  die  Reihe  kommen,  Grenzstrahlen  zu  werden,  und 
wenn  endlich  auch  schon  OE  zum  Grenzstrahl  geworden  ist,  so 
wird  durch  ein  solches  Prisma  kein  Punkt  des  leuchtenden  Halb- 
kreises mehr  gesehen. 

In  der  That  ist  p  =■  COL,  so  werden  bereits  alle  Strahlen, 
die  innerhalb  dieses  letzteren  Winkels  liegen,  total  reflektirt  und 
es  sind  somit  alle  Punkte  des  Quadranten  RN  unsichtbar.  In 
diesem  Falle  fällt  der  Grenzstrahl  OT  bereits  in  die  Richtung 
OL,  und  OE  steht  senkrecht  auf  der  Austrittsfläche. 

Ist  ferner  p  =  C0F=^2G,  so  werden  bereits  alle  Strahlen, 
die  von  dem  leuchtenden  Halbkreise  In  das  Prisma  eindringen, 
die  totale  Reflexion  erleiden. 

Es  ist  noch  ein  Umstand  zu  besprechen,  der  ebenfalls  eitteo 
wesentlichen  Unterschied  herbeiführt. 

AU  die  beiden  Trennungsflächen  noch  parallel  waren,  da  ist 
der  gebrochene  Strahl  OF  in  der  Richtung  Fx  ausgetreten,  welche 
fast  parallel  ist  mit  der  Trennuogsfläcbe  selbst.  Nachdem  aber 
diese  Trennungsfläche  In  die  Lage  CB  gedrehet  worden  ist,  wird 
derselbe  Strahl  schon  bei  E  austreten.  Hier  aber  ist  der  Ein* 
fallswinkel  OEi  kleiner  als  im  Punkte  F,  und  somit  wird  auch 
der  Austrittswiokel  vEK  kleiner  sein  als  in  F. 
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E«  bildet  also  der  austretende  Strahl  EK  mit  der  TreoDongs- 
fläche  den  Winkel  KEB,  welcher,  nie  iiatQrlich,  desto  grosser 
ausfallen  wird,  je  grosser  der  brechende  Winkel  p  des  Prisma  wird. 

Dieser  Winkel  hat  nun  die  Eigenschaft»  dass  zu  einem  Auge, 
H-elcheH  sich  innerhalb  dieses  Winkels  befindet,  kein  einziger  von 
den  durch  die  Oeffnung  O  eindringentlen  Strahlen  gelangen  kann. 
Man  kann  diesen  Winkel  einen  dunklen  nennen.  Seinen  Neben- 
winkel KEC  hingegen»  innerhalb  dessen  alle  jene  Strahlen,  die 
aus  dem  Prisma  überhaupt  austreten  können»  liegen»  wird  man 
einen  hellen  Winkel  heissen  können. 

Der  dunkle  Winkel  ist  also  immer  derjenige»  welchen  der  aus 
dem  Prisma  tretende  Greuzstrahl  mit  demjenigen  Theile  der  Aus« 
trittsfläche  eiuschliesst»  der  auf  der  Seite  des  brechenden  Win- 
kels liegt. 

Es  sei  nun  ein  Prisma  ABC,  (Fig.  26)»  dessen  untere  FIfiche 
AB  jetzt  nicht  mehr  mit  dem  undurchsichtigen  Papiere»  worin 
sich  die  kleine  Oeffnung  befand»  bedeckt  wird.  Offenbar  kann 
jetzt  jedes  Element  der  Fläche»  wie  O»  P»  iß» .  .  eine  solche  kleine 
Oeffnung  vorstellen,  durch  welche  Lichtstrahlen  von  allen  Seiten» 
wie  vorhin  von  den  Punkten  des  leuchtenden  Halbkreises  in  das 
Prisma  eindringen  können. 

Nehmen  wir  an»  für  das  Element  O  wäre  OJ  die  Richtung 
des  Grenzstrahles ;  der  diesem  gebrochenen  Strahle  entsprechende 
einfallende  wird  also  fast  mit  AO  zusammenfallen.  Der  Einfach* 
heit  wegen  wollen  wir  ferner  auch  annehmen,  dass  OJ  die  Aus- 
trittsfläche CB  des  Prisma  senkrecht  trifft»  wesshalb  dann  bei  J 
keine  Aenderung  In  der  Richtung  mehr  Statt  findet.  Es  ist  nun 
klar,  dass  für  aMe  anderen  Elemente  der  Eintrittsfläche  die  Grenz- 
strahlen, wie  PK,  RL,  SJU .   .   .  parallel  sein  mössen  zu  OJ. 

Der  dunkle  Winkel  fOr  das  Element  O  ist  —DJB;  für  das 
Element  P  Ist  er  =t  EKB  u.  s.  f. 

Befindet  sich  nun  ein  Auge  an  dem  Orte  z»  so  liegt  es  inner- 
halb all  der  dunklen  Winkel»  welche  den  Elementen  von  A  bis  P» 
oder,  weiche  dem  StQcke  AP  der  Eintrittsfläche  entsprechen. 
Dieses  Stflck  AP  der  Prisroenfläche  bringt  also  keinen  einzigen 
der  gebrochenen  Strahlen  ins  Auge  nach  z.  Es  ist  in  dieser  Be- 
ziehung ganz  unwirksam  und  es  wirkt  nur  noch  das  Stflck  BP, 
denn  in  Betreff  der  Elemente  dieses  Stückes  befindet  sich  das 
Auge  In  ihren  hellen  Winkeln,  wie  CLF^  CMG  u.  s.  w. 

Da  nun  aber  das  Stflck  AP  keine  durchgelassenen  StrahkJi 
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xnB  Aage  briDgt,  so  verhält  es  sich  gewissermassen,  wie  die  Ober- 
fläche  eines  undurcbsichtlgeD  Körpers^  welche  als  eine  yolikommeD 
ebene,  ganz  geeignet  Ist,  das  durch  die  dritte  Prismenfläche  CA 
eindringende  Licht  regelmässig  za  reflektiren. 

Das  Stfick  AP  mtVi  also  wie  ein  Spiegel.  Bewegt  sieb  das 
Auge  von  z  gegen  e,  so  wird  der  spiegelnde  Thell  Immer  grosser 
and  endiichi  wenn  es  in  v  angekommen  ist,  wo  es  sich  auch  schon 
innerhalb  des  dunklen  WinkeU  des  Kanten*Eleroentes  B  befindet, 
spiegelt  die  ganze  Fläche  AB. 

Denkt  man  sich  die  andere  Prismenfläche  CB  als  Eintritts- 
fläche, so  wird  BN  ein  Schenkel  des  dem  Kanten  •  Elemente  B 
entsprechenden  dunklen  Winkels  sein,  wo  wiederum  BNJiAB 
ist.  Die  beiden  Schenkel  BH  und  BIS  schliessen  einen  Winkel 
BBßf  ein,  welcher  den  dqnklen  Winkel  des  Prisma  selbst  vor- 
stellt. Nimmt  man  nun  an,  daas  in  x  ein  leuchtender  Punkt  sich 
befindet,  und  dass  unterhalb  der  Fläche  AB  das  ihn  betrachtende 
Auge  ruhet,  so  wird,  sobald  man  das  Prisma  um  seine  Axe  schrau- 
benlinks  drehet,  der  Schenkel  BB  des  dunklen  Winkels  immer 
näher  an  t  heranrucken«  Der  wirksame  Theil  der  Eintrittsfläche 
CB  wird  dabei  immer  kleiner,  da  die  Zahl  der  Elemente,  In  deren 
dunkle  Winkel  der  leuchtende  Punkt  bereits  eingetreten  ist,  fort- 
während zunimmt.  Schliesslich,  wenn  BB  durch  x  gehet,  kann 
der  leuchtende  Punkt  bloss  noch  durch  das  Kanten -Element  B 
gesehen  werden.  * 

Geschieht  aber  die  Drehung  des  Prisma  umgekehrt,  nemlich 
Schraubenrechts,  so  nähert  sich  der  Schenkel  BN  dem  Auge,  das 
wir  unterhalb  AB  ruhend  angenommen  haben.  Das  Auge  wird 
hiebei  nach  und  nach  in  alle  die  dunklen  Winkel,  wie  sie  den  in 
der  Richtung  von  C  gegen  B  aufeinanderfolgenden  Eleroeoten 
der  Eintrittsfläche  CB  entsprechen,  eintreten.  Der  spiegelnde 
Theil  dieser  Eintrittsfläche  wird  daher  immer  grosser  und  schliess- 
lich, wenn  BN  durch  das  Auge  gehet,  wird  das  Auge  den  leuch- 
tenden Punkt  wieder  nur  mittelst  des  B^anten-Elementes  B  sehen, 
denn  mit  Ausnahme  von  B  spiegeln  alle  anderen  Elemente  von  BC> 

Nicht  uninteressant  sind  die  Erscheinungen  an  einem  Glas- 
wArfel.  Ist  AB  CD  (Fig.  27)  ein  solcher  Wflrfel  und  ruhet  das 
Auge  oberhalb  der  Fläche  AB  in  O,  so  dass  es  in  das  Innere 
des  Würfels  hineinsieht,  so  erncheint  die  Bodenfläche  CD  gehoben 
und  die  Seitenflächen  wie  AC  und  BD  spiegeln  im  Innern.  Es 
kann  in  der  That  durch  die  Seitenflächen  hindurch  kein  äusserer 
Gegenstand,  wie  p  oder  q  gesehen  werden,  denn  ein  von  dnem 
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solchen  Gegenstände  kommender  Strahl  ^r,  der  in  den  Würfel 
eindringt,  wird  wegen  der  Grösse  des  brechenden  Winkels  B  an 
der  Fläche  AB  total  reflektirt.  Ein  solcher  Würfel  macht  also 
alle  uro  ihn  heramliegeuden  Gegenstände  für  das  in  O  befindliche 
Auge  unsichtbar.  Alles,  was  unter  der  Basis  CD  liegt,  wird  sich 
In  den  spiegelnden  Seitenflächen  abbilden.  Befindet  sich  das 
Auge  seitwärts  in  0\  so  dass  es  z.  B.  bloss  die  Fläche  AC  be« 
trachtet,  so  kann  es  wiederum  nichts  sehen,  was  unter  der  Basis 
CD  liegt,  denn  das  verhindert  der  brechende  Winkel  C  Die 
Basis  selbst  aber  sieht  es.  Stellt  DH  den  Grenzstrahl  vor,  de** 
von  dem  Punkte  D  der  Basis  ausgeht,  so  wird  dieser  in  der  Rich- 
tung BO'  ins  Auge  gelangen  und  es  sieht  das  Auge  diesen  Punkt 
D  In  £,  folglich  die  ganze  Basis  CD  zusammengedrängt  auf  den 
Raum  CE.  Es  mass  aber  CE  natürlich  spiegeln,  weil  von  den 
Gegenständen,  die  darunter  liegen,  keine  Strahlen  in  das  Auge 
gelangen.  Während  nun  durch  den  Xheil  HC  der  Seitenfläche 
bloss  die  Basis  des  Würfels  gesehen  wird,  vermag  das  Auge 
durch  den  andern  Tbeil  AH  dieser  Fläche  auch  Gegenstände  so 
sehen,  die  j.eDseits  von  BD  liegen»  wie  z.  B.  q. 


§.  15.    Man  kann  bezüglich  der  Ablenkung  drei  ver- 
schiedene Parthien    von  Strahlen    bei   einem  Prisma 
unterscheiden. 

Es  falle  von  dem  leuchtenden  Punkte  O  ein  Strahl  in  der 
Richtung  OA  auf  die  obere  Fläche  des  Prisma  (Fig.  28),  so 
zwar,  dass  er  nach  der  Brechung  die  Richtung  J^  annimmt,  welche 
senkrecht  stehet  auf  der  unteren  Fläche  des  Prisma,  an  welcher 
der  Austritt  erfolgt.  Verlängert  man  diesen  gebrochenen  Strahl 
nach  aufwärts,  so  schneidet  er  die  von  O  auf  die  Eintrittsfläche 
des  Prisma  senkrecht  gezogene  OK  in  dem  Punkte  £.  Wir 
wollen  EK  die  erste  und  EB  die  zweite  Normale  nennen.  Der 
Strahl  0£,  welcher  die  erste  Fläche  senkrecht  trilTt,  erleidet  erst 
an  der  zweiten  Fläche  bei  h  eine  Ablenkung.  Jeder  der  beiden 
Strahlen  OA  und  OK  erleidet  also  nur  eine  einmalige  Brechung 
lieim  Durchgange  durch  das  Prisma  und  es  ist  der  Winkel  KEAf 
den  die  bei^n  Normalen  einschliessen ,  gleich  dem  brechenden 
Winkel  ;»  des  Prisma. 

Für  den  Strahl  OA  ist  der  Brechungswinkel  BAy=p.  Wird 
der  diesem  Werthe  des  Brechungswinkels  entsprechende  Einfalls- 
winkel mit  u  bezeichnet,  so  ist  die  Ablenkung,  welche  dieser 
Strahl  beim  Durchgänge  durch  das  Prisma  erleidet,  =  a— p. 
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Für  den  Strahl  OK,  der  nur  an  der  zweiten  Fläche  eine 
Brechung  erleidet«  ist  der  Einfallswinkel  KLx=p  und  der  diesem 
Werthe  entsprechende  Anstrittswinkel  =  a,  somit  die  Ablenkung 
=  a — p. 

Beide  diese  Strahlen  erleiden  also  gleich  grosse  Ablenkungen 
durch  das  Prisma.  Die  Strahlenparthie,  welche  von  diesen  Nor- 
malstrahlen eingeschlossen  wird»  welche  also  innerhalb  des  Win- 
kels KOA  liegt,  möge  die  mittlere  heissen.  Die  Strahlen,  welche 
rechts  davon,  gegen  die  brechende  Kante  C  liegen,  bilden  die 
Kantenparthie  und  die  links  davon  liegenden,  welche  zunächst  der 
totalen  Reflexion  ausgesetzt  sind,  bilden  die  offene  Parthie. 

Betrachten  wir  nun  einen  Strahl  in  der  Kantenparthie  s.  B. 
OD,  Dieser  liegt  links  vom  Einfallslothe  und  der  gebrochene 
Strahl  DFf  der  als  einfallender  für  die  zweite  Fläche  zu  be« 
trachten  ist,  liegt  als  solcher  auch  links  vom  Einfallslothe.  1d 
dieser  Parthie  liegen  also  die  einfallenden  Strahlen  bezflgllch 
beider  Flächen  auf  der  linken  Seite  ihrer  Einfallslothe. 

Verlängert  man  den  aus  dem  Prisma  austretenden  Strahl  Fu 
bis  er  den  in  das  Prisma  eintretenden  in  G  schneidet,  so  gibt 
der  Winkel  FGD  =  z  die  totale  Ablenkung,  welche  der  Strahl 
OD  beim  Durchgange  durch  das  Prisma  erßhrt.  Diese  Ablen- 
kung resultirt  aus  den  Ablenkungen  an  den  beiden  Flächen.  Die 
Ablenkung  an  der  ersten  Fläche  ist  ==  FDr  =  m  und  an  der 
zweiten  DFG  =  n,  somit  z  =  m — n.  Es  ist  aber  offenbar  m'^n 
und  es  wird  dah^r  in  dieser  Parthie  die  Ablenkung,  welche  die 
Eintritt8fläche  bewirkt,  vermindert  durch  jene,  welche  die  Aus- 
trittsfläche  erzeugt. 

Nehmen  wir  nun  einen  Strahl  OH  aus  der  Mittelparthie. 
Dieser  liegt  links  vom  Einfallslothe,  der  entsprechende  gebrochene 
HJ,  der  als  einfallender  für  die  zweite  Fläche  zu  betrachten  ist, 
liegt  als  solcher  rechts  davon,  und  es  ist  z  ^=70-^-71,  Die  Ab* 
lenkungen  an  beiden  Flächen  sind  übereinstimmend  und  es  wird 
somit  die  eine  durch  die  andere  vergrOssert. 

In  der  offenen  Parthie  befinden  sich  die  einfallenden  Strahlen 
OM  und  IHN  bezüglich  beider  Flächen  auf  der  nemlichen,  hier 
rechten  Seite  der  Einfallslothe  und  es  ist  die  resultirende  Ablen- 
kung £  =  n  —  m,  wie  aus  dem  Dreiecke  SMN  erhellet.  Hier  ist 
die  Ablenkung  an  der  zweiten  Fläche  grosser  als  an  der  e^rsten^ 
d.  h.  n^m,  und  es  wird  wiederum  die  eine  durch  die  andere  ver- 
mindert. 
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Denkt  man  sich  den  brechenden  Winkel  p  des  Prisma  immer 
grosser  werdend  z.  B.  auf  die  Art,  dass  die  untere  Fläche  des* 
selben  um  die  Kante  C  entsprechend  gedrehet  wird,  während  die 
obere  Fläche  iq  ihrer  Lage  beharret »  so  wird  auch  der  Winkel 
KEA  der  beiden  Normalen  in  demselben  Masse  grosser,  denn  es 
wird  ja  der  Schenkel  EA  dieses  Winkels  beständig  näher  rücken 
müssen  an  die  Kante  C  des  Prisma.  In  Folge  dessen  wird  die 
Kantenparthie  fortwährend  vermindert  und  sie  wird  schliesslich 
gana  beseitigt»  wenn  die  Normale  EA  durch  die  Kante  C  hin* 
durchgeht,  oder  schon  rechts  davon  liegt.  Aber  auch  die  offene 
Parthie  erleidet  einen  immer  grosseren  Verlust  durch  die  Ver« 
grosserung  des  brechenden  Winkels,  weil  immer  neue  Stri^hlen 
der  totalen  Reflexion  anheim  fallen.  So  geschieht  es,  dass  bei 
einer  bestimmten  Grösse  des  brechenden  Winkels  nur  mehr  Strahlen 

der  mittleren  Parthie  dqrchgelassen  werden. 

> 

Versetzt  man  ferner  den  leuchtenden  Punkt  in  immer  grossere 
Entfernungen  vom  Prisma,  jedoch  so,  dass  er  in  der  ersten  Nor- 
malen KE  verbleibt,  so  wird  auch  dadurch  der  Fusspunkt  A  der 
anderen  Normalen  der  Kante  C  genähert,  und  somit  die  Kan- 
tenparthie vermindert  und  zuletzt  auch  ganz  beseitigt  Daher 
kommt  es,  dass  selbst  bei  kleinem  brechenden  Winkel  in  diesem 
Falle  nur  Strahlen  der  mittleren  Parthie  durch  das  Prisma  hin* 
durchgehen,  vorausgesetzt,  dass  der  leuchtende  Punkt  hinreichend 
weit  entfernt  wurde. 

Wird  hingeeeo  das  Prisma  um  seine  Axe  gedrehet,  so  wird 
nicht  nur  die  Grösse  des  Perpendikels  OK,  also  der  Abstand  des 
leuchtenden  Punktes  vom  Prisma  geändert,  sondern  es  bekommt 
auch  dieses  Perpendikel  immer  andere  Lagen.  Ist  das  Prisma 
von  der  Art,  dass  es  alle  drei  Strablenparthien  zulässt,  so  haben 
wir  in  der  Drehung  ein  Mittel,  eine  Parthie  nach  der  andern  ver- 
schwinden zu  machen  und  zwar  in  der  einen  oder  entgegenge- 
setzten Ordnung,  jenachdem  wir  das  Prisma  schraubenrechts  oder 
schraubeplinks  drehen. 

§.  16.    Das  Minimum  der  Ablenkung, 

Findet  bloss  eine  einmalige  Brechung  der  von  einem  leuch- 
tenden Punkte  auf  die  Trennungsfläche  zweier  Medien  auffallenden 
Strahlen  Statt,  so  kann  selbst  in  diesem  Falle  schon  von  einem 
Minimum  der  Ablenkung  die  Rede  sein;  denn  der  senkrecht  auf 
die  Trennungsfläche  auffallende  Strahl  erleidet  eben  dieses  Mini* 
mum  der  Ablenkung,  welches  =0  ist,  und  zu  beiden  Seiten  dieses 
Strahles  wächst  die  Ablenkung  mit  der  Schiefe  der  Inzidenz. 
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Hier  soll  aber  von  jenem  Miniiunm  der  Ableiikung  die  Rede 
«ein,  welches  ein  durch  ein  Prisma  geleiteter  Strahl  erfährt. 

Es  sei  demnach  OA  (Fig.  28)  deijenis^e  einfallende  Strahl, 
der  bloss  an  der  ersten  Fläche  eine  Brechang  erleidet;  alsdann 
ist  sein  Brechangswinkel  yAß  =  p. 

I  Nehmen  wir  jetzt  eioen  anderen  Strahl  OD^  der  in  der  Kanten* 
parthie  liegt  ^  so  wird  sein  Brecbongswinkel  grSsser  sein  als  p; 
er  sei  somit  =  p  -f  p. 

Wfirde  oan  die  zweite  Fläche  parallel  sein  zur  ersten,  so 
würde  der  Einfallswinkel  bei  F  gleich  sein  dem  Brechungswinkel 
bei  D,  also  =p  -|-  q.  Da  jedoch  die  zweite  Ftäche  um  den  Winkel 
P  gedrehet  ist»  so  wird  demnach  der  Einfallswinkel  bei  F  um  die 
GrOsse  p  kleiner  sein,  als  er  bei  parallelen  Flächen  wäre.  Es 
ist  also  der  Einfallswinkel  bei  F=i  q,  d.  b.  der  Einfallswinkel  an 
d»T  zweiten  Fläche  des  Prisma  beträgt  gerade  so  viel»  als  die 
Zunahme  des  Brechungswinkels  an  der  ersten. 

Setzen  wir  die  Ablenkung»  welche  der  Strahl  OA  in  Folge 
der  Brechung  an  der  ersten  Fläche  bei  A  erleidet»  =  u>,  so  wird 
die  Ablenkung  des  Strahles  OD  in  dem  Punkte  D  dieser  Fläche 
grösser  sein;  setzen  wir  sie  =su>-i-w\ 

An  der  zweiten  Fläche  ist  die  Ablenkung  bei  B  =  0,  weil 
der  Strahl  AB  diese  Fläche  senkrecht  trifft»  und  bei  F  wird  sie 
ebenfalls  grCsser  sein  als  bei  B;  sie  sei  daselbst  c=0-|-ti'. 

Obgleich  sich  nun  der  Brechungswinkel  an  der  ersten  Fläche 
und  der  Einfallswinkel  an  der  zweiten  um  gleichviel»  nemlich  am 
Q  geändert  haben»  so  ist  doch  insofern  ein  Unterschied»  als  der 
erstere  Winkel  von  p  angefangen»  der  letztere  aber  von  Null  an- 
gefangen um  Q  zugenommen  hat. 

Es  moss  bemerkt  werden»  dass  der  Einfallswinkel  an  der 
zweiten  Treonungsfläche»  beim  umgekehrten  Gange  des  Strahles 
zum  Brechungswinkel  wird,  welche  Betrachtung  zulässig  ist»  wenn 
es  sich  bloss  um  die  Ablenkung  handelt. 

Wegen  des  eben  angedeuteten  Unterschiedes  wird  die  Za- 
nabme  der  Ablenkung  bei  D  grosser  sein»  als  die  bei  F,  also 

Da  noa  bei  den  Strahlen  der  Kanten-Parthie  die  resultirende 
Ablenkung  gleich  ist  dem  Unterschiede  der  Ablenkungen  an  jeder 
der  beiden  Flächen»  so  haben  wir  dafOr  den  Aosdmck: 
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V  +  w'  — »', 
Qod   da.io'^»'    eine    positive    GrOsse    ist»    so    ist  jedenfalls^ 
ip^ (,!,'. tt')>tp,  d.  ii.  die  Ablenkung,  die  der  Strahl  OD  durch 
das  Prisma  erleidet,  ist  grosser  als  jene  des  Strahles  OA, 

Nehmen  wir  jetzt  einen  Strahl  OH 9  der  in  der  Mittelparthie 
liegt.  Ist  a.  B.  der  Brechungswinkel  bei  A  =  20^  (also  auch 
p  =  20®),  so  wird  der  Brechungswinkel  bei  H-^W^,  etwa  =  IS^ 
sein.  Bei  paralleler  Lage  der  Austritts-  und  Eintrittsfläche  wSre 
der  Einfallswinkel  bei  J  auch  ^  15^.  Da  nun  aber  die  Austritts* 
fläche  um  20^  gedrehet  worden»  so  ist  der  Einfallswinkel  bei 
J=15«— 20»=  — 6<>. 

Der  Einfallswinkel  au  der  Austrittsfläche  hat  sich  daher  auch 
uro  so  viel  geändert,  wie  der  Brechungswinkel  ao  der  Eintritts« 
fliehe,  der  von  20**  auf  15»  herabgesunken  ist.  Das  negative 
Zeichen  bedeutet  flberdiess,  dass  der  einfallende  Strahl  an  der 
Aastrittsfläche  nicht  mehr  links,  sondern  rechts  Fom  Einfalls* 
letbe  liegt. 

Da  die  koraponirende  Ablenkung  bei  H  kleiner  sein  mnss» 
als  bei  A,  so  setzen  wir  sie  =19  —  u/',  wo  also  u/'  die  Abnahme 
derselben  beim  Debergange  von  dem  Strahle  OA  zu  OH  he* 
deutet  Die  komponirende  Ablenkung  an  der  Austrittsfläche  bei 
«/,  die  grosser  is^  als  bei  B,  wo  sie  gleich  Null  war,  sei  =  «''* 

Nun  ist  aber  die  Verminderung  der  Ablenkung  bei  H  grosser 
als  die  Vermehrung  derselben  bei  J,  also  to">t»'%  denn  im  er« 
steren  Falle  ändert  sich  der  Brechungswinkel  von  20»  angefangen, 
im  letzteren  Falle  aber  der  Einfallswinkel  von  0»  angefangen. 

Da  nun  die  resultirende  Ablenkung  bei  den  Strahlen  der 
Mittelparthie  gleich  der  Summe  der  komponirende»  Ablenkungen 
ist,  so  haben  wir  (ür  dieselbe  den  Ausdruck: 

und  da  —  ti/'  -|-  u"  eine  negative  GrSsse  ist,  so  ist  Jedenfalls 
to>fo — u/'i-u".  Es  nimmt  also  die  durch  das  Prisma  bewirkte 
Ablenkung  von  A.  nach  links  ab. 

Wie  weit  reicht  diese  Abnahme  nach  Links? 

Zut  Beantwortung  dieser  Frage  werden]  uns  {folgende  Be* 
trachtnngeo  ßihren. 

Gehet  man  von  dem  Strahle  Aß  ^u  links  liegenden  Aber,  so 
wird  der  Brechmpgawinkel  yAB  =  p  successive  abnehmen  und  m 
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K  gleich  Null  werden;  der  EinfalUwiDkel  an  der  AustritUfläche, 
der  in  B  gleich  Null  ist«  wird  ebenso  socceeaive  wachsen,  bis 
er  in  JL=:/7  wird.  Denkt  man  sich  nun  die  Abnahme  des  erstereo 
und  das  Wachsen  des  letzteren  stetig,  so  müssen  beide  Winkel 
für  einen  gewissen  Strahl,  der  in  der  Mitte  der  mittleren  Parthie 
Regt,  einander  gleich  werden.  Durch  diesen  Strahl,  den  wir  den 
mittleren  nennen  wollen,  wird  die  Mittelparthie  selbst  wieder  in 
zwei  Theile  getheilt  Von  allen  Strahlen,  die  in  dem  rechts- 
liegenden  Theile  liegen,  wird  nun  im  Allgemeinen  dasselbe  gelten, 
was  von  dem  Strahle  OH  gesagt  wurde.  Da  wird  stets  die  Ab- 
nahme der  Ablenkung  an  der  Eintrittsfläche  grosser  sein,  als  die 
Zunahme  der  Ablenkung  an  der  Austrittsfläche  und  somit  wird 
die  resnitirende  durch  das  Prisma  bewirkte  Ablenkung  desto 
kleiner  werden,  je  mehr  man  sich  dem  mittleren  Strahle  nähert 
In  dem  links  liegenden  Theile  wird  es  umgekehrt  sein.  Hier 
wird  nemlich  die  Zunahme  der  Ablenkung  an  der  Austrittsfläcbe 
für  jeden  Strahl  grosser  sein,  als  die  Abnahme  derselben  an  der 
Eintrittsfläche,  weil  jetzt  bei  jedem  Strahle  der  Einfallswinkel  an 
der  Austrittsfläche  grosser  ist,  als  der  Brechungswinkel  an  der 
Elntrittsfläche.  Es  wird  daher  die  resultirende  Ablenkung  von 
dem  mittleren  Strahle  nach  links  wiederum  zunehmen  und  sie 
wird  daher  für  den  mittleren  Strahl   selbst  ein  Minimum  sein. 

Ist  fflr  einen  in  der  offenen  Parthie  liegenden  Strahl  OAf  der 
Brechungswinkel  =  j,  so  ist  der  Einfallswinkel  an  der  Austritts- 
fläche bei  N,  nemlich  MNx  —  p-i^i.  Gesetzt  der  Strahl  OM  sei 
bereits  so  schief,  dass  man  p-f  j=  G  setzen  kann,  wo  G  fOr 
den  Stoff,  woraus  A^fi  Prisma  beatehet,  den  Grenzwinkel  bedeutet, 
so  wird  bei  diesem  Strahle  OM  die  totale  Reflexion  beginnen. 
Da  nun  aber  die  Summe  p-f^  ®><^®  konstante  Grtisse  Ist,  so  rooss, 
falls  man  den  brechenden  Winkel  p  vergrnssert,  i  in  demselben 
Maasse  kleiner  werden.  Setzt  man  daher  p  =:  G,  ao  wird  d  =  0 
und  es  wird  in  diesem  Falle  bereits  der  normal  auffallende  Strahl 
OK  die  totale  Reflexion  erleiden.  Wird  p^G  genommen^  so 
wird  i  negativ  d.  h.  es  erleiden  auch  schon  Strahlen,  welche  rechts 
von  OK  liegen,  die  totale  Reflexion. 

Das  Ablenkungs -Minimum  wächst  übrigens  mit  dem  bre- 
chenden Winkel  p  des  Prisma. 

Es  sei  (Fig.  29)  SA  der  einfallende  Strahl  und  Aß  der  ent- 
sprechende gebrochene ;  der  Brechungswinkel  BAy  =  /?,  der  Ab- 
lenkungswinkel an  der  Eintrittsfläche  BAJ^^m.  An  der  Austritts- 
fläcbe sei  der  Einfallswinkel  ABx  =  y  und  der  Ablenkungswinkel 
ABJzszn.    Der  Winkel  AHx,  den  die  Einfallslothe  bUden^  ist 
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=  p.    E«  ist  aber  AHx  als  äusserer  Winkel  des  Dreieckes  AHB 
auch  =  /?  I-  /;  folglich  ist: 

Die  Summe  aus  dem  Brechungswinkel  an  der  ersten  und  dem 
Einfallswinkel  an  der  zweiten  Fläche  ist  somit  eine  konstante 
Grosse,  so  lange  der  brechende  Winkel  des  Prisma  konstant  ver- 
bleibt und  sie  hängt|  von  dem  Brechungs  -  Exponenten  nicht  ab. 
Fflr  die  mittlere  Parthie  ist  sowohl  ß  als  y  positiv;  lilr  die  Kanten^ 
partbie  ist  aber  p  =  /J— y  und  für  die  offene  p  =  — /3  +  y. 

Ist  nun  SA  der  mittlere  Strahl,  der  das  Minimum  der  Ablen- 
kung erföhrt,  so  hat  man  /?  =  y»  und  in  diesem  Falle  hat  der  ge^- 
brochene  Strahl  AB  innerhalb  des  Prisma,  da  er  gegen  die  Seiten 
desselben  gleichgeneigt  sein  muss,  eine  Richtung,  die  sieh  mit 
dem  brechenden  Winkel  p  nicht  ändert,  also  konstant  ist.  Wird 
demnach  p  s.  B.  grosser,  so  bedeutet  diess,  dass  sowohl  die  Ein- 
trittsfläcbe  AC  als  auch  die  Austrittsfläche  BC  um  gleichviel 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  um  die  Punkte  A  und  B,  und 
zwar  hier  gegeneinander  gedrebet  werden,  so  dass  sie  in  die 
Lagen  AE  und  BE  kommen  und  den  brechenden  Winkel  AEB 
bilden.  Soll  nun  unter  diesen  Umständen  die  Richtung  des  ge- 
brochenen Strahles  AB  konstant  verbleiben,  so  rouss  auch  der 
einfallende  Strahl  SA^  wie  wir  bereits  wissen,  eine  der  Trennungs- 
fläche AC  entgegengesetzte  Drehung  erleiden;  er  muss  etwa  in 
die  Lage  S'A  gebracht  werden;  dadurch  wird  auch  die  Richtung 
des  austretenden  um  ebenso  viel  gedrehet,  so  dass  dieser  aus 
der  Lage  BT  in  die  Lage  BT  kommt.  Durch  die  Drehung  der 
Eintritts-  und  Austrittsfläche,  a|so  durch  VergrGsseruog  von  p^ 
werden  nur  die  Winkel  ß  und  y;  durch  die  Drehung  des  einfal- 
lenden ood  austretenden  Strahles  wiederum  bloss  die  Winkel  m 
und  .n  geändert  und  zwar  in  dem  vorausgesetzten  Falle  ver- 
grossert  Gehet  somit  der  brechende  Winkel  p  in  den  grSsseren 
AEB  über,  so  gehet  m  in  BAK  und  n  in  ABK  Ober  und  es  ist 
jetzt  die  resnltirende  Ablenkung  AKu^BAK+ABK,  also  grOsser 
als  die  frfihere,  denn  diese  war  AJN=mi-n, 

Setzt  man  voraus,  dass  der  Stoff,  woraus  das  Prisma  be- 
stehety  zu  denjenigen  gebore,  deren  Brechungs- Exponent  zwischen 
2  und  V2  liegt,  so  möge  der  Einfallswinkel  SAz  (Eintritts winket) 
diejenige  Grösse  haben,  bei  welcher  /?=  m  iat,  wo  hier  unter  m 
der  Ablenkungswinkel  verstanden  wird.  Wollen  wir  nun  weiters, 
dass  der  einfallende  Strahl  SA^  der  in  Folge  seiner  Brechung  an 
der  Eintrittsfläche,  den  Weg  AB  innerhalb  des  Prisma  einschlägt^ 
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das  MiDifDam  der  Ablenkung  erleide,  so  moss  man  den  brechen« 
den  Winkel  p  sich  so  gross  denken,  d.  h.  die  Anstrittsflfiche  BC 
in  einer  solchen  Lage,  dass  der  gebrochene  Strahl  AB  mit  Ihr 
denselben  Winkel  bilde,  wie  mit  der  Eintrittsfläche  AC^  dass  also 
das  Dreieck  ABC  ein  gleichschenkliges  sei.  Unter  diesen  Um* 
ständen  wird  auch  y  =  n.  Und  da  bei  dem  Minimum  der  Ab- 
lenkung /?=y  und  m=fi  Ist,  so  sind  alle  diese  vier  Winkel  unter 
einander  gleich  und  somit  das  Viereck  AHBJ  ein  Rhombus.  Es 
stehet  demnach  der  verlängerte  einfallende  Strahl  SM  senkrecht 
auf  der  Austrittsfläche  BC  und  ebenso  steht  der  austretende 
Strahl  BT  senkrecht  auf  der  Eintrittsfläche  AC.  In  diesem  spe* 
ziellen  Falle  Ist  die  resultirende  Ablenkung  AJN  =  m  -|-  n  =  2m 
und  da  p  =  j9-|-y  =  2/3  =  2m,  so  hat  man  auch  AJN=:p. 

Aus  jedem  Stoffe  von  mittlerem  BrechungsvermOgen  lässt 
sich  daher  ein  Prisma  herstellen,  dessen  Ablenkung  gleich  ist 
seinem  brechenden  Winkel.  Der  brechende  Winkel,  bei  dem  dieser 
Fall  eintritt,  Ist  aber  offenbar  gleich  dem  Exponentlalwinkel  SAz 
des  Stoffes,  denn  es  stehen  ja  die  Sehenkel  des  einen  senkrecht 
auf  jenen  des  anderen. 


{.  17.  Konstruktion  des  aus  einem  Prisma  austretenden 
Lichtstrahles. 

Von  dem  leuchtenden  Punkte  O  falle  ein  Strahl  OA  auf  di« 
Prismenfläche  ftitt  (Fig.  30);  geschieht  die  Brechung  sum  Einfalls* 
lothe,  so  sei  AB  der  gebrochene  Strahl.  Für  die  Austrittsfläche 
gn  des  Prisma  spielt  der  Durchschnittspunkt  B  (oder  das  der 
Eintrittsfläche  entsprechende  Bild  von  O)  ganz  die  Rolle  des 
Objektes;  verlängert  man  daher  den  gebrochenen  Strahl  AB,  bis 
er  die  Austrittsfläche  In  C schneidet,  so  stellt  BC  bezüglich  dieser 
letzteren  den  einfallenden  Strahl  vor.  Zieht  man  nun  von  C  die 
■n  OA  Parallele  CD,  so  hat  man: 

BA_BC 
OA^CD"^^ 

fes  wird  hier  vorausgesetzt,  dass  das  Prisma  ringsherum  von 
demselben  Medium  s*  B.  Luft  umgeben  sei.  Wflrde  man  sich  suo 
die  Austrittsfläche  zuerst  in  der  Lage  rsWnm  denken,  so  wflrde 
DC  nicht  nur  die  GrOsse,  sondern  auch  die  Richtung  des  aus- 
tretenden Strahles  angeben.  Indem  man  aber  n  durch  Drehung 
um  den  Punkt  C  In  die  Lage  qn  bringt,  so  wird  dadurch  die 
GrOsse  BC  des  einfallenden  Strahles  nicht  geändert,  und  es  wird 
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also  aach  der  gebrochene  seine  frühere  GrKsee  =a  DC  beibehalten, 
wohl  aber  wird  durch  eine  solche  Drehung  die  Richtung  des  aus- 
tretenden Strahles  eine  Aenderung  erfahren.  Man  bekommt  diese 
Richtung,  wenn  mnn  von  dem  Punkte  B  die  BK±gn  zieht,  hier- 
auf mit  CD  als  Halbmesser  um  C  eitien  Bogen  beschreibt,  der 
jene  Senkrechte  in  AI  schneidet.  Verbindet  man  dann  den 
Durchschnittspunkt  M  mit  dem  Austrittspunkte  C,  so  gibt  die 
Linie  CM  jetzt  nicht  nur  die  GrOsse,  sondern  auch  die  Richtung 
des  austretenden  Strahles.  BeGndet  sich  in  der  Richtung  dieses 
letzteren  z.  B.  in  F  das  Auge,  so  sieht  es  den  leuchtenden  Punkt 
an  dem  Orte  üf. 

Der  Winkel  RBA,  welchen  der  gebrochene  Strahl  AB  mit 
der  ersten  Normalen  BR  bildet,  ist  bekanntlich  gleich  dem  Bre- 
chungswinkel ß  an  der  ersten  Fläche;  der  Winkel  ABK^ber,  den 
derselbe  gebrochene  Strahl  mit  der  anderen  Normalen  BK  bildet, 
ist  gleich  dem  Einfallswinkel  y  an  der  Austrittsfliche.  Da  nun 
RBK:^p  Ist,  so  ist  auchj}-|-y=;i^. 

FSilt  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles  AB  ausserhalb 
des  Winkels  RBK  z.  B.  rechts,  so  wechselt  y  das  Zeichen,  füllt 
sie  links,   so  wechselt  ß  das  Zeichen. 

Dass  der  Winkel  ROA=iRDC  den  Einfallswinkel  bezOglich 
der  ersten  Fläche  bedeutet,  ist  bekannt;  ebenso  bedeutet  der 
Winkel  FMK  den  Austrittswinkel  bezfiglich  der  zweiten  Fläche, 
da  er  =  FCy  ist,  und  der  Winkel  DCM  stellt  die  durch  das 
Prisma  bewirkte  Ablenkung  vor.  So  haben  alle  Elemente  des 
Viereckes  BDCM  ihre  ganz  bestimmte  Bedeutung. 

Denkt  man  sieh  den  brechenden  Winkel  p  in  stetigem  Wach* 
een  begriffen,  so  wird  dadurch  die  Senkrechte  BK  oni  den  Punkt 
B  schraubenlinks  gedrehet  und  sie  witrd  schliesslich  den  aus  C 
mit  dem  Halbmesser  CD  beschriebenen  Kreis  tangiren.  Das  Bild 
des  leochtenden  Punktes,  das  antenglicb  bei  paralleler  Lage  der 
Flächen  in  D  war,  wird  also  den  Kreisbogen  zariicklegen,  der 
zwischen  D  and  dem  gedachten  Berfihrongspunkte  liegt.  Letz- 
terer Berabrungspunkt  füllt  natürlich  bereits  in  die  Anstrittsfläehe 
des  Prisma. 

Matt  denke  sich  jetzt  zwei  Strahlen  OA  und  OB  <Fig.  31), 
welche  gleichweit  von  der  Normalen  OR  abstehen  und  von  dem 
leuchtenden  Punkte  O  herkommen.  Die  ihnen  entsprechenden 
gebrochenen  BE  und  AE  werden  in  dem  nemlichen  Punkte  E 
die  Normale  schneiden. 

Es  sei  nan  die  Anstrittsfläehe  jm  in  der  Art  gegen  die  Ein- 
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trittsfläche  geneigt,  dass  das  von  E  aof  dieselbe  gc^fUlte  Perpen- 
dikel EK  ansserhalb  des  Winkels  REA  atid  zwar  rechts  da- 
von falle« 


Bezüglich  der  Austrittsfläche  sind  EC  and  ED  die  einfallenden 

I  Strahlen.    Zieht  man  demnach  DF\\BO  and  ist  ebenso  CG\\AO\ 

p  so  stellen  DF  und  CG  die   GrGssen  der  austretenden  Strahlen 

▼or.  Beschreibt  man  also  mit  DF  um  D  einen  Bogen^  so  schneidet 

pr  er  die  Senkrechte  iii  N,  und  wenn  man  ebenso  mit  CG  um  C 

einen  Bogen  beschreibt^  so  schneidet  er  eben  diese  Senkrechte  in 

dem  höheren  Punkte  M.    Der  bei  C  austretende  Strahl  Ifisst  also 

I  den  leuchtenden  Punkt  an  dem  Orte  M,  der  bei  D  austretende 

an  dem  Orte  N  erscheinen. 

Schon  frfiher  wurde  dargelegt,  dass  die  an  der  ersten  Fläche 
gebrochenen  Strahlen  in  verschiedenen  Punkten  die  verlängerte 
Normale  OR  schneiden.  Ein  unterhalb  dieser  Fläche  und  noch 
innerhalb  des  brechenden  Mediuins  befindliches  Auge  wfirde  den 
leuchtenden  Punkt  immer  an  einer  solchen  Durchschnittsstelle 
sehen.  Diese  Durchschnittspunkte  sind  also  als  Orte  der  Bilder 
zu  betrachten  und  es  gibt  demnach  von  dem  leuchtenden  Punkte 
O  unzählige  Bilder  >  welche  alle  In  der  verlängerten  Normalen 
OR  liegen.  £  ist  ein  solches  Bild.  Durch  die  Brechung  an  der 
Anstrittsfläche  wird  nun  dieses  Bild  in  zwei  andere  M  und  N 
aufgelöst,  welche  beide,  wie  schon  gesagt  wurde,  in  der  nemlicheo 
von  E  auf  die  Austrittsfläche  geßlllten  Senkrechten  liegen. 

Lässt  man  den  brechenden  Winkel  des  Prisma  successive 
wachsen,  so  bekommt  die  Senkrechte  Lagen,  deren  Abstand  von 
C  und  D  immer  grösser  wird;  die  Folge  wird  sein,  dass  sich 
sowohl  das  Bild  N  als  auch  M  immer  mehr  der  Anstrittsfläche 
nähern  wird.  Kommt  iV  in  die  letztere  zu  liegen,  so  ist  der  in  D 
austretende  Strahl  im  Begriffe  total  reflektirt  zu  werden.  Das- 
selbe Schicksali  nur  später,  trifft  natOrlich  den  in  C  austretenden 
|.  Strahl.    Der  von  O  auf  die  erste  Fläche  fallende  Strahl  OB  ge- 

[\  hört  offenbar  der  offenen  Parthie  und  der  andere  OA  der  mitt- 

|:  leren  Parthie  an. 

b<  Die  angestellte  Betrachtung    bezieht  sich  natürlich  nur  auf 

\  den  Fall,  wo  eine  offene  Parthie  überhaupt  möglich  ist^  wenn  also 

f.  der  brechende  Winkel  nicht  zu  gross  und  auch  der  Abstand  des 

^'  leuchtenden  Punktes  vom  Prisma  nicht  zu  beträchtlich  ist 

^-  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  es  unter  den  Bildern,  welche 

I  durch  Brechung  an  der  Eintrittsfläche  entstehen,  und  in  iet  Nor- 

1^:  malen   OR  liegen  (Eintrittsbilder),  unzählige  geben,    von    denen 
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•in  jedes  in  Folge  der  Brechung  an  der  Aastrittsfläche  in  zvrei 
andere  aufgelöst  wird  (Aostritt^bilder).  Aber  jedes  solche  Bilder- 
paar wird  natürlich  in  einer  anderen  Senkrechten  liegen. 

Jedes  Eintrittsbild  ist  ffir  die  Aastrittsfläche  als  Object  zu 
betrachten,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  von  demselben,  nicht 
wie  von  dem  leuchtenden  Punkte  selbst,  Strahlen  radienartig  nach 
allen  möglichen  Richtungen  ausgesendet  werden,  sondern  in  wie- 
fern die  Betrachtung  sich  bloss  auf  eine  senkrecht  gegen  die  bre* 
chende  Kante  gelegte  Ebene  bezieht,  sendet  ein  solches  Bild  nur 
einen,  oder,  wenn  auch  eine  offene  Partbie  vorhanden  ist,  zwei 
Strahlen  aus. 

Das  Eintrittsbild,  welches  dem  normal  auffallenden  Strahle 
OR  entspricht,  sendet  selbst  in  dem  letzteren  Falle  nur  einen 
Strahl  aus  und  kann  daher  auch  nur  ein  Austrittsbild  geben. 
Man  fölle  nun  von  dem  leuchtenden  Punkte  O  (Fig.  32)  die  Senk«- 
rechte  Oz  auf  die  Eintrittsfläche  mn  des  Prisma  und  verlänge/e 
sie  nach  aufwärts,  so  liegen  In  dieser  Senkrechten,  wie  bereits 
bekannt,  alle  Eintrittsbilder.  Unter  diesen  Bildern  wird  eines, 
nemlich  r  dem  leuchtenden  Punkte  am  nächsten  liegen.  Es  ent- 
spricht dieses  Bild  demjenigen  auffallenden  Strahle,  der  die  Ein- 
trittsfläche mit  normal  trifft,  ffir  welchen  also  der  Einfallswinkel 
=rO  ist  Die  übrigen  Eintrittsbilder,  wie  f ,  t,  t»  etc.  mögen  auf 
der  Strecke  ru  liegen.  Ist  nun  qn  die  Austrittsfläche  des  Prisma, 
so  bat  man  von  jedem  Eintrittsbilde  eine  Senkrechte  auf  diese 
Fläche  zu  ziehen.  Es  seien  demnach  rA,  W,  ik  und  ug  solche 
Perpendikel.  Gemäss  dem  zuvor  Gesagten  wird  nun  jedes  Ein- 
trittsbild durch/  die  Brechung  an  der  Austrittsfläche  in  zwei  an- 
dere Bilder  aufgelost,  welche  beide  in  der  dem  Eintrittsbilde  zu- 
gehörigen Senkcecbten  liegen.  So  wird  s  aufgelöst  in  die  Bilder 
6  und  e;  ebenso  entsprechen  die  Aastrittsbilder  c  und  f  dem 
Eintrittsbilde  t  und  die  Austrittsbilder  d  und  g  sind  auf  u  zu 
beziehen.  Nur  das  Eintrittsbiid  r  gibt  auch  nur  ein  einziges  Aus* 
trittsbild  a. 

Die  Linie,  in  welcher  die  Austrittsbilder  liegen,  bestehet  dem- 
nach aus  den  zwei  Aesten  ad  und  ag  und  Alles  deutet  darauf, 
dass  diese  Aeste  Kurven  seien.  Det  Ast  ag  gehört  offenbar  der 
offenen  Strahlenparthie  an ,  während  der  andere  ad  den  Strahlen 
der  mittleren  und  der  Kantenpartbie  seine  Entstehung  verdankt. 

Die  auf  die  Austrittsfläche  gefällten  Perpendikel  bilden  In 
ihrer  Gesammtheit  das  Trapez  ruhg.  Vergrössert  man  successive 
den  brechenden  Winkel  p  des  Prisma,  so  erleidet  jedes  dieser 

Tbeil  L,  10 
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Perpendikel  eine  entsprechende  Drehung  um  denjenigen  Punkt, 
Ton  welchem  es  gef&IU  wurde»  also  8.  B.  rh  um  den  Punkt  r  etc. 
In  Folge  dessen  rücken  die  Perpendikel  immer  mehr  auseinander 
und  die  Hohe  hg  des  Trapezes  selbst  wird  immer  grosser.  Ist 
p=rO,  gehet  also  das  Prisma  in  ein  von  parallelen  Ebenen  be- 
grenztes Medium  fiber^  so  ist  auch  A(gr  =  0  und  es  fallen  dann 
alle  Perpendikel  in  die  von  dem  leuchtenden  Punkte  O  gezogene 
Normale  Ou 

Mit  der  Vergrusserung  von  p  wird  zuerst  das  Austrittsbtid 
g  verschwinden»  und  dann  der  Reihe  nach  die  höheren  Bilder  f^ 
e,  a  etc.»  indem  sie  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Austrittsfläche 
nähern. 

Hat  also  das  Prisma  einen  so  grossen  brechenden  Winkel, 
dass  die  offene  Strahlenparthie  wegßillt,  so  fehlt  der  Ast  ng  der 
Kurve  ganz  und  das  Bild  a,  welches  den  Scheitel  der  Kurve 
bildet,  kommt  bereits  in  die  Austrittsfläche  zu  liegen.  Bei  wei- 
terer Vergrosserung  von  p  wird  auch  der  Ast  ad  abnehmen  and 
zwar  von  a  angefangen. 

Die  Höhe  hg  des  Trapezes  wird  sich  übrigens  auch  ändern 
s.  B.  grösser  werden  müssen,  wenn  man  den  leuchtenden  Punkt 
weiter  vom  Prisma  entfernt.  In  diesem  Falle  erleiden  aber  die 
Perpendikel  keine  Drehungen  um  die  Punkte,  von  denen  sie  ge- 
fällt werden,  sondern  die  gedachte  Aenderung  rührt  von  dem  Um- 
stände her,  dass  die  Eintrittsbilder  r,  f,  U  «  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  relativ  weiter  auseinander  rücken. 

Da  ferner  die  Eintrittsbilder  für  gleiche  Aendemngen  des 
Einfallswinkels  ungleiche  relative  Abstände  haben  und  da  diese 
Abstände  von  r  gegen  u  Im  Allgemeinen  wachsep,  so  wird  auch 
der  relative  Abstand  der  Perpendikel  von  h  gegen  g  na  Allge- 
meinen zunehmen.  Die  Beschaffenheit  der  Austrittsbilder* Kurve 
hängt  übrigens  auch  ab  von  der  Natur  des  Mediums,  in  welelies 
die  Strahlen  aus  dem  Prisma  eintreten.  Diess  wird  ans  Folgen- 
dem erhellen. 

Gesetzt  wir  haben  ein  von  parallelen  Ebenen  begrenztes  Me- 
dium vor  uns,  so  erreicht  der  Einfallswinkel  an  der  Austrittsfläche 
seinen  Maximumwerth ,  wenn  der  Einfallswinkel  an  der  Eintritts- 
fläche =  90^  Ist  Jener  Maximumwerth  des  Einfallswinkels  an 
der  Austrittsfläche  kann  jedoch  beliebig  erhöhet  werden,  wenn 
durch  Drehung  der  letzteren  das  Medium  die  Gestalt  eines  Prisma 
erhält.  Ist  das  Prisma  aus  Glas  und  bezeichnet  man  den  Stoff, 
welcher  die  Strahlen  von  demselben  empftngt,  allgemein  mit  7, 
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so  sei  fi  der  Brechangs-Exponent  flir  den  Uebergang  des  Lichtes 
ans  dem  Glase  in  diesen  Stoff  T.  Man  wird  sich  im  Allgemeinen 
n<l  und  auch  variabel  denken  kSnnen,  wenn  man  die  Absicht 
bat  T  zu  wechseln.  Der  leacbtende  Pankt  selbst  mag  sich 
In  der  Luft  oder  in  einem  anderen  von  T  verschiedenen  Stoffe 
befinden. 

Ist  nnn  an  der  Aastrittsfläche  des  Prisma  der  Einrallswinkel 
=  u  nnd  der  Brechungswinkel  =  ß^  so  hat  man: 

sina  , 

,    _       sin  a 

8l«/J  =  — 

Wenn  nnn  der  brechende  Winkel  des  Prisma  von  der  Art 
ist,  dass  er  Werthe  von  a  zulisst,  (ur  welche  sintt>n  ist,  so 
werden  alle  jene  Strahlen  >  bei  denen  diese  letztere.  Bedingung 
Plats  greift,  total  reflektirt.  Wenn  aber  ffir  alle  zulässigen  Werthe 
von  a  stets  sino<n  verbleibt,  so  findet  keine  totale  Reflexion 
Statt  In  diesem  letzteren  Falle  wird  der  Ast  ag  der  Kurve  ganz 
unverkfirzt  verbleiben;  er  wird  auch  nicht  bis  an  die  Austritts« 
fläche  reichen.  Die  Divergenz  der  beiden  Aeste  ad  und  ag  wird 
sich  natflriich  nach  dem  Wertbe  von  n  richten  mflssen  und  sie 
wird  desto  geringer,  je  mehr  sich  n  der  Einheit  nähert 

Man  stelle  sich  wiederum  ein  Prisma  rnnq  (Fig.  33)  z.  B. 
aus  CrowDglas  vor  und  es  sei  an  der  Austrittsfläcbe  qn  der  Bre- 
cfaungs-Exponent  n>l;  es  finde  also  an  dieser  Fläche  eine  Bre- 
chung zum  Einfallslothe  Statt,  wie  diess  der  Fall  wäre^  wenn  die 
Strahlen  aus  diesem  Prisma  unmittelbar  in  ein  anderes  aus  Flint- 
glas  eintreten  müssten.  Alsdann  sei  O  ein  leuchtender  Punkt; 
man  ziehe  in  Gedanken  die  einfallenden  Strahlen  öa  und  06,  die 
mit  der  Normalen  oz  gleiche  Winkel  bilden;  die  ihnen  entspre- 
<;benden  gebrochenen  seien  ne  und  6e,  welche  beide  in  dem  nem* 
liehen  Punkte  e  die  Normale  treffen,  so  dass  also  e  das  ent- 
sprechende Eintrittsbild  vorstellt  Nun  ßlle  man  von  diesem  Bilde 
die  efj^qn  und  verlängere  auch  ae  und  be  nach, abwärts,  bis  gn 
davon  in  c  und  d  geschnitten  wird.  Alsdann  sind  ee  und  ed  flBr 
die  Austrittsfläche  als  einfallende  Strahlen  zu  betrachten.  Da  nun 
hier  eine  Brechung  zum  Einfallslothe  Statt' findet,  so  wird  dem 
einfallenden  Strahle  ce  der  gebrochene  eg  entsprechen,  welcher 
das  Perpendikel  oberhalb  des  Eintrittsbildes  in  g  trifft  und  ebenso 
wird  ed  den  gebrochenen  dh  geben,  welcher  dasselbe  Perpendikel 
bekanntlicb  in  einem  hDheren  Punkte  h  schneiden  wird.    Es  sind 

10* 
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Dan  aber  g  und  h  die  Austrittsbiider,  in  welche  sich  hier  wie- 
deram  das  Eintrittabild  e  auflöset  Da  dieses  oan  von  jedem  ao- 
deren  Eintrittsbilde  gilt,  so  werden  wir  in  diesem  Falle  die  Karre 
^^  (P>g*  32)  erhalten,  welche  links  von  der  Normalen  oi  liegt. 
Der  Ast  vy  wird  der  offenen  Strahlenparthie  angehören,  der  andere 
vx  den  beiden  anderen. 

Am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  mnss  ich  noch  eines  Um- 
standes  Erwähnung  thon,  der  auf  gewisse  Erscheinungen  Ein* 
fluss  haben  dörfte. 

Die  Austrittsbilder-Knrve  wird  nemlich  durch  eine  Aenderung 
im  BrechungsvermSgen,  selbst  wenn  diese  gering  sein  sollte,  der 
Lage  und  Ausdehnung  nach  bedeutend  modifizirt.  Es  sei  wiederum 
O  ein  leuchtender  Punkt  (Fig.  34)  und  fiQr  den  einfallenden  Strahl 
OA  sei  AB  der  entsprechende  gebrochene.  Wird  der  letztere 
nach  abwärts  bis  E  verlängert,  so  gibt  die  zt  AO  parallele  ED 
die  Grosse  des  austretenden  Strahles  und  wenn  man  mit  ED  den 
Bogen  Du  beschreibt,  so  schneidet  dieser  die  von  B  B.n(  pl  ge- 
ftllte  Senkrechte  BH  In  u.  Es  Ist  somit  u  das  entsprechende 
Austrittsbild. 

Denkt  man  sich  nun  das  Prisma  aus  einem  stärker  brechenden 
Stoffe  bestehend,  so  sei  AC  der  dem  einfallenden  Strahle  OA 
entsprechende  gebrochene,  welcher  nach  abwärts  verlängert  in  F 
die  Anstrittsfläche  trifft  Die  zu  OA  parallele  FG  wird  jetzt 
wieder  die  Grosse  des  austretenden  Strahles  vorstellen  und  wenn 
man  damit  den  Bogen  Gv  beschreibt,  wird  das  von  C  gefällte 
Perpendikel  CJ  in  e  geschnitten,  so  dass  jetzt  v  das  entsprechende 
Austrittsbild  ist 

In  Folge  der  Aenderung  des  Brecbungs- Exponenten »  haben 
sich  gleichzeitig  drei  andere  Umstände  und  zwar,  was  die  Wir- 
kung anbelangt,  fibereinstimmend  geändert    Nemlich: 

]o.  Das  Perpendikel  ist  aus  der  Lage  BH  In  die  Lage  CJ 
gekoiümen ; 

29.  Der  Hittelpunkt  des  zu  beschreibenden  Bogens  ist  von 
E  nach  F  verschoben  und 

3^.  Der  Halbmesser  des  zu  beschreibenden  Bogens  selbst 
ist  kleiner  geworden,  denn  die  vierseitige  Figur  GDEF  Ist  ein 
Trapez,  worin  GF<,DE. 

Alle  diese  Umstände  haben  zur  FoIge>  dass  die  durch  das 
Prisma  bewirkte  Ablenkung  eine  sehr  bedeutende  VergrOss^mng 
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erleidet     In   Folge   davon  wird   auch    die  Auatrittabilder  •  Kurve 
eine  bedeutende  Aendening  erfahren  müssen. 


§.  18.    Conetruktion  gebrochener  Strahlen  an  einer 
sphäriBch  gekrümmten  Fläche. 

Es  sei  (Fig.  35)  die  Oberfläche  pq  eines  zum  Einfallslothe 
brechenden  Mediums  sphärisch  gekrümmt  und  ihre  konvexe  Seite 
dem  leuchtenden  Punkte  O  zugekehrt.  Man  verbinde  den  leuch- 
tenden Punkt  mit  dem  Gentro  e  der  Kugelfläche  (welche  Verbin* 
dungstinle  die  Axe  heissen  mag)  und  lege  zu  dem  Punkte  K,  in 
welchem  letztere  von  der  Axe  getroffen  wird,  die  tangirende 
Ebene  mn. 

Ein  von  O  kommender  Strahl  od  trifft  die  Kugelfläche  in  d, 
während  er  die  tangentiell  gelegte  Ebene  in  r  durchschneidet.  Um 
nun  den  gebrochenen  StralH  für  den  Einfallspunkt  d  zu  kon- 
struiren,  wollen  wir  ihn  zuerst  fär  den  Punkt  r  ausmitteln»  wie 
wenn  rnn  die  Trennungsfläche  wäre.  Unter  dieser  Voraussetzung 
wird  also  or  der  einfallende  Strahl  sein  und  der  diesem  entspre. 
chende  gebrochene  sei  re. 

Für  das  Element  d  der  krummen  Fläche,  das  wir  uns  zuerst 
parallel  zu  mn  denken  wollen,  ist  od  der  einfallende  Strahl  uAd 
der  entsprechende  gebrochene  dh  wird  natürlich  parallel  zu  re  sein. 

Jetzt  wollen  wir  das  Element  d  wiederum  zurückdrehen,  so 
dass  es  mit  der  zu  eben  diesem  Punkte  d  der  krummen  Fläche 
gelegten  Tangente  di  zusammenfällt. 

Durch  diese  letztere  Drehung  wird  die  Grösse  des  einfallen- 
den Strahles  od  nicht  geändert,  also  wird  auch  der  gebrochene 
die  Grosse  =c2A  beibehalten;  aber  seine  Richtung  wird  geändert, 
denn  es  ist  jetzt  die  tangirende  Ebene  di  als  Trennungsfläcfae  zu 
betrachten«  Man  muss  daher  von  o  die  oiX^di  fällen,  diese 
Senkrechte  nach  aufwärts  verlängern  und  mit  dh  als  Halbmesser 
um  den  Punkt  d  einen  Kreisbogen  beschreiben,  der  jene  Senk- 
rechte in  f  schneidet«  Verbindet  man  nun  f  mit  <2,  so  gibt  diese 
Verbindungslinie  fd  nicht  nur  die  Grösse,  sondern  auch  die  Rieh» 
tung  des  an  der  Stelle  d  der  krummen  Fläche  gebrochenen 
Strahles.  Verlängert  mau  diesen  gebrochenen  Strahl  df  nach 
aufwärts,  so  schneidet  er  die  Axe  in  g.  —  Es  werden  also  hier 
von  dem  leuchtenden  Punkte  unzählige  Bilder  entstehen,  von 
denen  jedes  in  einer  anderen  Senkrechten  liegt.  Diese  Bilder 
werden  in  ihrer  Gesammtheit  eine  trichterartig  gekrümmte  Flächei 
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bilden,  deren  Eigenschaften  su  erforschen«  nicht  unintereeeant 
sein  dflrfte.  Ebenso  durfte  es  nicht  unwichtig  sein,  die  Aenderang 
des  Winicets  ogd^  den  der  gebrochene  Strahl  mit  der  Axe  bildet, 
beim  Uebergauge  von  einem  StrahTe  zum  anderen  Isennen  zu  lernen. 


§.  19.     Brennweite  einer  sphärisch  gekrümmten 
Trennungsfläche. 

Es  sei  n  (Fig.  36)  die  sphärisch  gekrdmmte  TrennungsflSche 
zweier  Medien,  deren  convexe  Seite  dem  leuchtenden  Punkte  O 
zugekehrt  ist  und  es  sei  auch  m  >  1.  Wird  nun  der  Strahl  OB 
in  der  zur  Axe  parallelen  Richtung  B%  gebrochen,  so  ist  sein 
Einfallswinkel  =  OBx  und  sein  Brechungswinkel  =  xBC^zb,  da 
BC  den  Krümmungshalbmesser  der  Trennungsfläche  bedeutet. 

Zieht  man  zu  B  die  Tangente  Bu,  füllt  dann  von  O  die 
OK±Bu  und  verlängert  dieses  Perpendikel  OK  nach  aufwärts, 
bis  es  die  ebenfalls  nach  aufwärts  verlängerte  Richtung  Bz  des 
gebrochenen  Strahles  in  D  schneidet«  so  stellt  BD  die  Gr(tee 
des  gebrochenen  Strahles  vor. 

Der  Winkelabstand  des  Elementes  B  von  der  Axe  ist  =zBCE 
SS  «  und  da  Bx  parallel  zur  Axe  angenommen  wurde,  so  ist 
6  SS  (D.    Wir  haben  daher: 

sin  OBx 

; "  :=  in« 

sinio 

Diese  Gleichung  gibt  die  Bedingung,  unter  welcher  die  ge- 
brochenen Strahlen  parallel  zur  Axe  sind.  Man  kann  iur  <o  be« 
liebige  Wertbe  zwischen  den  Grenzen  o  =  0  und  co  =  6  ein- 
setzen, wo  G  den  Greozwinkel  fQr  das  Medium,  in  weiches  die 
Strahlen  eintreten,  bedeutet. 

Auch  ist  die  vierseitige  Figur  ODBC  ein  Parallelogramm  und 
somit  die  Seite  BD  desselben,  welche  die  Grösse  des  gebrochenen 
Strahles  darstellt,  =  OC,  d.  h.  die  Grösse  des  parallel  zur  Axe 
gebrochenen  Strahles  ist  gleich  dem  Abstände  des  leuchtenden 
Punktes  vom  Krümmungsmittelpunkte. 

Betrachten  wir  nun  einen  anderen  einfallenden  Strahl  OF^ 
welcher  der  Axe  näher  liegt,  als  OB,  und  welcher  innerhalb  des 
Mediums  die  Richtung  F^f  einschlägt.  Man  wird  die  entsprechende 
Grösse  des  gebrochenen  Strahles  auf  dieselbe  Art  finden  wie 
vorhin,  wenn  man  von  O  auf  die  Tangente  Ft  das  Perpendikel 
OL  ftllt,  hierauf  dieses  und  auch  F^  verlängert,   bis  sie  sich  in 
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J  schneideD.  Es  ist  dann  FJ  die  GrSsse  des  dem  eiDfallenden 
Strahle  OF  entsprecheodeo  gebrocheneD.  Allein  die  vierseitige 
Figur  OJCF  ist  jetzt  kein  Parallelogramm  mebr^  sondern  ein  Tra- 
pez; denn  da  OF'^OB,  so  wird  auch  FJK,OC  sein  mfissen. 
Die  FJ  wird  also  oberhalb  der  Trennungsfläche  die  Axe  schneiden, 
and  somit  nach  abwärts  verlängert,  mit  ihr'divergiren. 

Zieht  man  ferner  auch  noch  deiT  einfallenden  Strahl  OH,  der 
weiter  von  der  Axe  absteht,  als  OB,  und  konstruirt  man  auch  in 
diesem  Falle  die  vierseitige  Figur,  so  wird  sie  ebenfalls  ein  Trapez 
sein,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt  die  Seite  desselben, 
welche  die  Grosse  des  gebrochenen  Strahles  darstellt,  grosser  als 
OC  sein  muss»  weil  ja  auch  0J7>  OB  ist.  Die  Richtung  des 
gebrochenen  Strahles  wird  also  jetzt  unterhalb  der  Trenuungsfläche 
die  Axe  schneiden  und  folglich  mit  dieser  nach  abwärts  kon* 
▼ergiren. 

Ringsherum  uro  die  Axe  gibt  es  unzählige  einfallende  Strahlen, 
die  eine  ähnliche  Lage  haben,  wie  OB.  Alle  diese  bilden  den 
Mantel  eines  Kegels,  dessen  Scheitel  O  ist,  und  die  zugehörigen 
gebrochenen  werden  den  Mantel  eines  Zylinders  bilden.  Alle  ge- 
brochenen Strahlen,  die  innerhalb  dieses  zylindrischen  Mantels 
liegen  9  divergiren  nach  abwärts  mit  der  Axe  und  ^lle,  welche 
ausserhalb  desselben  liegen«  konvergiren  nach  abwärts  mit  ihr. 

Nehmen  wir  an,  (är  das  Element  H  sei  der  Winkelabstand 
HCE  =  G  und  der  in  B  einfallende  Strahl  OH  werde  nach  Hf 
gebrochen;  drehet  man  nun  diesen  einfallenden  Strahl  OJYschrau- 
benrechts  um  den  £infallspunkt  J7,  bis  er  in  die  Lage  HM  kommt, 
«o  wird  die  Wirkung  einer  solchen  Drehung  dieselbe  sein,  als 
wenn  man  den  leuchtenden  Punkt  näher  an  die  Trennungsfläche 
nach  M  versetzt  hätte,  aber  alsdann  wird  auch  die  Richtung  Hf 
des  gebrochenen  Strahles  schrau benrech ts  sich  drehen  und  in  die 
Lage  Hi  kommen,  welche  letztere  Lage  wir  als  parallel  zur  Axe 
annehmen  wollen.  Es  ist  dann  CHi  =  HCE  =  G  und  so  muss 
der  Einfallswinkel  fOr  den  Strahl  MH  bereits  QO^  betragen,  d.  h. 
dieser  Strahl  berührt  die  Trennungsfläche  in  dem  Punkte  H.  Das 
Element  H  ist  demnach  das  von  der  Axe  entfernteste,  das  über- 
haupt noch  einen  einfallenden  Strahl  parallel  zu  ihr  zu  brechen 
vermag.  Zieht  man  von  H  auf  die  Axe  eine  Senkrechte  HP.unA 
beschreibt  mit  ihr  als  Halbmesser  einen  Kreis  um  den  Punkt  P, 
so  nnifasst  dieser  Kreis  alle  Elemente  der  krummen  Fläche,  welche 
parallel  zur  Axe  gebrochene  Strahlen  geben  können ,  fOr  welche 
es  also  fiberhaupt  eine  Brennweite  gibt  Aus  dem  Dreiecke  HPC 
erhält  man: 
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HPs=BC.a\oBCP 

oder,  d»  HCssr  ist,  BPssr.einG,    Nun  ist  aber 

BJaW» 1 

sInG  "sinG-""^ 
somit: 

fit 

Nihern  wir  den  leuchtenden  Ponkt  von  dem  Orte  91,  wenn 
aacb  nur  uro  sehr  wenig  der  TrennungsilSche ,  so  werden  echon 
alle  Strahlen,  welche  von  dem  leuchtenden  Punkte  auf  die  Tren- 
nungsfläche &Uen,  nach  erlittener  Brechung  mit  der  Aze  nach 
abwärts  divergiren.  Zugleich  muss  bemerkt  werden,  dass  alsdann 
ein  von  dem  leuchtenden  Punkte  tangentiell  zur  Trennungsfläche 
gesogener  Strahl,  diese  nicht  mehr  in  H,  sondern  in  einem  der 
Axe  näheren  Punkte  berühren  wird.  Das  Element  H  wird  somit 
unwirksam  und  es  werden  desto  mehr  Elemente  unwirksam  werden» 
je  mehr  die  Annäherung  des  leuchtenden  Punktes  an  die  Treu- 
nungsfläche  beträgt. 

Als  sich  der  leuchtende  Punkt  an  dem  Orte  M  befand,  war 
H  dasjenige  Element,  dessen  gebrochener  Strahl  parallel  zur  Aze 
war.  Entfernen  wir  jetzt  den  leuchtenden  Punkt  allmälig  über  M 
hinaus  von  der  Trennungsfläche,  so  werden  nach  und  nach  immer 
näher  der  Axe  Hegende  Elemente  an  die  Reihe  kommen  parallel 
zu  Ihr  gebrochene  Strahlen  zu  liefern  und  schliesslich,  wenn  der 
leuchtende  Punkt  in  N  ankommt,  wird  der  Zylinder,  dessen  Mantel 
von  den  zur  Axe  parallel  gebrochenen  Strahlen  gebildet  wird,  und 
dessen  Basis  Anfangs  den  Halbmesser  ^  HP  hatte,  zu  einer 
blossen  Linie  zusammenschrumpfen.  Von  da  an  werden  alle 
Strahlen,  welche  von  dem  leuchtenden  Punkte  auf  die  Trennungs- 
fläche fallen,  nach  erlittener  Brechung  mit  der  Axe  nach  abwärts 
konvergiren. 

Nach  diesen  Betrachtungen  wollen  wir  nun  die  Formel  fSr 
die  Brennweite  aufstellen. 

In  dem  Dreiecke  OBD  stellt  die  Seite  OB  den  einfallenden 
und  BD  den  gebrochenen  Strahl  vor.  Diese  zwei  Seiten  stehen 
in  einem  konstanten  Verhältnisse;  es  ist  stets  BD  ssm.BO. 
Ihre  absoluten  Grossen  ändern  sich  aber  von  einem  Elemente  der 
Trennungsfläche  zum  anderen.  Die  dritte  Seite  OD  behält  unver- 
änderlich ihre  Grosse  bei,  denn  sie  ist  ja  gleich  dem  Halbmesser 
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BC9  weoo  die  Richfirog  Bz  de«  gebrocheoen  Strahles  parallel  sar 
Axe  angenommeD  wird. 

Wird  der  BrecbuDgawinkel  SDK  =:  6  und  der  EinfallswiDkel 
BOKsia  gesetit,  so  folgt  aas  den  rechtwinkligen  Dreiecken 
BDK  und  BOEz 

DKssBD.eoab 

OK  =  BO.eoBa. 

Somit: 

DK^OK^  ODzsBD.ewb-'BO.eoBa 

BD 

OD  =  BD.cosb .cosa. 

m 

Da  ferner  BD  ss  OC  und  0D=  BC  =  r  ist,  so  hat  man : 

OC 

r=s  OC.cos6 — —.cosa. 
m 

Setzt   man   OE  =  p,  so  Ist  OC  =  OiE  -|-  EC  =  p  -f  r,  somit 
schliesslich: 

r  ,      cos.a 

-=  COS.6- 


p  +  r  m 

Dorcb  £ese  Gleichang  wird  demnach  die  Brennweite  p  bei  ver- 
scluedenen  Einfallswinkeln  gegeben. 

Da 


,^b^yrT=^^^b::.^T^:=.'^ 


—  sin'a 


m 
80  hat  man  auch: 

r         V^iw* — siD^g— VI— sin^g 

Ffir  a  =  0  erhält  man; 

r  m— 1     , 

— 7— ^ und 

p  +  r         m 

r 


Fflr  0  =  900  aber: 


p=(v;^i-0"- 
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Diese  beiden  Wertbe  der  BreoDweite  eiod  die  fSreoswerthe  der» 
eeiben. 

Nun  wollen  wir  auch  die  Brennweite  einer  konlcaTen  Flfiche 
bestimmen,  an  welcher  das  Licht  vom  Einfallslothe  gebrochen 
wird.  Befand  sich  im  Torhergehenden  Falle  der  leuchtende  Punkt 
in  der  Luft  und  war  z.  B.  Wasser  dsis  Medium»  in  welches  die 
Lichtstrahlen  eintraten,  so  wollen  wii*  jetzt  das  Umgekehrte  an- 
nehmen; der  leuchtende  Punkt  beflnde  sich  in  Wasser  und  die 
Strahlen  treten  aus  diesem  in  die  Luft  ein.    War  im  ersten  Falle 

der  Brechungs*  Exponent  s=zm,  so  ist  er  Im  zweiten  =  —  • 

Es  sei  nun  wieder  rs  (Fig.  37)  die  Trennungsfläche,  die  mit 
ihrer  hohlen  Seite  dem  leuchtenden  Punkte  O  zugekehrt  ist  und 
OB  ein  einfallender  Strahl,  der  nach  seiner  Brechung  die  sur 
Aze  parallele  Richtung  By  annimmt  Ist  C  der  Krümmungs- 
mittelpunkt  und  zieht  man  den  Radius  CB,  so  ist  der  Winkel 
OBC  =  a  und  xBif  =  6.  Legt  man  zu  dem  Einfallspunkte  B 
die  Tangente  Bu,  zieht  OKj^Bu  und  verlingert  die  Richtung 
By  des  gebrochenen  Strahles  nach  aufwärts,  bis  das  Perpendikel 
in  D  geschnitten  wird,  so  ist  BD  die  Grösse  des  gebrochenen 
Strahles. 

Am  :den  rechtwinkligen  Dreieeken  KOB  und  KDB  folgt, 
wie  vorhin: 

KO=s  OB.cosa 
KD  =  BD.coaö 
KO'-KD  =  DO=  OB.  eoBü-^BD.coBb. 

Da  OD  =  BC=r  und  BD  =  OC  Ist,  so  hat  man: 

r=z  OC(m.  cos  a*- cos  6) 

und  weil  OC^OE — CE^izp^—r  ist,  bekommt  man  schliesslich: 

r  . 

-j =  ifi.cosa  — cos6. 

Man  hat  ferner 

TiiiH       Vm«-8in«6 


cosa 


=  -v^i^::^a  =  V"i-"-^*  = 


IR 

somit  auch : 

-r^  =  V^m^-«in«6  —  Vi— sin«6. 
p'  —  T 
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Ffir  6:=0  ist: 

,  fwr 


aod  für  6  =  90»: 


p^Cvfe+O'- 


§.20.    Abstand  desjenigen  Paoktes  von  der  Trennungs-, 

fläche,  wo  die  Axe  von  irgend  einem  gebrochenen  Strahl 

geschnitten  wird. 

Auch  hier  wollen  wir  dieselben  zwei  Fälle«  wie  im  vorhergehenden 
Paragraphen  der  Betrachtung  unterwerren.  Es  sei  demnach  wieder 
(Fig.  36)  die  Trennungsfläche  re^  mit  ihrer  konvexen  Seite  dem 
leachtenden  Punkte  O  zugekehrt  und  die  Brechung  geschehe  zum 
Einfallslothe.  Der  Halbmesser  der  Trennungsfläche  CE  =  r  sei 
gegeben;,  ebenso  wird  die  Lage  des  Einfailspnnktes  F  bestimmt 
sein,  wenn  man  den  Centri* Winkel  FCE  :=z  m  angibt.  Die  Ent- 
fernung des  leuchtenden  Punktes  von  der  Trennungsfläche,  nem- 
lieh  OE  sei  =  u  und  ER  =  ß.  Die  letztere  Distanz  ist  die  Ent- 
fernung des  Punktes  Rf  wo  die  Axe  von  der  Richtung  des  ge* 
brochenen  Strahles  FJ  geschnitten  wirdi  Verschiebt  man  den 
leuchtenden  Punkt  längs  der  Axe,  so  wird  sich  zunächst  der  Ein- 
fallswinkel FOL  =  a  ändern,  und  in  Folge  dessen  aucli  der 
Brechungswinkel  FJL  =  b.  Beide  diese  Winkel  werden  desto 
mehr  abnehmen,  je  mehr  sich  der  leuchtende  Punkt  entfernt 
Es  wird  dabei  die  Richtung  FJ  des  gebrochenen  Strahles  um  den 
Punkt  F  sich  Schraubenlinks  drehen.  Da  nun  der  Winkel  i»  als 
konstant  vorausgesetzt  wird  uud  yFC  =  b  anfänglich  >  co  ange- 
nommen wird,  so  wird  allmählig,  bei  einer  gewissen  Entfernung 
des  leuchtenden  Punktes  6=so»  werden  und  da  wird  die  Richtung 
des  gebrochenen  Strahles  schon  parallel  zur  Axe  sein.  Entfernt 
man  den  leuchtenden  Punkt  fiber  diese  Grenze  hinaus,  so  wird 
6  <  a>  und  der  gebrochene  Strahl  schneidet  dann  die  Axe  nicht 
mehr  auf  jener  Seite  der  Trennungsfläche,  wo  sich  der  leuchtende 
Punkt  befindet,  sondern  auf  der  entgegengesetzten.  Auch  muss 
bemerkt  werden,  dass  das  Stuck  OJ  des  Perpendikels  JL,  das 
in  der  Figur  noch  kleiner  als  der  Halbmesser  FC  erscheint,  be- 
ständig wächst«  wenn  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes 
zunimmt  Es  wird  also  OJ  allmählig  =  FC  und  hierauf  sogar 
>FC. 
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.  Da  in  dem  Dreiecke  RFC  die  JO\\FC  ist,  so  hat  maD: 

FC:JO  =  Cß'.OR 

FC—  JO'.CR-OR  =  FC:  CR 

FC—JO-.OCssFC-.CR 

OC.FC 

^"-FC-JO 

JL^ 1_  JO 

CR"  0C'~ OC.FC 

_L     _L_      '^^— 

oc~cr~'uu:fc 

{-L    ±\fc-^ 
\oc~cr)"^~  oc 

Für  JO  muss  jetzt  der  Werth  auf  dieselbe  Weise,  wie  vorhin, 
ausgemittelt  werden.    Es  ist: 

JL  =  FJ.coab 

OL  =  FO.cMa 

JL-OLi=iJO  =  FJ.  eoBb—FO .  cos  a 

JO  =  m.FO.coab—FO.coBo 

JO  =  FO.(nicos6— cosa). 

Aas  dem  Dreiecke  OFC,  worin  der  Winkel  OFC  mit  a  supple- 
mentfir  ist,  erhält  man: 

FO:OC=  sioMSsina 
QC.sin« 
8iDa 

somit: 

JO  sz  OC— ; — (mcoBb  —  cosa), 
sina^  ' 

Da  ferner  sin a  =  ?» sin 6  ist,  so  erhält  man: 

JO       sin  CO.        .       cosa 

Tvö  =     i    A  (cos  6 ), 

OC      sino  ^  m  '? 

folglich: 

Da  OC  =  tt-f  r  and  CR  =  ß  +  r  Ist,  so  hat  man  schliesslich:^ 

(1  1    \  ^siniD.       .      cosa 
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INese  Formel  «teilt  die  Abhingigkeit  zwischeo  a  und  ß  vor. 
Beim  Gebraaehe  derselben  bat  mao  zoerst  dem  a  eioen  be- 
stimmten Werth  za  geben ;  bieranf  handelt  es  sich  daram,  ivelcben 
einfallenden  Strahl  man  der  Betrachtang  zu  unterziehen  gedenkt 
Das  wird  bestimmt  durch  die  Lage  des  Einfallspunktes  F,  also 
durch  CO»  das  somit  auch  gegeben  sein  muss.  Dadurch  wird  aber 
auch  a  bekannt,  denn  in  dem  Dreiecke  FOC  sind  zwei  Seiten 
FC  und  OC  sammt  dem  eingeschlossenen  Winkel  to  gegeben, 
folglich  Ifisst  sich  der  Winkel  OFC  berechnen,  der  mit  a  supple- 
roentSr  ist.  Mittelst  des  Brechungs- Exponenten  kann  man  dann 
auch  b  ermitteln.  Unter  solchen  Umständen  lässt  sich  dann  ß 
als  die  einzige  Unbekannte  durch  Auflösung  der  Gleichung  finden. 

Die  Figur  (Fig.  38)  ist  fflr  den  Fall  entworfen,  wenn  die 
TrennnngsflSche  rs  ihre  hohle  Seite  dem  leuchtenden  Punkte  O 
zukehrt    und    die    Brechung   vom    Einfallslothe    geschieht.     Der 

BrechongS'Exponent  wird  =  —  sein,  da  er  in  dem  unmittelbar  vor- 
hergebenden Falle  =  m  gesetzt  wurde  und  der  Gang  des  Lichtes 
jetzt  umgekehrt  ist. 

Wird  nun  der  einfallende  Strahl  OF  in  der  Richtung  FR  ge- 
brochen und  fsllt  man  von  O  die  OL  senkrecht  auf  die  Tangente 
Fi,  so  ist,  da  CF  den  KrOmmungshalbmesser  vorstellt,  der  Winkel 
OFC  =  FOL  ==  a  und  zFR  =:  LJF  =  6.  Da  CF\\  JO,  so 
bat  man: 

OJ:CFzszOR:CR 

OJ^  CF:  OC  «  CF:  CR 

OC.CF 
^'^'^  OJ^CF 

\CR+Oc)'^^^OC 
Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  OLF  und  LJF  folgt: 

OXrss  OF.  cos  a 

JL=^JF.co8b 

OL-^JL^OJ^  OF. cos  ü'-'JF. cos6 

OF 

OJ:=z  OF.cosa .cos6 

nt 

^\r         r\rt^  cos  6. 

OJ  =  OF.(cos  a ). 
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Ans  dem  Dreiecke  OFC^  worin  der  Winkel  OÜF  mit  o»  eopple- 
mentllr  ist,  folgt: 

OFx  OC  =  sinio :  sin  a 
eini» 


0F=:  OC. 


eina' 


daher: 


OJ  =  OC.—. .(cosa ) 


und  da  eina  = »  00  folgt  weiter: 

ffi 


Somit: 


OJ    -  sine»,  -^ 


(l^  +  öc)-^^= S^"*-^^"-^^**^- 


Da  nnn  CR=^CE+ER=:r'^ß'  und  OC=OE-CE^a' --r  ist, 
so  bekommt  man  schliesslich: 

(1       .      '     ^  sine»  ,  ,. 

Setzt  man  0=6,  so  wird  sowohl  /3  =  ao  als  auch  j3' =  oo  und 
beide  Formeln  gehen  in  die  fiSr  die  Brennweiten  erhaltenen  aber. 


§.21.   Ursachen,  warum  ein  Gegenstand  durch  optische 
Mittel  vergrOssert  oder  verkleinert  erscheint 

Es  gibt  mehrere  Umstände»  welche  einen  Gegenstand  ver- 
grcissert  oder  verkleinert  erscheinen  lassen. 

l^.  Schon  ein  von  parallelen  Ebenen  mn  und  pg  begrenztes 
Medium  (Fi^.  39)  muss  einen  Gegenstand  Aß,  wenn  es  zum  Ein- 
fallslothe  bricht,  vergrussert  erscheinen  lassen ;  denn  befindet  sich 
das  Auge  in  O,  so  sieht  es  vermittelst  des  Mediums  den  Gegen- 
stand unter  dem  Gesichtswinkel  =FOE;  beseitigt  man  aber  das 
Medium,  so  ist  ffir  dieselbe  Lage  des  Auges  der  Gesichtswinkel 
r=iAOB.  Nun  ist  aber  der  erstere  Winkel  grosser  als  der  letztere 
und  somit  erscheint  der  Gegenstand  durch  das  Medium  ver- 
grossert.  Aber  diese  Vergrosserung  wird  naturlich  nur  bei  gros- 
serer Dicke  des  Mediums  wahrnehmbar  sein.  Ist  der  Brechung»* 
Exponent  m  <  1,  so  wird  das  Medium  verkleinern. 
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2^.  Aach  sebon  die  einmalige  Brecbung  an  einer  ebenen 
Trennangefläcbe  mn  (Fig.  40)  wirkt  verkleinernd  oder  vergruasernd» 
je  nachdem  m>  1  oder  m<l  ist. 

Es  eei  A  ein  leuchtender  Punkt,  der  auf  mit  die  Strahlen  AB^ 
ACy  AD  sendet  Wir  wollen  annehmen»  diese  Strahlen  kommen 
ans  der  Luft  und  treten,  in  Wasser  ein,  so  dass  sie  also  zum 
Einfallslothe  gebrochen  werden.  Die  gebrochenen  Strahlen  sind 
demnach  Bb,  Cc,  Dd. 

Wfirde  sich  das»  innerhalb  des  Wassers  befindliche  Auge, 
qtieer  gegen  die  Richtungen  der  gebrochenen  Strahlen  von  O  nach 
X  bewegen,  so  wurde  es  den  leuchtenden  Punkt  nacheinander  in 
6,  c,  d  sehen.  Wir  wollen  aber  das  Auge  ein*  fSr  alleraalii  in  O 
belassen,  welcher  letztere  Punkt  in  der  von  AXf'^*^  gezogenen 
Geraden  liegt,  dafür  aber,  den  leuchtenden  Punkt  von  A  nach  K 
parallel  zur  Trennungsfläcbe  bewegen. 

Zieht  man  demnach  durch  das  Auge  O  die  Oe  ||  iff6,  dann 
von  6  die  be  parallel  zur  Trennungsfläche,  hierauf  von  ihrem 
Durchscfanittspunkte  e  die  e£f,  welche  verlängert  X'''^  stehet;  so 
wird  der  leuchtende  Punkt,  wenn  er  in  H  ankommt,  in  der  Rich- 
tung Oe  in  e  gesehen,  denn  es  ist  unter  diesen  Umständen  das 
Dreieck  HEe^ABb,  indem  Ee=iBb,  He=^Ab  und  die  von 
diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  gleich  sind;  es  ist  somit 
BE^=AB  und  da  diese  Linien  auch  parallel  sind,  so  wird  HE 
denjenigen  einfallenden  Strahl  sowohl  der  Richtung  als  GrSsse 
nach  vorstellen,  weicher  dem  gebrochenen  Ee  entspricht. 

Zieht  man  ebenso  durch  O  die  Of\\  Cc  und  die  cf\\mn,  und 
konstruirt  wie  vorhin  das  Dreieck  FJf,  so  wird,  sobald  der  leuch- 
tende  Punkt  in  J  ankommt,  der  einfallende  Strahl  JF  derjenige 
sein,  der  nach  erlittener  Brechung  die  Richtung  FO  zum  Auge 
einschlSgt;  es  wird  also  der  leuchtende  Punkt  jetzt  in  der  Ver- 
längerang  von  OF  in  f  gesehen. 

Kommt  ebenso  der  leuchtende  Punkt  in  K  an,  so  wird  er  in 
der  Verlängerung  von  OG  in  g  gesehen,  indem  wiederum  Off  ||  Dd 
ist  Ganz  dieselbe  Betrachtung  findet  Statt,  wenn  man  sich  den 
leuchtenden  Punkt  nicht  in  Bewegung,  sondern  die  ganze  Strecke 
von  A  bis  K  von  lauter  leuchtenden  Punkten  ausgefällt  denkt, 
wenn  man  also  eine  leuchtende  Linie  betrachtet 

Stellt  man  sich  das  Auge  nur  als  Punkt  vor,  so  wird  jeder 
einzelne  Punkt  dieser  leuchtenden  Linie  nur  mitteUt  eines  einzigen 
Strahles  gesehen  und  zwar  der  Punkt  B  nur  mittelst  des  Strahles 
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HE,  der  Punkt  J  nur  mittelst  des  Strahles  JF  und  K  nur  mit- 
telst KG. 

Indem  nun  die  einfallenden  Strahlen  HE,  JF  u.  s.  w.  cum 
Auge  O  gebrochen  werden»  siebt  dieses  letztere  die  leuchtende 
Linie  AK  unter  dem  Gesichtswinkel  dOg\  wdrde  keine  Brechung 
Plati  haben  9  so  würde  es  dieselbe  Linie  unter  dem  -grosseren 
Gesichtswinkel  AOK  sehen.  Die  Brechung  zum  Einfallslothe 
wirkt  also  verkleinernd.  Es  lässt  sich  ebenso  zeigen,  dass  die 
Brechung  vom  Einfallslothe  vergrOssernd  wirke. 

Auch  ist  zu  bemerken  j  dass  befg  eine  krumme»  mit  ihrer 
konvexen  Seite  dem  Auge  zugekehrte  Linie  vorstellt»  wenn  AK» 
wie  angenommen  wurde»  eine  gerade  Linie  ist. 

Da  aber  das  Auge  kein  blosser  Punkt  ist»  sondern  da  die  Pn- 
pille  sehr  viele  Strahlen  aufzunehmen  vermag,  so  wird  von  jedem 
Punkte»  wie  ff»  J»  K  u.  s.  w.  ein  Strahlenkegel  in  das  Auge  ge* 
langen»  nur  mit  dem  Unterschiede»  dass  die  Strahlen  eines  solchen 
Kegels»  wie  diess  bereits  bekannt  ist»  nach  erlittener  Brechung 
sich  nicht  wieder  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden. 

3^.  Auch  die  Krümmung  der  Trennungsfläche  hat  einen  Ein- 
flnss  auf  den  Gesichtswinkel»  unter  welchem  man  einen  Gegen- 
stand sieht  und  es  wird  daher  auch  aus  diesem  Grunde  der  Gegen- 
stand vergrassert  oder  verkleinert  erscheinen  können. 

Man  denke  sich  die  TrennungsflSche  mn  (Fig.  41)  zuerst  eben» 
und  es  werde  ein  Strahl  BK^  der  von  dem  Punkte  B  der  zur 
Trennungsfliche  parallelen»  leuchtenden  Linie  AB  ausgehet»  In 
dem  Punkte  K  der  Trennungsfläche  zum  Einfallslothe  gebrochen» 
so  dass  er  die  Richtung  KO  einschlägt.  Das  in  O  unter  Wasser 
befindliche  Auge  sieht  den  leuchtenden  Punkt  in  der  Verlängerung 
von  OK  in  />»  welcher  letztere  Punkt  bekanntlich  in  der  verlän- 
gerten BE  liegt»  die  man  von  dem  leuchtenden  Punkte  J_mn  zieht. 

^  Wird  jetzt  das  Element  K  gedrehet»  so  dass  es  die  Richtung 
pq  erhält»  so  wird  es  einen  Theil  einer  krummen»  in  Beziehung 
auf  die  leuchtende  Linie  AB  konkaven»  in  Bezog  auf  das  Auge 
aber  konvexen  Trennungsfläche  vorstellen.  Verharrt  das  Auge 
in  seiner  anfänglichen  Lage»  in  O»  so  wird  auch  der  gebrochene 
Strahl  seine  frühere  Richtung  OD  beibehalten  müssen;  denn  das 
Element  K  vermag  ja  nur  längs  der  Geraden  KO  seine  Eindrücke 
dem  Auge  zu  übermitteln.  Dör  einfallende  Strahl  wird  aber  jetzt 
eine  andere  Richtung  haben.  Man  findet  sie»  wenn  man  von  den 
Endpunkte   D  des   gebrochenen   Strahles   die   DF  ±pq   ziehet» 
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hierauf  mit  BK  als  Halbmesser  um  K  einen  Bogen  beschreibt, 
der  jene  Senkrechte  in  H  schneidet.  Es  ist  nun  HK  die  Rich- 
tung, welche  der  einfallende  Strahl  haben  muss,  wenn  der  ge- 
brochene die  anfingliche  Richtung  KO  beibehalten  soll.  Ver- 
längert man  KH  nach  aufwärts,  bis  dadurch  die  leuchtende  Linie 
in  L  geschnitten  wird,  so  wird  es  natfirlich  dieser  Punkt  L  der 
leuchtenden  Linie  sein,  der  jetzt  in  der  Richtung  OK  gesehen 
wird. 

Es  wurde  vorausgesetzt,  dass  die  Brechung  zum  Einfallsloth 
geschieht,  dass  also  die  Strahlen  aus  der  Luft  etwa  in  Wasser 
eintreten,  und  dass  sich  somit  das  Auge  innerhalb  des  letzteren 
befindet.  In  diesem  Fall  wirkt  schon  die  ebene  Trennungsfläche, 
wie  zuvor  gezeigt  wurde»  verkleinernd.  In  unserer  gegenwärtigen 
Figur  erscheint  die  Lichtlinie  AB  mittelst  der  gebrochenen 
Strahlen  bei  ebener  Trennungsfläche  unter  dem  Gesichtswinkel 
=  COD;  ohne  Brechung,  also  mittelst  direkter  Strahlen  würde 
sie  aber  unter  dem  grosseren  Winkel  =  AGB  gesehen  werden. 
Die  konkave  Fläche  (konkav  bezüglich  der  leuchtenden  Linie) 
verkleinert  nun  aber  noch  mehr,  al««  die  ebene,  denn  es'  wird  jetzt 
die  weit  grossere  Licht-Linie  AL  mittelst  des  gebrochenen  Lichtes 
unter  demselben  Gesichtswinkel  =  COD  gesehen,  wie  vorhin  die 
kleinere  AB. 

Denkt  man  sich  jetzt,  indem  man  wieder  von  der  ebenen 
Trennungsfläche  ausgehet  ^  das  Element  K  seh  raubenrech  ts  ge- 
drehet, so  dass  es  einen  immer  grosseren  Winkel  mit  der  letzteren 
bildet,  so  wird  es  einer  krummen,  gegen  die  leuchtende  Linie 
konvexen  Fläche  angehören,  deren  Krümmungshalbmesser  desto 
kleiner  wird,  je  mehr  obige  Drehung  beträgt.  Dabei  wird  auch 
das  Einfallsloth  Kx,  welches  wir  in  dem  Punkte  ü  in  Bezug  auf 
die  ebene  Trennungsfläche  errichten,  schraubenrechts  gedrehet 
werden,  so  dass  es  sich  immer  mehr  und  mehr  dem  gebrochenen 
Strahle  KD,  dessen  Richtung  konstant  verbleibt,  nähern  wird. 
Die  Richtung  des  einfallenden  Strahles  BK  wird  sich  aber  unter 
diesen  Umständen  schraubenlinks  drehen  und  somit  ebenfalls  dem 
gebrochenen  Strahle  DK  immer  mehr  nähern  müssen.  Wenn 
endlich  die  Richtung  des  Elementes  KJ_K0  zu  stehen  kommt, 
so  föllt  schon  die  Richtung  des  einfallenden  Strahles  mit  jener 
des  gebrochenen  KD  zusammen  und  es  befindet  sich  jetzt  das 
Auge  O  im  Krünmiungs-IVlittelpunkte  selbst,  und  der  Krümmungs- 
halbmesser bat  die  Grösse  =  KO,  Setzen  wir  ihn  im  Allge- 
meinen =  r,  so  wird,  angefangen  von  r  =  oo  bis  r  =  OK,  der 
Endpunkt  B  des  einfallenden  Strahles  den  Bogen  BJU  beschreiben. 
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ond  indem  sich  B  immer  mehr  dem  M  nfthert»  wird  der  Winkel 
BOA  immer  kleiner.  Das  ist  aber  der  Gesichtswinkel  bei  direkter 
Betrachtung  der  leuchtenden  Linie  und  da  er  immer  kleiner  wird» 
während  der  andere  Gesichtswinkel  COD  im  gebrochenen  Lichte 
unverändert  verbleibt,  so  folgt»  dass  von  r  =  oo  bis  r  =  OK  die 
konvexe  Trennungsfläche  (konvex  bezfigiich  der  leuchtenden  Linie) 
ebenfalls  noch  verkleinern  wird»  aber  immer  weniger»  bis  endlich» 
wenn  r=  OK  ist»  d.  h.  wenn  sich  das  Auge  Im  Krflmmungs* 
Mittelpunkte  befindet»  die  leuchtende  Linie  im  gebrochenen  Lichte 
ebenso  gross  erscheint»  wie  im  direkten. 

"Wird  von  da  an  das  Element  K  noch  weiter  schraubenreehts 
gedrehet»  s.  B.  in  die  Richtung  r«»  so  gehet  das  in  K  errichtete 
Eiofallsloth  schon  auf  die  rechte  Seite  des  gebrochenen  Strahles 
KD  Aber  und  der  einfallende  Strahl  auf  die  linke.  Zieht  man 
von  D  A\eDG\,T$,  so  schneidet  diese  den  mit  .0£  beschriebenen 
Bogen  in  J  und  es  stellt  jetzt  JK  den  einfallenden  Strahl  vor» 
der  in  der  Richtung  KO  gebrochen  wird.  Handelt  es  sich  bloss 
um  die  Richtung»  so  ist  es  gleichgiltig»  ob  der  einfallende  Strahl 
von  dem  Punkte  J  oder  ü  ausgehet»  welcher  letzterer  der  leuch- 
tenden Linie  angehurt»  denn  jeder  dieser  Punkte  wird  von  dem 
Auge  in  derselben  Richtung  OD  gesehen. 

Jetzt  aber  findet  eine  VergrSsserung  Statt»  denn  es  wird  jetzt 
das  Stock  AV  der  leuchtenden  Linie  im  gebrochenen  Lichte  unter 
dem  Winkel  =  COD  gesehen»  welcher  grüsser  ist»  als  der  Winkel 
AOÜ,  unter  dem  es  Im  direkten  Lichte  erscheint 

Wir  wollen  nun  das  Resultat  kurz  zusammenfassen.  Befindet 
sich  unter  dem  Wasserspiegel»  den  wir  uns  vorerst  als  eine  ebene 
Fläche  denken»  ein  beobachtendes  Auge»  das  nach  einem  über 
demselben  schwebenden  Gegenstande  hinsieht»  so  sieht  es  diesen 
verkleinert»  und  diese  Verkleinerung  nimmt  zu»  wenn  die  Ober^ 
fläche  des  Wassers  konkav  wird  in  Bezug  auf  den  Gegenstand. 
Wird  sie  konvex»  so  verkleinert  sie  auch  noch»  aber  nur  so  lange» 
als  sich  das  Auge  zwischen  der  Trennungsfläche  und  dem  KrCi|u- 
mungsmittelpunkte  befindet  Ist  die  Entfernung  des  Auges  grösser 
als  der  Krümmungshalbmesser»  so  wirkt  sie  vergrSssernd. 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten»  wenn  die  Strahlen 
vom  Einfallslothe  gebrochen  werden»  wenn  sie  also  z.  B.  von  einem 
in  Wasser  getauchten  Gegenstande  herkommen  und  in  Luft 
austreten. 

Es  sei  demnach  AB  (Fig.  42)  eine  leuchtende»  im  Wasser 
liegende  Linie.    Von  dem  Punkte  B  derselben  falle  der  Strahl 
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BK  aaf  die  TrennaogsflSche  mn,  die  wir  ods  Forerst  als  Ebene 
denken  woileo.  Hier  wird  er  in  der  Richtung  KO  auetreten,  and 
80  in  dae  an  dem  Orte  O  ruliende  Auge  gelangen.  Zieht  man 
non  von  B  die  BEX^mn»  so  wird  diese  Senicrechte  von  der  vor» 
l&ngerten  OK  in  D  geschnitten.  Es  ist  demnach  KD  die  Grosse 
des  gebrochenen  Strahles  bei  ebener  Trennungsfläche  and  es  er- 
scheint somit  der  leuchtende  Punict  B  an  dem  Orte  />.  Da  im 
direkten  Lichte  die  leuchtende  Linie  AB  unter  dem  Gesichts* 
Winkel  =:  AOB,   hingegen  Im  gebrochenen  anter  dem  Winkel  == 

AOD  erscheint«  so  Ist  die  VergrSsserong  =  Jqd' 

Drehet  man  nan  das  Element  K  in  die  Richtung  pg,  so  wird 
es  einer  krummen»  gegen  die  leuchtende  Linie  konkaven  Tren- 
nungsfläche  angehören.  Da  die  Richtung  OD  des  gebrochenen 
Strahles  konstant  zu  denken  ist»  so  wird  man  für  diese  Richtung 
pq  des  Elementes  K  den  einfallenden  Strahl  finden,  wenn  man 
von  D  die  DGJipg  zieht  und  sie  nach  aufwärts  verlängert,  hier- 
aaf  mit  BK  um  K  einen  Bogen  beschreibt,  der  jene  Senkrechte 
In  J  schneidet  Es  ist  alsdann  JK  der  entsprechende  einfallende 
Strahl«  der  die  JB  In  U  schneidet. 

Da  nun  das  Stfick  AO  der  leuchtenden  Linie  im  direkten 
Lichte  anter  dem  Gesichtswinkel  z=iAOÜ  erscheint,  während  es 
Im  gebrochenen  anter  dem  Winkel  =  ^OZ>  wahrgenommen  wird, 

so  ist  jetzt  die  Vergrosserang  =  -AQfY  ^  vergrOssert  daher  die 
konkave  Trennangsfläche  mehr,  als  die  ebene. 

Bemerkt  muss  werden,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle,  so- 
wohl das  in  K  errichtete  Einfallsloth,  als  auch  der  einfallende 
Strahl  BK  auf  der  nemlichen,  hier  linken  Seite,  des  gebrochenen 
KD  liegen,  and  dass,  wenn  man  das  Element  K  schraubenlinks 
drehet,  wie  das  eben  geschehen  ist,  beide  in  demselben  Sinne, 
und  zwar  ebenfalls  schraubenlinks  sieb  drehen.  • 

Drehet  man  wiederom,  ausgehend  von  der  ebenen  Trennungs- 
iläcbe,  das  Element  K  schraubenrechts,  so  wird  es  einer  gegen 
die  leuchtende  Linie  konvexen  Fläche  angeboren.  Eine  solche 
Fläche  wird  aach  noch  vergrossern,  aber  desto  weniger,  je  näher 
der  einfallende  Strahl  an  den  gebrochenen  KD  zu  liegen  kommt, 
also  je  kleiner  der  Winkel  BKD  wird.  Ist  dieser  Winkel  ==  U, 
steht  also  die  Richtung  des  Elementes  senkrecht  auf  OD^  so 
findet  weder  Vergr5sserung  noch  Verkleinerung  Statt.  Wird  das 
Element  noch  welter  in  die  Richtung  rs  gedrehet,  so  fülle  man 

II* 
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wieder  DFJ^n  und  verlSngere  diese  Senkrechte,  bis  sie  den  mit 
BK  beschriebenen  Bogen  in  H  schneidet.  Es  ist  alsdann  BK 
die  Lage  des  einfallenden  Strahles,  der  bereits  auf  die  rechte 
Seite  des  gebrochenen  übergegangen  ist.  Von  nun  an  wird  die 
konvexe  TrennangsflKche  Terkleinern ;  denn  der  Gesichtswinkel  im 
direkten  Lichte  ist  jetzt  =2  LOA,  während  er  im  gebrochenen 
kleiner  ist,  nemlich  =zDOA* 

Für  den  eben  betrachteten  Fall  lässt  sich  sehr  leicht  ein  Ex- 
periment herstellen.  Man  nehme  ein  Glasgeföss,  lege  auf  dessen 
Boden  ein  Drahtstfick  und  falle  es  mit  Wasser  an.  Hierauftauche 
man  in  dasselbe  ein  etwas  grosseres  Uhrglas  und  hebe  dieses, 
während  seine  konvexe  Fläche  nach  oben  gekehrt  ist,  etwas  Ober 
den  Wasserspiegel,  so  zwar,  dass  sein  Rand  noch  in  Wasser 
taucht.  Auf  diese  Weise  erhält  das  mitgehobene  Wasser  eine, 
in  Bezug  auf  das  Drahtstfick  konkave  Oberfläche  und  man  wird 
finden,  dass  eine  solche  Trennungsfläche  die  Vergrösserung,  wel- 
che die  ebene  Fläche  bewirkt,  noch  vermehrt  und  zwar  desto 
mehr,  je  stärker  die  Krfimmung  ist.  Wenn  man  aber  mit  dem 
Uhrglase,  dessen  konvexe  Seite  jetzt  nach  abwärts  gehalten  wird, 
die  Oberfläche  des  Wassers  eindrückt,  so  gestaltet  sich  diese 
nach  oben  konkav«  in  Bezug  auf  den  Draht  aber  konvex,  und 
man  wird  finden,  dass  wenn  die  Entfernung  des  Auges  kleiner 
ist,  als  der  Krümmungshalbmesser,  eine  solche  Oberfläche  auch 
noch  vergrossert,  aber  desto  weniger,  je  mehr  sich  das  Auge  dem 
Krflmmungsmittelpunkte  nähert.  Wird  das  Auge  fiber  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt hinaus  entfernt,  so  tritt  eine  Verkleinerung  des 
Gegenstandes  ein. 
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Applications  nouvelles  des  determinants  ä  Talgöbre  et 
k  la  g^ometrie, 

par 

Monsieur  <l.  yersluy$^ 
Profettear  de  Mathematiqae«  &  Groningu«  (Pajt-Bat). 


Eo  tftadiant  les  propri^t^s  des  sarfaces  du  second  degrtf  an 
moyen  dea  coordonn^es  quadriplanairea  et  dea  coordonnöea  planai- 
rea,  j'avaia  beaoin  decaract^rea  gen^raux  pour  distinguer  lea  diFera 
genrea  de  anrfaces  que  l'^quation  g^n^rale  du  second  degr^  peut 
repr^aenter.  Je  commengaia  par  diacnter  lea  courbea  du  aeconö 
degr^  rapport^ea  ä  dea  coordonn^es  trilio^aires.  Faiaant  naage»  ä 
cet  effet,  de  ce  que  les  Anglala  ont  appeltf  modern  higber  al* 
gebra,  je  trouvais  quelques  propriöt^s  qui  n'ont  pas  encore  ^tö 
remarquees  et  dont  la  plus  interessante  se  rapporte  ä  la  signi- 
fication  g^omi^triqne  du  discriminant  de  l'^quation  du  second  de» 
gr^  en  eoordonni^es  quadriplanaires>  dans  le  eas  oü  le  discriminant 
n'eat  pas  nul.  On  trouvera  les  r^soltats  de  mes  recherches  dana 
ce  memoire,  dans  lequel  je  me  suis  propos^  une  discuasion  com- 
pldte  de  r^quation  g^n^rale  du  second  degr^  en  coordonn^s  tri* 
linealres  et  en  coordonn^es  quadriplanaires. 

Une  fois  pour  toutes  je  fais  robservation,  que  les  öquationa 
dont  je  traiterai  sont  homogenes»  et  qu'en  parlant  d'nn  systöme 
de  Talenrs  qui  vi^rifient  un  systöme  d'äquationa»  je  suppose  que 
cea  valeurs  ne  sont  paa  toutes  z^ro. 

Proprl^t^a  alg^ebrlqaes. 

§.1. 

Pour  que  les  deux  racines  de  ax-  4-  2Aj?j^  f  by^  =  0  soient 
«^alesj  il  fant  qu'il  existe  une  relation  entre  les  coeflficients  de 
cette  ^nation.  Cette  relation  est  ab — h^  =  0,  ou  le  d^terminaot 
qui»  ^gali^  k  c^ro,  exprime,  qu'on  peut  satisfaire  par  la  möme 
valeur  de  x\y  aux  ^quations  qui  r^sultent  de  la  diff^renfiation  de 
röquation  propoaöe  par  rapport  ä  o?  et  ä  y.    Ces  ^quations  sont 
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et  le  d^terminant  est 


a     h 
h     b 


=  0. 


Qaand  ce  d^terminant  (le  discriminant  de  l*^quatioii  du  second 
degr^)  est  nögatlf,  las  racines  sont  reelles;  quand  ce  d^terminant 
est  positify  les  racines  sont  imaginaires. 

5.2. 

D^terminons  la  m^me  chose  ä  l'^gard  des  deox  syst^mes  de 
▼aleurs  qui  satisfont  aaz  ^quations 

u  =  aa:«  +  6y«  +  c:«  +  2/yz  +  2(5rzar  +  2Aaiy  ==  0, 
P^  +  W  +  w  =  0. 

A  cet  effet  on  pourrait^  aa  moyen  de  P^quation  lin^aire«  ez- 
primer  t  en  fonction  de  ^  et  de  y  et  substitoer  cette  Faleur  dans 
i'öquation  du  second  degrö.  Aprös  la  Substitution  celle-ci  contient 
deuz  variables»  et  la  question  est  r^duite  ä  celle  du  §•  1.  Ces 
Operations  sont  tres- simples,  roais  on  obtient  le  r^sultat  sous  une 
forme  irr^guli^rej  et  c*est  pourquoi  Ton  doit  pr^fi^rer  le  döveiop* 
pement  suivant. 

Au  lien  d'^liminer  z  et  de  diSi^rentier  ensuite  par  rapport  a 
X  ^X  k  y,  on  peut  differentier  immödiatement  par  rapport  ä  :r  et 
ä  y^  en  consid^rant  2  comme  fonction  de  x  et  de  y, 

On  obtient 

du    dz 


ou 


De  m^me 


1    5) 

A^  +  &y  +  /i  +  ?(-|.^)=0. 


Pour  que  les  deuz  systömes  de  racines  soient  ^gaoz»  il  faot 
que  les  ro^mes  valeurs  de  o?  et  de  y  satisfassent  anx  deuz  ^qaa- 

tions  pri^c^dentes,  quand  on  remplace  5  •  -g-  par  gx-\-  fy  -{-cz   et 
qu*on  substitne  ensuite  ä  z  sa  vaieur  tiröe  de  p;r  -|-  ^y  -|-  rt  ==  0. 
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Oq  €6  qai  revient  au  möme:  ponr  qae  les  denz  systdmes  de  ra- 
cines  soient  ^gaux,  il  Taut  qu*un  m^me  systöme  de  valenrs  de 


^9  fff  '» 

poisse  aafSsfaire  aax  ^quations! 


1   du 


;»*+9»+w  =0. 

Et  ponr  qne  cela  aoit  poasible,  il  faot  qu'on  ait 


P 

9 

r 


a 

h 

9 

P 

r 

a 

h 

9 

h 

b 

f 

9 

r 

=  0 

ou 

h 
9 

b 
f 

f 
c 

9 

f 

c 

1 

P 

9 

r 

P 

1 

r 

=  0. 


Ainsi  l'on  obtient  sous  la  forme  d*un  d^terminaDt  symmätriqae 
Ia  fonction  qua  Ton  aarait  obtenue  sous  une  forme  molns  simple, 
en  op^rant  comme  il  est  indiqa^  ao  commencemeot  de  ce  para« 
graphe. 

Poor  voir  quei  signe  annonce  des  racioes  imaginaires,  pre- 
ooDs  le  cas  particalier  oü  les  qoantit^s  a,  b  et  c  sont  positiFes 
et  p  =  9  =  0.  Le  premier  membre  de  l'^quation  du  secood  de- 
gr^  se  r^duit  alors  h  la  somme  de  trois  carr^s ,  d'oü  r^sulte  qu'il 
ne  saarait  s'annuler  pour  des  valeurs  reelles  de  :r,  y  et  z.  Les 
raeines  sont  donc  imaginalres,  et  le  d^terminant  devient 

a    0    0    0 

0    6    0    0 

0    0    c    r 

0    0    r 

en  Sorte  que  des  raeines  imaginaires  sont  indiqu^s  par  le  signe 
moins. 

Le  rösultat  de  ce  qui  est  dit  dans  ce  paragraphe  est: 

Les  denx  syst^mes  de  valeurs  qui  satlsfont  auz 
^quations 


--abr^i 
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«*  f  6y«  +  ««_+  2fy2  +  2giT  +  2hxy  =  0, 

P^+qy+T2  =  0, 

0ont  röels  et  ^gaaz,  r^els  et  distincts,  ou  iinaginai- 
res,  Selon  que  le  d^terniinant 

a  h  g  p 

h  b  f  q 

9  f  c  T 

p  q  T 

%st  s^ro*  positif  oa  n^gatif. 

§.  3. 

D^terminons  la  fonction  qui  annonce«  si  les  deux  syat^mes 
de  valeurs  qui  satisfoiit  aus  equations 

u  =  aar'  +  6y*  +  ex*  +  dto^ -{-^lyz -{-Imzx  +  2nxy'\-2pxu>  +  2qyw 

«^  +  /Jy  +  y«  +  'w  =  0, 

eont  reels  et  ^gauz,  räels  et  distincts,  ou  imagiiiaires. 

La  fonctioo  susdite  peut  etre  trouFöe  en  ^liminant  z  et  to,  et 
en  formant  le  discriminaDt  de  Täquation  qui  r^sulte  de  cette  öli- 
miDation.  On  obtient  la  Ibnction  cherchöe  80U8  une  forme  plus 
simple,  en  appliquant  des  raisonnenients  un  peu  di^erents  de  ceux 
du  paragraphe  pr^cMent.  On  parvient  alors  a  la  r^sultante  des 
Equations 

\  du    hz      1  3«    dw       -^* 

■  iL     .   f    ■  1    8m    02      \    du   dw       ^ 


w^  +  fy  +  C2  +'*«'— 2"  8z 

«^  +  /^y  +  y?  +  'w 
Dans  ces  Equations  les  variables  sont 


1  ?ü 
2'dto 


=  0, 

=  0, 

=  0. 
=  0. 
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y» 


I  hu 


Idtt 
2'aw* 


Les  rdears  de  g-»   5-»    q-»    -g-    »'obtienpent    eo    diff^ren- 

tiant  les  deuz  ^ations  lintoires  donnees.    Aprto  quelques  ti- 
dnctions  la  r^sultante  du  systöme  pr^c^ent  vient  sons  4a  forme 


tt 

m 

p 

tt 

«1 

b 

l 

» 

ß 

ßi 

l 

e 

r 

V 

Yi 

9 

r 

d 

i 

81 

ß 

Y 

i 

ßi 

n 

«I 

m 


Qaand  ce  däterminant  est  nul,  les  deuz  systdmes  de  racines 
sont  ^gaax.  Pour  voir  qael  stgpe  se  rapporte  aux  racinea  imagi* 
oairea,  supposona  lea  quaDtit^s  a^  b,  c,  d  positiFes,  lz=i  mzsn 
=:p  =  9  =  r:=a=:^  =  a|  =/3|=)r|.  Alors  le  premier  m^mbre 
de  r^quation  du  second  degr^,  eonsistant  en  la  somme  de  quatre 
carr^a»  ne  saurait  s'annuler  pour  des  valeurs  reelles  des  Taria- 
bles;  en  sorte  que  lea  racines  acut  imaginaires.  Le  däterminant 
devieot 


a 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

b 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

c 

0 

Y 

0 

0 

'0 

0 

d 

8 

a, 

0 

0 

Y 

8 

0 

0 

0 

*i 

=  + Vy*fl*- 


Le  signe  plus  s'accorde  donc  avec  les  racines  imaginaires; 
le  signe  moins  avec  les  racines  reelles  et  distinctes. 

Je  reviendrai  plus  tard  aur  la  propriöte  de  ce  paragraplie*ci. 

5.4. 

En  poursuivaiit  les  raisonnements  pröc^dents  on  trouve  en 
göntf  ral : 

£tant  donni^es  une  ^quation  du  second  degrtf  et  n 
äqaations  unfaires,  on  pent  ^crire  sous  la  forme  d'nn 
d^terminant  la  fonction  des  coefficients  qui  doit  s'an- 
nulefy  pour  que  les  deuz  systemes  de  racines  soient 
^gauz;  quand  ce  d^terminant  n'est  pas  aäro,  son  signe 
indique,  si  les  racines  sont  reelles  ou  imaginaires.  Le 
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signe  plus  exprime  que  les  racines  sont  imaginaires» 
dans  lecas  d'an  nonibre  pair  d'^quations  linealres,  et 
reelles  dans  le  cas  d'un  oombre  jmpair  d'^quations  li- 
n^airea.    Le  oombre  dea  variables  est  n  +  l. 


Propri^i^s  l^^om^triqaes. 

9.  5. 

Que  r^quation  gtfn^ale  da  second  degr^  eo  coordonntfes  tri» 
liuMres  seit 

qae  röqnation  d'uoe  droits  seit 

pn^-gß  +  ry^O. 

De  la  propri^t^  enonc^e  k  la  fin  da  S*  2.  s'ensait  ImnM^diate* 
menty  que  les  deux  points  d'iotersection  de  la  droite  et 
de  la  courbe  cofncident,  qaand  le  d^terminant 


a 

h 

9 

P 

h 

b 

f 

9 

9 

f 

c 

r 

P 

9 

r 

Ö  = 


est  tfgal  ä  nai;  qae  les  poiots  dMntersection  sont  r^els 
et  distincts,  qaand  Qest  positif;  et  qae  ces  points  sont 
Imaginalres  qoand  Q  est  n^gatif. 

Si  A,  B  ei  C  sont  proportioneis  aax  c6tös   du  triangle  de 
reMrence, 

Aa  +  Bß+Cy  =  0 

est  r^quation  de  la  droite  situ^e  k  distance  infinie.  Je  d^signerai 
cette  droite  par  i^*  Le  d^terminant  qai  nous  apprend»  si  les  points 
d*intersection  de  9;  et  de  la  courbe  du  second  degre  sont  coTnct- 
dents»  r^ls  et  distincts^  ou  iniaginaires,  est 


P  = 


a    h    g  A 

h    b    f  B 

9    f   c  C 
ABC 


Digitized  by  VjOOQ IC 


ä  talgihre  et  ä  la  giom^irie.  16S 

La  coniqae   repr^enti^e  par   röquation   gtfnörale  du  second 
degr^  a  an  point  double,  si 

a    h    g 

H=i   h    b    f    =0. 

9    f    c 

Ce  d^terminant  est  appeU  le  discriminant  ou  rheseien  de  Tö- 
quatioD  du  aecond  degrö. 

Quaod  £f  =  0»  les  trois  binAmes 

a6— *•,    6c—/*,    CO— ^* 

ont  le  iD^me  signe,  et  Q  a  le  slgue  contraire  de  ces  biodmea. 
(Salmon,  Modern  higher  algebra,  36;  Baltzer,  Determi- 
nanten §.6»4). 

Donc  quand  £f  =  0,  et  Tun  des  binAmes  n^gatif,  les 
points  d'intersection  de 

aa^-i^^lhaß  +  2^«y+  6/P +2/py  +  cy*  =  0, 
et  de 

sont  röeis  pour  toutes  les  valeurs  de  p,  9,  r.  Ces  points 
d'intersection  sont  imaginaires  quand  HssO  et  Tun 
des  binAmes  positif.    (P  <$tant  diff^rent  de  zäro). 

Coordoim^es  trOin^atres. 

5.  7. 

Dans  la  discussion  snirante  je  ferai  nn  usage  continuel  de  jff, 
de  P  et  des  binAmes  du  paragraphe  präcedent. 

L*^uation  generale  du  second  degrö  peut  reprösenter: 

1.  Une  byperbole. 

2.  Une  parabole. 

3.  Une  ellipse. 

4.  Un  iieu  imaginaire. 

5.  Deux  droites  qui  se  ebupent. 

6.  Un  point  k  distance  finie. 

7.  Deux  droites  paralleles. 

8.  Un  point  k  distance  in6nie. 

9.  Deux  droites  coTncidentes. 
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Remarque.    Comnie  ezemple  de  6.  on  a 

quand  les  deux  droites 

pa+fl'/J  +  ry  =  0,  et 

oe  sont  paa  paralleles.    Quand  ces  droitea  aont  paralleles,   on  a 
un  exeinple  da  hultidme  eaa. 

§.  a 

Caractöres  de  ces  cas 

1.  Le  lieu  n*a  pas  de  point  double  et  II  est  rencontr^  par 
ti  en  deux  poiota  rtfeis  et  didtincts.    On  doit  donc  avoir 

Af^O,    P>0. 

2.  Le  lieu  n'a  pas  de  point  double,  et  II  est  rencontrtf  par 
1(1  en  deux  poInts  coincldents.    On  a  donc 

Ä^O  et  P  =  0. 

3.  et  4.    Le  lieu  n*a  pas  de  point  double,  et  il  est  rencontrtf 
par  17  en  deux  points  imaginaires;  dans  ces  deux  cas  on  a  donc 


Ä^O  et  P<0. 


Poor  discerner  Tellipse  d'avec  un  lieu  Imaginaire,  remarquons 
en  premier  lieu,  que,  dans  les  deux  cas,  l'tfquation  gtfotfrale  da 
second  degrtf  peut,  par  une  Substitution  rtfelle  et  lintfaire,  tftre 
rtfdnite  k  la  forme 

Quand  le  lieu  est  Imaginaire,  les  trois  carr^s  ^ont  tous  posi- 
tifs  ou  tous  nögatifs ;  quand  le  lieu  et  une  ellipse,  les  trois  carrtfs 
n'ont  pas  le  m^me  signe.  Or  d*apres  Baltzer  §.  14,  12  le  nombre 
des  carrtfs  ntfgatifs  est  tfgal  an  nombre  des  variations  de  signe 
de  la  stfrie 

I,    a,    0*— A>.    H. 
Quand  la  quantitä  ab — A*  est  positive,   tandis  que  a  et  H 
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flODt  D^gatifs»  II  y  a  trois  Fariations  de  signe  et  par  consf^qneiit 
trola  carri$8  n^gatlfs.    Le  Heu  est  alors  imagmaire. 

Quand  les  quantiti^s  ab — A*,  a  et  H  sont  positives»  II  n'y  a 
aacnn  carr^  o^Sgatif.    Le  Heu  est  eocore  Imaginaire  alors. 

Dans  les  autres  snppositions  que  Ton  peut  faire  k  T^gard  des 

signes  de  a,  ab — A*  et  B,  oii  a  un  ou  deux  carrös  n^gatifs.   On 

ff 
a  donc  ponr  un  lieu  Imaginaire  ab — A'  positif,  —  positif;  pour 

une  elllpse  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies  toutes  les  deuz. 

Re  mar  que.  Sl  a  ou  a6 — A^  füt  n^gatlf,  on  les  remplaeeralt 
par  a  et  bc-^f^^  ou  par 

c  et  Ca — ^•. 

5.  Le  lieu  a  un  point  double,  et  il  est  rencontr<$  par  ^  en 
deux  poInts  r^els  et  distincts.    Par  cons^quent  on  doit  avoir 

Ä  =  0,    P>0. 

6.  Le  lieu  a  un  polot  double^  et  il  est  reneontrö  par  i}  en 
deux  poInts  imaginaires.    On  a  donc 

^  =  0,    P<0. 

7.  et  8.  Le  Heu  a  un  poInt  double,  et  il  est  rencontr^  par  ^ 
en  deux  points  coYncidents.    On  a  donc  dans  les  deux  cas 

£r=0,    P  =  0. 

4 

Quand  le  Heu  se  compose  de  deux  droites  paralleles,  les 
points  d'Intersection  du  Heu  et  d*une  droite  quelconque  sont  r^els. 
D'aprös  le  S«6.  on  aura  dans  ce  cas  un  des  bindmes  n^gatlf. 

Quand  le  Heu  se  r^dnlt  ä  un  seul  poInt,  alors  les  points  d'ln« 
tersection  du  Heu  et  d'une  droite  quelconque  seront  Imaginaires 
en  g^n^ral.    On  aura  dans  ce  cas  un  des  bindmes  positIf. 

9.  En  reroarquant  que  l'^quation  du  second  degr^  doit  ^tre 
un  carr<5  parfalt,  par  rapport  aux  variables,  on  a  Imm^dlatement : 

aft— A*  =s  Ae— 5^*  :=  co— /*  =  0. 


S.  9. 

il  y  a  donc  des  relatlons  analytiques  qui  dolvent  exister  dans 
les  divers  cas.  Ces  relatlons  sont  diff^rentes  pour  les  divers  cas 
et  telles,  que  les  relatlons  qui  dolvent  exister  dans  deux  de  ces 
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eas,  ne  peoveDt  pas  ezister  en  m^me  temps.    Od  peut  donc  rtei- 
proqaement  de  rexUtenco  des  relations  conclnre  k  la  fignre  du  lieo. 

Ed  röaumant 

£fwO,  P>0      annonce     ane  hyperbole; 

jff^O>P=0  une  parabole; 

H 

a6— A*  et—  toua  lee  deox  n^gatifa  oa  Tuo  des  den  d^- 

gatif,  /'<0  noe  ellipae; 

o«— A«>0,  ~>0,  P<0    uD  Heu  imaginaire; 

HzsO,  P>0  deux  droites  qui  se  coa- 

pent; 
H=0,  P<0  un  seul  point; 

£f=0>  P=0,  OD  des  btDAmes  D^gatif 

deux  droites  paralleles; 
J7=0,  P=0,  DD  des  bioAmes  positif 

UD  poiot  ädistauce  iofinie; 
Les  trois  blnAmes  söro        deux  droites  coTneldeDte« 


♦  }.  10. 

Seit  l'dquatioD  göo^rale  da  secood  degrö  en  coordoDo^es  qoadrl- 
planaires 

aa^  +  bP+c^i-dS^i-2lßfi'imyai'2naßi-2piid+'igßi+2Tyd^O. 

Je  däsigne  par 

A^a  +  Biß  +  C,y  +  ^d  =  0 

Utk  plao  quelconque,  par 

Aa  +  Bß+C^  +  Dd  =  0 

le  plan  k  distaoce  infinie. 

* 
De  la  propri^tö  du  §.3.  suit  imm^diatemeDt,  qne  les  polots 
d'intersection  de  la  surface  du  second  degr^  et  de  la 
droite  repr^senttfe  par  les  deux  äqoatioos  du  premier 
degr^  cofDcident»  qtiand 


Digitized  by  VjOOQ IC 


ä  Fatcibre  et  ä  ta  giomttrtt. 


167 


R  = 


a  n 

n  b 

m  l 

P  9 

A  B 


tn 
l 
e 

r 

Q 
C 


P 
V 

r 
d 

A 

D 


Bx 
Cx 


A 
B 
C 
D 


est  ^gal  h.  ztfro;  qoe  les  points  d'intersection  gont 
r^els  et  dictincts,  qaand  R  est  n^gatif;  et  qae  les 
points  d'intersection  sont  imaginaires,  qaand  B  est 
positif. 

«.  11. 

DMgnoDs  encore  par  H  le  discriminaDt  oa  rhessien  de  1'^- 
quatioD  g^nörale  da  second  degr^  ä  quatre  variables. 


£f  = 


n 
b 
l 


P    9 


m 

/ 
c 

r 


Qaand  17  =  0,  la  sarface  a  ao  poiot  double,  (voyez  Sa  Im  od 
Geometry  of  tbree  dimeoaions  art  63.) 

Qaand  Aia-^-Biß-^-CiV-^- Di8^=zQ  touche  ä   la  surface  dtt 
second  degr^,  on  a  (royei  Salmon  art.  76.) 


Q  = 


Quand    Q=:0» 


a     n     m 

P 

Ax 

n     b      l 

9 

Bx 

tn     l     c 

r 

Cx 

p    g    r 

d 

Dx 

Ax  Bx   Cx 

Dx 

l'intersectioD 

de 

la 

=  0. 


aarface     et    du    plan 


^ia-f-J?||3-f-Ciy4-/>iJ  =  0  ae  r^dait  ä  an  aeol  point  pour  ane  aar- 
face  da  second  degr^  qai  n^eat  pas  r^glöe  et  l'intersection  con- 
siate  en  deax  droites  poar  ane  sarface  gaacfae.  Dans  le  premier 
cas  R  sera  positif  (Foyez  §.  10);  dans  le  second  cas  12  sera  nd- 
gatif.  Or  Q  ^tant  nai»  £f  a  le  signe  eontraire  de  R.  (voyez 
Baltzer  §.  6,4).    De  tont  cela  suit  la  propri^t^  remarqaable: 

Poar  les  sorfaces  gaaches  da  second  degr^  H  est 
positif;  pour  les  sarfaces  du  second  degr<$  qui  ne  sont 
pas  rögl^es  H  est  ntfgatif. 
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§.  12. 

Qnand  Qest  diff^rent  de  nul,  le  plan  Aia\Biß'^Ciyi^DxS:=iQ 
n*est  pas  tangent  k  la  sarface.  Poor  la  discossion  de  l'öqiiatioD 
g^n^rale  en  coordonD^ea  quadriplanairea  c'est  nn  probldme  int^ 
rf^sitaDt  de  distinguer  alora,  si  la  courbe  d^lnteraection  du 
plan  et  de  la  aorfaee  est  ri^elle  on  imaginaire. 

En  dtöcutant  l'^qaation  du  second  degri^  en  coordouDi^ea  trili- 
n^airest  nous  avona  vu,  que  cette  ^quation  reprdaente  un  lien 
Imaginaire«  quand  la  a^rie 


a 
h 


h 

b 


h   g 
*     f 

f    c 


(a) 


offre  troia  variationa  de  eigne,  ou  u'en  offre  aucune.  Eliminant 
4$  entre  T^quation  du  plan  et  celle  de  la  surface,  on  obtient  une 
^quation  entre  lea  «,  ß^  y  de  la  courbe  d'intersection.  Cea  coor- 
donn^es,  etant  lea  diatancea  ä  trois  plana»  ont  une  signification  un 
peu  diff^rente  de  la  signification  des  coordonn^es  trilin^aires ;  mais 
on  y  p«ut  appliquer  les  ni^mes  raisonnements.  Apr^  l'i^liniination 
ausdite  on  pourrait  done  former  les  ternies  de  ia  sörie  (a),  et 
compter  ensuite  le  nombre  des  variationa  de  signe.  Mais  cette 
^litnioation  seriut  prolixe«  et  Ton  obtiendrait  les  termea  de  la 
s^rie  sous  des  formes  conipliqn^es.    J'^viteral  tont  cela. 

Le  dernier  terme  de  la  ai^rie  est  la  fonction  qui  doit  ^tre 
nulle,  pour  que  la  coniqne  alt  un  point  double,  et  un  raisonnement 
tout-a-fait  analogue  k  celui  du  §.  2.  nous  fait  voir,  que  cette  fonc- 
tion peut  ae  mettre  sous  la  forme 


Q  = 


Or  dans  le  dernier  terme  de  la  s^rie  (a)  a6ca  le  eigne  plus, 
et  quand  on  effectue  T^limination  indiqu^e  on  obtient  de  nouveao 
le  prodait  aAc  avec  le  signe  plus;  tandis-que  dana  Q  ce  produit 
a  le  signe  moins.  Le  dernier  terme  de  la  si^rie  (a)  a  donc  le 
signe  contraire  de  Q. 

Observorfs,  qiie  cbez  les  coniques  ab^h^  est  la  fonction  qui 
doit  £lre  z^ro,  pour  que 


a 

n 

m 

p 

A^ 

n 

b 

/ 

9 

Bi 

m 

l 

c 

r 

Ci 

P 

H 

r 

d 

D, 

Ax 

Äi 

f\ 

A 
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ait  deu  raeines  coTocideDtes»  et  qae  le  nouTel  ab — A*  est  la 
fonction  qui  doit  ^tre  z^ro,  ponr  qae  l'on  poisse  satUfaire  par 
deox  systÄmee  de  Talenra  GoTocideotes  aus  ^quations  qoe  Ton 
obtieot,  en  preoant  y=0  dana  lea  deox  äqoatiooa  donn<$e8.  Cette 
fooctioD  peut  ae  mettre  aooa  la  forme 


a      n 

P 

Ax 

n      b 

9 

Br 

P      9 

d 

A 

A,  B, 

A 

Le  nouTel  a  pent  ae  mettre  aous  la  forme 


a 

P 

A 

P 

d 

A 

Ax 

A 

Le  r^nltat  de  toot  ce  qoi  pr^öde  est: 

La  conrbe  d'interaection  est  imaginaire,  qnand  la 
s^rie 


a    p    Ai 

a      n      p 

Ai 

p    d   Jh 

n      b       q 

A 

A,D, 

p      q      d 
Ai    A   A 

A 

-Q 


(b) 


offre  troiä  variationa  de  aigne  oo  n'en  offre  aucane; 
la  coarbe  d'interaection  n'eat  paa  imaginaire,  quand 
ii  y  a  nne  ou  deux  Tariatiooa  de  aigne  daos  ia  m^me 
a^rie. 

C^ordonneea  quAdrlplanalres. 

S.  13. 
L'^nation  g^n^rale  du  aecond  degr^  pent  repr^senter 

1.  Dn  hyperboloTde  ä  une  nappe. 

2.  Un  hyperboloide  ä  deux  nappes. 

3.  Dn  ellipsoTde. 

4.  Un  paraboloi'de  hyperboliqne. 

5.  Dn  paraholoTde  elliptique. 

6.  Un  edne. 

Thcil  U  12 
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7.  Cn  point  ä  distaoce  finie. 

8.  Cn  lieu  iraaginaire« 

9.  Un  cylindre  byperbolique. 

10.  Un  cylindre  parabolique. 

11.  Un  cyliodre  elliptiqne. 

12.  Un  point  ä  distance  infinie. 

13.  Deux  plan«  qui  se  coupent. 

14.  Deux  plans  paralleles. 

15.  Une  droite  k  distance  finie. 

16.  Une  droite  ä  diatance  in6nie. 

17.  Deux  plans  coYncidents. 


§.  14. 


Caract^res  de  ces  cas. 


Dans  cette  discussion  17  a  la  signification  d«  §.11,  et  P  est 
le  d^terminant 


a 

n 

m 

P 

A 

n 

b 

l 

V 

B 

m 

l 

c 

r 

C 

P 

9 

r 

d 

D 

A 

B 

C 

D 

qoi  indique,  si  le  plan  a  distance  infinie  toache  ä  la  surface  oa  non. 

1.  L'hyperboloTde  ä  nne  nappe  est  une  surface  gauclte,  et 
eile  n'est  pas  tangente  au  plan  k  distance  infinie  que  noas  iiidi- 
querons  par  g.    On  a  donc 

Ä>0,    P^O. 

2.  et  3.  L'hyperboloYde  ä  une  nappe  et  r^llipsoYde  ne  sont 
pas  des  surfaces  rögläes^  et  ils  ne  sont  pas  tangents  ä  |.  Pour 
Tun  et  l'autre  on  a  donc 

Ä<0,    P^O. 

Pour  les  distinguer  Tun  de  Tautre  remarquons,  que  l'byper- 
boloYde  ä  une  nappe  est  renconträ  par  |,  et  qae  rellipsoYde  ne 
Test  pas.    La  s^rie 
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1      — 


41     p      A 

p    d   D 

A  D 

a  n  p  A 

n  b  g  B 

p  q  d  D 

A  B  D 


-P 


(c) 


offre  doDc  trois  variations  de  signe,  ou  eile  n'en  offre  aucane  dans 
ie  cas  d'un  ellipsolfde.  Cette  sörie  offre  une  ou  deux  variations 
de  sigDe  dans  Ie  cilui  d'un  hyperboloTde  ä  deux  nappes. 

4.  Un  paraboloTde  hyperbolique  est  une  surface  gaucbe  tan- 
geote  ä  $;  00  a  donc 

j^>0,     />  =  0. 

5.  Un  paraboloide  elliptique  est   une  surface  qui  n'est  pas 
regime,  et  qui  est  tangente  ä  £;  en  sorte  que  Ton  a 

Ä<0,    P  =  0. 

6.  et  7.     Pour  un  c6ne  conime  pour  un  seul  point  k  distance 
(inie  on  a 

^  =  0,    P^O; 

mais  l'intersection  du  cdne  et  de  |  est  reelle,  tandis  que  Tinter* 
ftectioD  d'un  pöint  ä  distance  finie  et  de  §  est  iniaginaire.  La 
Serie  (c)  offre  donc  1  ou  2  variations  de  signe  dans  Ie  cas  du 
c6ne;  cette  s^ie  offre  0  ou  3  variations  de  signe  dans  Ie  cas 
d'un  point  ä  distance  finie. 

8.     L*^quation  gändrale  peut,  par  une  Substitution  lin^ire  et 
reelle,  £tre  r^duite  ä  la  forme 

o,««  +  6i/5*  +  Ciy«  +  d|^  =  0, 

quaod  aucun  des  däterminants  suivants  ne  s'annule 


1 


a 

n 

a 

n 

m 

n 

b 

n 

b 

l 

m 

l 

c 

H 


(d) 


Le  nombre  des  carres  negatifs  daiu:  T^uation  r^duite  est 
egal  au  nombre  des  variations  de  signe  qu'offrent  les  cinq  quan« 
tit^s  precedentes.  Si  ces  quantites  n'offrent  que  des  variations 
de  signe,  tous  les  carr^s  sont  nägatifs,  et  le  lieu  est  imaginaire. 
Si  les  memes  qnantit^s  sont  toutes  positives^  il  y  a  quatre  carres 
positifs,  et  le  lieu  est  encore   imaginaire.     Dans  ces   deux  cas 

12* 
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H  est  positif.  R^iproquemeot:  pour  od  liea  imaginaire  P  doit 
^tre  diÜrent  de  zero,  tahdis  qae  la  sörie  (d)  n'offre  qoe  de«  Ta- 
riatioDS  de  signe  oa  o'eD  offre  aucuue. 

Poor  un  hyperboloTde  k  une  nappe  on  a  i7>0,  comme  poor 
nn  Ueif  imagiDaire;  niaU  daos  le  premier  cas  le  Dombre  des  Ta- 
riatione  de  signe  dans  la  s^rie  (d)  est  2;  tandis  que  ee  nombre 
est  4  DU  0  pour  ud  Heu  imagiDaire. 

9—17.  Dans  toas  les  autres  cas  on  a  i7  =  0,  P=:0.  Afio 
de  dlseerner  entre  ces  cas,  remarquoiis,  qae  daos  ces  difförents 
cas  les  courhes  d'intersection  de  la  snrface  et  du  plan  des  i  sont 
respectivemeot  les  courhes  que  nous  avons  discut^es  ches  les 
coniques  dans  les  cas  de  1  ä  9.  On  a  donc  pour  les  cas  de  9 
ä  VI p  dans  le  m^me  ordre»  les  caract^res  qui  ont  ätö  donn^s 
pour  les  sectioDS  coniques. 

A  r^gard  du  dernier  cas,  observons»  que  l'öquation  du  second 
degrö  doit  ^tre  un  carr^  parfait  par  rapport  aux  Tariables,  ce  qoi 
donne  imm^diatement 

a6  —  n*  SS  ac — m*  =s  ad  —  />•  =  6c—  P  =  6d  —  ^*  =  cd  —  r*  =:  0. 

La  courbe  d*iotersection  susdite  consiste  en  deuz  droites  pa- 
ralleles, quand  la  surface  se  compose  de  deuz  plana  paralleles. 
Poor  un  cylindre  la  courbe  d'intersection  consiste  de  in^me  en 
deuz  droltes  paralleles,  quand  le  plan  des  i  est  parallele  aux 
aretes  du  cylindre;  mais  cela  ne  peut  etre  vrai  ä  l'^gard  de  trois 
plana  des  coordonnöes. 

On  peut  faire  des  remarques  analogues  dans  quelques -uns 
des  autres  cas. 


$.  15. 

Ayant  trouv^  des  relations  qui  doivent  ezister  dans  les  divers 
cas,  et  ces  relations  ätant  telles,  que  Celles  qui  doivent  ezister 
dans  deuz  de  ces  cas  ne  peuvent  etre  v^rifiees  en  meme  temps, 
on  peut  räciproquement  des  relations  conclure  au  genre  de  la 
surface. 

En  r^sumant  on  a,  ä  Taide  de  J7,  de  P,  et  des  s^rles 

A 
B 
D 


l         - 


a    p    A 

a    n    p 

p    d  D 
A\D_ 

— 

n    b     q 
p    q    d 
A  B  D 

-  p 


(e) 
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a     n 

n     b 


an  m 
n  b  l 
m    l     c 


(d) 


0>  0,     P^  0,  deux  variations  de  sigoe  dans  laa^rie  (d)  annoDee 
an  hyperbolofde  ik  ane  nappe. 

B^O,    P^O,  nne  oadenx  variationa  de  eigne  daoa  las^rie(c): 
OD  hyperboloTde  ik  denx  nappee. 

A<0,    P^Oy  0  DU  3  variationa  de  aigne  dana  la  s^rie  (c): 

OD  ellipsoTde.. 
J7>0,     PszO:  paraboloTde  hyperboliqoe. 
ff<0,     P=:0:  parabolofde  eliiptiqoe. 

HzsO,    P^0yloo2  TariatioDs  de  slgne  daoa  la  B6ne  (e): 
on  cdne. 

A=Oa    P^O,  0  CO  3  variattoDB  de  eigne  daoa  la  aMe  (g): 
an  polot  k  distance  finie. 

A>0,    P^O,  la   aörie  (d)   offre  0  oo  4  varlationa  de  aigne: 

OD  lleo  imaginaire. 

Reate  k  d^terminer  le  gebre  de  ia  aorface  qoand  £7  =  0» 
P  ^  0.  D^aigDona  par  n  la  coorbe  d*interaection  de  ia  aorface 
et  da  plan  dea  8. 

n  eat  one  hyperlioie:  on  cylindre  hyperboliqoe. 

n  eat  one  parabole:     on  cyliodre  paraboliqoe. 

n  eet  one  elfipae:        oo  cylindre  eliiptiqoe. 

n  eat  imaginalre:  on  potnt  ä  diataoce  infinie. 

n  Gonaiate  en  deoz  droitea  qoi  ae  coopent: 

deoz  plana  qoi  ae  coopent. 

n  eooaiate  en  deoz  droitea  parallMea: 

deoz  plana  parall^iea: 
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9E  est  uu  point  ä  distance  finie: 

une  droite  ä  distance  finie. 

it  mX.  un  point  ä  distance  infinie: 

'  une  droite  ä  distance  infinie. 

Ce  (jue  uous  avons  remarque  ä  la  fin  du  parapraphe  pröce- 
dent,  ikou«  montre  la  necessite  de  faire  usage  dans  quelques  cas 
dea  au  t  reis  plans  des  coordonnöes. 


Coordonn  ees  or dinalres . 

§.  16. 

L'equation  generale  des  courbes  du  second  degrö 
en  coordonn^es  ordinaires  est  deduite  de  l'öquation  en 
caorftonnees  trilin^aires  en  rempla^aiit  a  par  x^  ß  par  y,  y  par 
Tunlte.  L'öquation  de  la  droits  ä  distance  infinie  se  reduit  pour 
les  coordonnees  ordinaires  ä 

Le  di^criminant  H  ne  change  pas  et  le  deteruiinant  P  «e 
r^Juit  a 

a      h 
h     b 


Au  lieii  des  caract^res  du  paragraphe  9  on  a  donc: 


//^O,     06-/4* <0    annonce  une  hyperbole; 

f/^Ü,     fi6— A«=0  une  parabole; 

M 

—  <;0,    a6  — A*>0  une  ellipse; 

—  >0,     fiA— A*>0  un  lieu  imaginaire; 
a 

fii=0,     fl6— A*<0  deux  droites  qui  se  coupent; 

5  =  0,    «6  — A*>0  un  seul  point; 

ii=0,     aö  —  Ä*=0  un  des  bin6mes  n^gatif 

deux^droites  paralleles; 
li—Q,     ab  —  A*=0,  un  des  bindmes  positif 

un  point  ä  distance  infiuie; 
tes  trois  liindmes  zero  deux  droites  coYncidentes. 
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§.17. 

L'equation  generale  des  surfaces  du  second  degre 
en  Gobrdonn^es  ordinaires  est  d^duite  de  requatlon  eo 
coordonnees  quadriplanaires  en  rempla^aot  a  par  x^  ß  par  y,  y 
par  ty  6  par  Tunit^ 

L'equatlon  du  plan  k  distance  infinie  se  röduit  dans  ce  cas  a 

Z>  =  0. 

Le  discriminant  et  la  sörie  (d)  ne  changent  pas.  Le  deter- 
miiiant  P  devient 

a    n    in 
-       n    h     l       D^. 
m    l     c 

La  Serie  (c)  devieut 
1     aD« 
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a    n 

m 
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b 

n    b 
m    l 
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n 
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b 
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l 
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et  conime  on  ne  fait   usage  que  des  signes   des  quantit^s  pröc^ 
dentes^  on  peut  reniplacer  cette  serie  par 


(e) 


Designons  le  dernier  terine,  de  cette  s^rie  par  P|. 

Les  caracteres  da  §.  15.  ne  se  simplifient  pas  consid^rable- 
inent  pour  les  cas  de  1  ä  9.  Seulement  au  Heu  de  la  serie  (c) 
on  a  la  s^rie  plus  simple  (e),   et  au   lieu  de  P  on   peut  prendre 

Pour  les  autres  cas,  la  siropliflcation  est  la  meme  que  pour 
les  coniques. 

Groningue,  14.  Avril  1869. 
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XII. 

Ueber  conforme  Kartenprojecttonen. 

Von 
dem    Herausgeber. 


(Figur  8.  Taf.  VlII.) 

5  1. 

Die  für  Geodäsie ,  Geographie  und  AstroDomie  so  wichtige 
Theorie  der  Kartenprojectionen  bat  in  neuester  Zeit  die  Aufmerk« 
samlceit  der  Mathematilcer  wieder  mehrfach  in  Anspruch  genom- 
men, und  es  ist  über  diesen  grosses  Interesse  darbietenden  Ge« 
genstand  neuerlich  ein  sehr  vollständiges,  empfehlenswerthes  Werk 
unter  dem  folgenden  Titel  erschienen: 

Trait<$  des  Projections  des  cartes  göographiqoes, 
repr^sentation  plane  de  la  Sphäre  et  du  sph^roide  par 
A.  Germain,  ancien  el^ve  de  Täcole  polytechoique,  In- 
genieur hydrographe  de  lamarine,  membre  dela  soci^te 
de  g^ographie.  Premiere  partie:  Theorie  des  projec- 
tions« —  Denxiöme  partie:  Construction  et  usage  des 
principales  projections.  Accompagn^es  de  14  planches 
gravides.  Ouvrage  approuv^  par  S.  Ezc.  le  Hinistre  de 
la  Marine  et  des  Colonies.  Paris.  Arthos  Bertrand 
editeur.    8^.    (ohne  Jahreszahl.)* 

Auch  eine  in  den  „Astronomischen  Nachrichten  Nr. 
1704.  S.  369/'  ganz  neuerlich  veröffentlichte  verdienstliche  Ab- 
handlung des  Herrn  Professor  Wittsteln  In  Hannover:  „Oeber 
conforme  Karten  -  Projectionen'S  welcher  auch  eine  Karte 
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TOR  Asien  io  coDformer  Projeetion  beigegaben  ist,  yerdient  Er- 
wlhnnBg;  die  älteren  Werke  Qber  diesen  Gegenstand,  deren  na- 
mentlich Deatscbland  eine  gr5ssere  Ansah!  besitzt,  sind  hinrei- 
chend bekannt 

Sehr  erfrenlich  ist  es,  dass  man  in  den  genannten  neueren 
Arbeiten  wieder  auf  eine  ältere  Abhandlung  von  J.  H.  Lambert, 
die  wehl  fast  in  gänzliche  Vergessenheit  gerathen  war,  surfick« 
gegangen  ist,  welche  Abhandlung  sich  in  den: 

Beyträgen  zum  Gebrauche  der  Mathematik  und 
deren  Anwendung  durch  J.  U.  Lambert«  Mit  Kupfern 
und  Tafeln.     Dritter   TheiL     Berlin   1772.    »>.     Mr.  VL 

s.  105  bis  s  m. 

unter  folgendem  Titel  findet: 

Anmerkungen  und  Zusätze  zur  Entwerfung  der 
Land-  und  Himmelskarten« 

Gewiss  verdient  die  Gerechtigkeit  alle  Anerkennung,  welche 
der  französische  Mathematiker  dem  trefflichen  Lambert  zu  Theil 
werden  lässt,  wenn  er  in  der  Vorrede  p.  VI.  seines  empfehlens« 
wertben  Werkes  sagt: 

„Lambert  est  celui  qui  revient  le  plus  sou?ent  dans  l'histoire 
de  cette  branche  de  la  gäographie,  et  Ton  peut  dire  que  l'illustre 
professeur  de  Berlin  a  dotd  l'art  des  projections  de  plus  de  m^ 
thodes  ing^nieuses  et  utiles  que  tous  ceux  qui  se  sont  occnp^ 
du  mdme  sujet  avant  ou  aprds  lui.*' 

VorzOglich  beroerkenswerth  ist  es  aber,  dass  die  ?on  Gauss 
in  seinen  berfihmten  und  allgemein  bekannten  scharfsinnigen  Ar- 
beiten Aber  die  Abbildung  von  Flächen  auf  anderen  Flächenr  ent- 
wickelte Projectionsmethode  im  Wesentlichen  und  in  Betreff  des 
eigentlich  in  der  chartographischen  Praxis  Anwendbaren  auf 
die  Methode  von  Lambert  zurfickkommt,  was  auch  Herr  A.  Ger* 
main  gebührend  hervorhebt,  indem  er  in  dieser  Beziehung  p.  40« 
seines  Werkes  ^sagt: 

„Nous  reviendrons  sur  cette  projeetion  imaginde  par  Lam- 
bert et  plus  connue  sous  le  nom  de  projeetion  de  Gauss«'' 

und  p.  66«: 

,^Nous  avons  ainsi  obtenu  directement,  comme  l'a  fait  Lam- 
bert, la  projeetion  dont  nous  avons  ddjii  parld  au  $.  4*,  et  que 
Gauss  a  traitd  comme  application   de  sa  formule  gdn^rale  des 
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projections  assujetties  k  ta  condition  de  coimerver  la  «imilUade 
des  configurafions  dans  la  repr^isentation  d'uoe  surface  sur  une 
autre'^ 

HO  er  aber  ganz  richtig  in  einer  Note  hinzufügt: 

»,da  reate  Gauss,  loin  de  s'attribuer  le  nierite  de  Tinvention  de 
cette  projection,  cite  Tatlas  Celeste  de  Harding  pubiie  a  Got- 
tingue  de  1808  ä  1822,  et  dont  ies  planchea  XIX  k  XXVI  sont 
assujetties'  ä  cette  projection  avec  ies  modifications  que  nous 
altons  indiquer.'' 

M.  s.  auch  die  oben  angefahrte  Abhandlung  des   Herrn  Pro- 
fessor Wittstein.  ' 

Die  ungemein  wichtigen  und  scharfsinnigen  Arbeiten  von 
Gauss  setzen  zu  ihrem  Verständniss  analytische  Kenntnisse  in 
ziemlich  grossem  Umfange  voraus,  und  enthalten  Vieles,  was  in 
der  Praxis  wenigstens  nicht  unmittelbare  Anwendung  finden  kann, 
80  buchst  interessant  dieselben  naturlich  in  rein  geometrischer 
Beziehung  sind;  dagegen  enthältdie  Abhandlung  von  Lambert  das 
vollständige  was  in  der  Praxis  wirklich  zur  Anwendung  kommen 
durfte,  wie  dies  auch  neuerlich  ziemlich  allgemein  anerkannt  worden 
Ist.  Die  Darstellung  von  Lambert  lässt  aber  nach  meiner  An- 
sicht Manches  zu  wünschen  übrige  und  das  Gewand,  in  welches  er 
dieselbe  gekleidet  hat,  ist  ein  ziemlich  veraltetes;  auch  durch  die 
neueren  Darstellungen  seiner  Methode,  die  sich  manche  Vernach- 
lässigungen gestatten,  was  der  erforderlichen  mathematischen 
Strenge  nicht  immer  entspricht,  bin  ich  keineswegs  vollständig  be^ 
friedigt  worden,  und  hoffe  daher  der  Geographie  un^  den  übrigen 
hierhergehörenden  Wissenschaften  einen  kleinen  Dienst  zu  erweisen, 
wenn  ich  im  Folgenden  die  Methode  von  Lambert  —  im  Wesent- 
lieben  übrigens  demselben  mich  anschliessend  und  ihm  folgend  — 
einer  neuen  Entwickeluug  unterwerfe,  wie  dieselbe  nach  meinen 
Ansichten  über  mathematische  Strenge  gegeben  werden  muss. 
Manche  andere  Resultate  aus  meiner  lang^jäbrigen  vielfachen  Be- 
schäftigung mit  der  Theorie  der  Kartenprojectionen  —  wobei  'ch 
mir  wohl  auch  auf  meine  früheren  Abhandlungen  über  die  stereo- 
graphische Projection  in  Tbl.  XXXII  Nr.  XXV.  S.  250.  und 
Tbl.  XXXIX.  Nr.  XXII.  S.  318.  zu  veriveisen  erlauben  darf  — 
hoffe  ich  der  vorliegenden  Abhandlung  später  folgen  zu  lassen. 

Möge  man  es  nicht  unstatthaft  finden,  wenn  ich  mir  hier  noch 
die  Bemerkimg  erlaube,  dass  ich  einige  meiner  Arbeiten  über 
Kartenprojeetioiieii  in  dieser  hauptsächlich  der  Forderung  des 
Uiiterriebts  gewidmeten  Zeitschrift  um  so  lieber  niittheilen  werde. 
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Weil  ieh  immer  der  Meinung  gewesen  bin,  das«  eine  genattere 
Beltanntscbaft  mit  der  betreffenden  Theorie  f^hrern  der  Mathe* 
matik  sehr  nothvrendig  und  aebr  tn  empfehlen  iat,  damit  sie  im 
Stande  sind,  auch  den  Lehrern  der  Geographie  behOlflich  zu  sein, 
indem  mir  bei  diesen  letzteren  nicht  aelte»  eine  völlige  Unbekannt- 
schaft mit  der  Art  und  Weise  >  wie  geographische  Karten  aufzu- 
fasiven  und  au  gebraueben  sind,  entgegen  getreten  Ut  Mancher 
sieht  dieselben  wohl  gar  als  gewuhnliche  Bilder ,  nicht  als  naeh 
strengen  mathematischen  Principien  entworfene«  bestimmten  An- 
forderungen genugende»  graphische  streng  geometrische  üarstel* 
langen  an,  welches  Letztere  sie  doch  sind,  sein  sollen  und  sein 
muasen. 

Weil  ich  im  Folgenden  die  Erde  als  ein  durch  Umdrehung 
einer  mit  den  Ualbaxen  a,  6  beschriebenen  Ellipse  um  die  kleine 
Aze  U  entstandenes  Sphäroid  betrachten  werde:  so  scheint  es 
mir  —  da  namentiteb  auch  des  am  Ende  d^  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen angedeuteten  Zwecks  wegen  vollige  Deutlichkeit  und 
muglicbst  leichtes  Verständnisa  mir  hier  sehr  am  Herzen  liegen 
—  angemessen,  in  diesem  Paragraphen  einige  schon  bekannte, 
aber  für  das  Folgende  sehr  wichtige,  die  Ellipse  oder  vielmehr 
das  Rotationsellipsoid  betreffende  Formeln  zu  entwickeln,  um  mich 
späterhin  mit  Leichtigkeit  auf  dieselben  beziehen  zu  können. 

Wir  betrachten  einen  beliebigen  elliptischen  Meridian,  und 
bezeichnen  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf  oder 
unter  demselben  in  dem  bei  der  Betrachtung  der  Ellipse  gewöhn- 
lichen Coordinatensysteme  durch  x,  y\  die  Breite  oder  vielmehr 
Polhöbe  des  Punktes  (xy)  ist  bekanntlieh  der  90^  nicht  über- 
steigende Neigungswinkel  der  Normale  des  elliptischen  Meridians 
in  dem  Punkte  {xy)  gegen  die  Ebene  des  Aequators,  indem  man 
diesen  Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdeni  der 
Punkt  {xy)  in  der  nördlichen  oder  südlichen  Hälfte  des  Erdellip- 
soids  liegt,  und  soll  mit  Rucksicht  hierauf  im  Folgenden  durch 
c5  bezeichnet  werden. 

Weil  nach  der  Theorie  der  Ellipse 

(9^(1)'=' 

ist,  so  ist,  wenn  man  differentiirt : 

£  .ü..?Ä_0  also^^ — ; 
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folglich  ist,  weim  wir  die  laafendeo  Coordinaten  durch  u,  v  he- 
seichnen»  nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie  die  Gleichung 
der  Berührenden  dea  elliptiachen  Meridiana  in  dem  Punicte  (ay): 

alao  die  Gleichung  der  Normale  dea  elliptiachen  Meridiana  in  dem- 
aelben  Punkte  (3^)1 

«>— y  =  ^(«-*)- 

Daher  haben  wir  nach  den  Lehren  der  analjrtiachen  Geometrie, 
indem  wir  hier  o:  immer  als  positiv  annehmen»  wie  ea  olenhar 
verstattet  und  sweckmiaaig  ist»  die  gans  aligemein  gfiltlge  Glei- 
chung: 

Nun  iat  aber  nach  der  Gleichung  der  Ellipae: 

also: 

folglich: 

6*j?*s{ncS*  =  a*(o*— ««)cosS*, 

woraus  sich  sogleich: 

(a*co8  5*  +  6*  sin  5*)  afl^mfi  cos  5*, 

und  folglich,  weil  x  und  cos  c5  stets  positive  Grössen  sind : 

a*Goso 

sc  SS  — 

V  «'cos  ©•+ 6*  sin  5* 
ergiebt.  / 

Nach  dem  Obigen  iat: 

y  =  -i«tango. 

folglich  nach  der  vorstehenden  Formel: 

6«sloc5 


y~ 


Va«coso«+6«sin5« 
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Daher  habeo  wir  die  rdgeoden  gani  allgemeinen  Ausdrücke 
der  CeordiDaten  ar,  y  dareh  die  Breite  0:  ^ 

tt^coag _^ 6*8inS , 

*  "■  Va«co8 5«  +  6««in ö»'  ^ ""  Va*cö«ö«T6*^äinö« ' 

die  mao  auch  aaf  folgende  Art : 

6« 


X  = 


.  sino 

acosQ  a 


Y  l-(l-^«ino«  Y  1— (I-^ainö« 


oder,  wenn  der  KOrper  wegen 


geaetzt  wird,  aof  folgende  Art: 

acoaS  ^  a(l— e*)alnQ . 

*  *"  Vl-e«ain5**  ^  ""  Vl-e^aino*' 

aoffdrficken  kann« 

^Wenn  man  den  vorstehenden  Ansdnick  von  x  nach  q  als 
nnabhingige  Terinderliche  Grl^sse  differentiirt,  so  erhilt  man  ohne 
alle  Schwierigkeit: 

hx  _       a(l  — g*)sin5 
SS  ""  ■"  (l-e«sinö*)r 

Nach  dem  Obigen  ist: 

also,  wenn  man  die  obigen  Aosdrücke  von  x  und  y  einführt: 

dx^ 
ood  weil  nun  nach  den  Lehren  der  Dilerentlalrechaung : 

ist;  so  ist  nach  dem  Vorstehenden  offenbar: 

8y a(l— »e*)coft5 

dQ  ■"  (1— sSsio^«)!' 
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Daher  kab>^i  vrir  jetzt  die  beiden  folgenden  «richtigen  Formeln : 

dx a(\  —  c^)  sin  5      dy  q  (1  —  c') cos 5 

35  "•  "^  (1  —  e«8in  5«)1*    85  ""  (1 -e*eio5«)l' 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

i+('l^y=i+cot5«=^. 

'  \oxJ  sm  ö* 

also : 


NTi 


—    ein  / 


wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenaehdem    <^ 
positiv  oder  negativ  ist. 

Rechnet  man  den  hei  dem  Punkte  {xy)  sich  endigenden  Bogen 
$  des  Meridians  vom  Nordpole  an,  so  ist  uach  den,  Lehren  der 
höheren  Geometrie  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar: 


i=±V'^.r. 


wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenaehdem  (o 
positiv  oder  negativ  l^t. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhält  man  auf  der 
Stelle  die  ganz  allgemein  gültige  Formel: 

8f_     1 
dx  "^  sin  ö* 

und  da  nun  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung: 

8j  _  ds    dx 

ist,  so  M^n^^  ^^^  Vorhergehenden  offenbar: 

di^"^       (n-e*8io52)l' 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  Parallelkreises  des  Ellip- 
soids  zu  dem  Aequator  unter  der  Breite  5  durch  r,  so  ist  offen- 
bar r  =  ^,  also  nach  dem  Obigen : 

acos5  acoso 


Vi  -  c«sio  5«        (}  —  «*  ß>n  ö*)* ' 
und: 
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8r  _       q(l— e*)8iDG> 
8ö  ""**'  (1  — e*«inö«)l' 


Nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung  ist: 

■    8ö  .   '  3ö* 


lind  iTeil  nun  nach  dem  Obigen: 

3 


also: 


ist,  so  ist: 


gj  =  -  CotO. 


I 


8^5 


sin  Ci) 


M« 


1 


8a:*       sin»**' 


fl(l  — c»)sin5  _  _  (1— c^sin5«)l 
(1— €*8inö*)l  a(l  — e*)einö*' 


Bezeichnen    wir    den    Rrumniungsbalbmesser    des  ^Meridians 
unter  der  Breite  o  durch  p,  so  ist  bekanntlich: 


(>*= 


W« 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

1       a«(l  — cysinS« a*(l-ey 

8in3« '    (1  — c*sln5«)*   "~  (l— e^sinö*)' 


^»  = 


also : 


_      «(i-g») 
^""(1  — c«sinö»):* 


Die  hier  entwickelten  Formeln  reichen  zum  Verständniss  des 
Folgenden  vollständig  bin. 

Im  Allgemeinen  wollen  wir  nur  noch  bemerken,  dass  die  in 
dieser  Abhandlung  zur  Betrachtung  kommenden  Kartenpro* 
jectionen  weder  perspectivische  —  wie  die  stereographische  Pro^ 
jection  —  noch  durch  Abwickelung  entstandene  Projectionen  sind; 
dieselben  sind  Zeichnungen,  Constructionen  oder  graphische  Dar- 
stellungen, weiche  zu  den  entsprechenden  Figuren  auf  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoids  in  gewissen,  zur  Erfüllung  bestimmter  Zwecke 
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dieDenden,  spiterhin  Daher  ansugebenden  TerhültoiMien  oder  Be- 
siehuDgen  stehen«  «robei  immer  auch,  der  praktischen  Anwendong 
wegen ,  m5glichst  leichte  Entwerfung  oder  AusfShning  der  erTor- 
derlichen  Zeichnungen  ein  bei  solchen  Kartenprojectionen  niemals 
aus  den  Augen  su  verlierender  Gesichtspunkt  Ist 


5.  3. 

Die  hier  au  betrachtende  Projection  unterwerfen  wir  den 
folgenden  Bedingungen: 

1.  Die  Meridiane  des  ErdsphSroids  sollen  durch  von  einem 
Punkte»  den  wir  O  nennen  wollen,  ausgehende  gerade  Linien 
dargestellt  werden. 

2.  Die  Parallelkreise  des  ErdsphSroids  sollen  durch  aus  dem 
Punkte  O  als  Mittelpunkt  beschriebene  concentrische  Kreise  dar- 
gestellt werden. 

3.  Die  Längen  auf  dem  Erdsphftroid  sollen  zu  den  entspre- 
chenden Längen  auf  der  Projection  oder  Karte  in  einem  constanten 
Verhältnisse  stehen ,  so  dass  also  die  Längen  auf  der  Projection 
oder  Karte  aus  den  entsprechenden  Längen  auf  dem  Erdsphärotd 
erhalten  werden,  wenn  man  diese  letsteren  mit  einer  gewissen 
constanten  absoluten  Zahl,  die  wir  durch  f»  bezeichnen  wollen, 
multipiicirt,  wobei  wir  wohl  kaum  noch  besonders  su  bemerken 
brauchen,  dass  man  unter  den  Längen  die  von  zwei  einander 
entsprechenden  Meridianen  auf  dem  Erdspbäroid  und  auf  der 
Projection  oder  Karte  mit  zwei  einander  entsprechenden,  als  erste 
angenommenen  Meridianen  auf  dem  Erdspbäroid  und  auf  der  Pro- 
jection oder  Karte  eingeschlossenen  Winkel  zu  verstehen  hat 

Insofern  die  absolute  Zahl  ft,  wie  vorher  geschehen  ist,  als 
constant  angenommen  wird  —  und  nur  wenn  dies  geschieht  *- 
findet,  wie  auf  der  Stelle  erhellet,  das  zwischen  den  einander 
entsprechenden  Längen  auf  dem  Erdspbäroid  und  auf  der  Pro- 
jection oder  Karte  Statt  findende  Verhältniss  auch  zwischen  den 
^nander  entsprechenden  Veränderungen  der  einander  entspre- 
chenden Längen  auf  dem  Erdspbäroid  und  auf  der  Projection  oder 
Karte  Statt,  was  der  folgenden  Ent Wickelungen  wegen  besonders 
su  bemerken  von  Wichtigkeit  ist. 

Es  sei  nun  —  mit  Bezug  auf  die  durch  sich  selbst  verständ- 
liche Figur  —  P  ein  beliebiger  Punkt  auf  dem  Erdellipsoid,  dessen 
von  einem  gewissen  Meridiane  an  gerechnete  Länge  und  dessen 
Breite  wir  beziehungsweise  durch  o»  und  q  bezeichnen  wollen. 
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Der  zwischen  diesem  Punkte  P  und  dem  Nordpole  N  der  Erde 
liegende  Meridianbogen  sei  St  und  r  sei  der  Halbmesser  des  durch 
P  gehenden  Parallelkreises  der  Erde. 

Der  dem  Punkte  P  entsprechende  Punkt  auf  der  Projection 
oder  Karte  sei  P,  und  dessen  geradlinige  Entfernung  von  dem 
vorher  durch  O  bezeichneten  Punkte  sei  R\  die  Länge  des 
Punktes  P  auf  der  Projection  oder  Karte  sei  Sl,  wo  diese  Län- 
gen von  einem  ganz  beliebigen  Meridiane  auf  der  Projection  oder 
Karte  als  ersten  Meridian ,  welcher  dem  ersten  Meridiane  auf 
den^  Ellipsoid  entspricht^  an  gerechnet  werden,  und  vio  nach  dem 
Obigen 

ist. 

Man  lasse  jetzt  auf  dem  EllipsQid  m  und  s  die  positiven  Ver- 
änderungen ^(0  und  ^s  erleiden,  und  bezeichne  die  entsprechen* 
den  Veränderungen  von  Sl  und  R  auf  der  Projection  oder  Karte 
durch  ^Sl  und  JR»  wodurch  auf  dem  Ellipsoid  und  auf  der  Pro- 
jection oder  Karte  die  mittelst  einfacher  geometrischer  Betrach- 
tungen sich  sogleich  als  rechtwinklige,  also  als  gleichwinklige 
Vierecke  ergebenden  Vierecke  PPiQQi  und  P'Pi'Q'Qi'  ent- 
stehen ;  und  wenn  nun,  welche  neue  Bedingung  wir  jetzt  den  drei 
obigen  Bedingungen  1.,  2.,  3.  noch  beifögen: 

4.  Diese  beiden  als  unendlich  klein  zu  denkenden  Vierecke 
PPiQQi  und  PPi'Q'Qi'  auf  dem  Erdellipsoid  und  auf  der  Pro- 
jection oder  Karte  einander  äholich  sein  sollen; 

so  mSssen  ihre  Seiten  einander  proportional  sein  oder  In  gleichen 
Verhältnissen  zu  einander  stehen,  woraus  sich  mit  Rücksicht 
auf  die  Figur  sogleich  die  Proportionen : 

JsirJmi(r+Jr)^lm  =  JRiRJSli(R  +  JR)JSl, 

also  die  beiden  Gleichungen: 

(Ä  +  JR)  JSl  Js  —  (r  +  Jr)  JmJR, 
RJSlJs  =  rJtoJR 

ergeben,  welche  zugleich  existiren  müssen,  oder,  weil  nach  dem 
oben  Bemerkten 

JÜ  =  flJ(0 

sein  muss,  die  beiden  zugleich  existiren  müssenden  Gleichungen: 

fi(R  +JR)Js  =  (r  +  Jr)JR, 
(iRJs  =:rJR.     ' 
Theil  U  13 
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Di«M  beiden  Gleichungen  bringt  man  leicht  auf  die  Fonn : 

_         JR 
oder  aaf  die  Fonn : 

„        /JR .  Jt\ 

und  Ifisst  man  nun  jdQ  sich  der  Null  nähern ,  so  nfthern  ^r  und 
JR  sich  beide  der  NoIU  und  die  beiden  vorstehenden  Gleichangen 
nähern  sich  beide  der  einen  Gränzgleichnng: 

f»Ä  =  r(Lim^:Lini^), 

aUo  der  einen  Grbugleichong: 

folglich  der  einen  Gränzgleichung: 

dR^fiR  ^ 

Aus  den  beiden  Gleichungen: 

li(Ri-JR)  Js  =  (r+Jr)dR, 
nRJs  =  rJR 

folgt  aber  durch  Subtraction  die  Gleichung : 

fulRJs  =  JrJR, 

also  die  Gleichung: 

folglich  die  Gleichung: 

—  ^  —  —  •  ^ 

und  hieraus»  wenn  man  sich  JU  der  Null  nähern  lässt«  die  Gräns- 
gleicbung: 
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also  die  GrSnsglelchang: 

MaD  hat  also,  wenn  die  obigen  Bediogungeo  aSmmtlich  er- 
ßllt  werden  sollen,  eigentlich  die  drei  folgenden,  zusammen 
existiren  müssenden  Gleichungen: 

luls  =  Jr; 

für  welche  man  aher,  da  es  sich  hier  nur  um  sogenannte  unend- 
lich kleine  Gr58sen  handelt,  die  swei  susaromen  existiren  mfissenden 
Gränzgleichungen :  ^ 


SU  setzen  hat. 


Nun  erhellet  aher  sehr  leicht,  dass  diese  heiden  Gränzglei- 
chungen niemals  zusammen  existiren  können,  dass  namentlich 
durch  die  zweite  den  obigen  Bedingungen  wenigstens  im  Allge- 
meinen nicht  entsprochen  werden  kann. 

Ans  den  beiden  Im  vorhergehenden  Paragraphen  bewiesenen 
Formeln : 

d$  _           o(l— 6»)          8r  _       a(l— e»)sinS 
aS  —  ^(1  — c«sin5«)i'     dQ (l-c«sinö*)l 

erhellet  nämlich  auf  der  Stelle,  dass  die  Differentialquotienten 

ds       .   dr 

äs  "°*  gö 

gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  jenachdem  die 
Breite  S  positiv  oder  negativ  ist;  also  wGrde  auch  die  Gleichung 

nur  dareh  positive  oder  negatite  f»  erfcillt  werden  kennen,  jenach- 
dem die  Breite  5  beziehungsweise  positiv  oder  negativ  ist,  was 
den  hier  zu  erfBlIenden,  aus  dem  Obigen  bekannten  Bedingungen 
nicht  entspricht    Daher  wird  man  die  Gleichung 

8r  _      & 

85  ""**  85 

18* 
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fallen  lassen,  und  sich  mit  der  ErftSllung  der  Gleichung 

35""    r  •85* 
in  welcher  die  Dlfferentialqnotienten 

35  ""^  Ö5 

offenbar  immer  als  von  gleich€^l  Vorzeichen  betrachtet  werden 
können,  begnügen  müssen. 

Freilich  werden  dann  die  Vierecke  PPiQQi  und  P'Pi'Q'Qx' 
nicht  vollständig  einander  ähnlich,  weil  offenbar  nur  eine  theil- 
weise  Proportionalität  ihrer  Seiten  Statt  findet. 

§.4. 
V^ir  haben  uns  also  jetst  mit  der  Integration  der  GleiehanK 

85""   r   '8ö' 

um  R  durch  5  auszudrücken,  zu  beschäftigen;  mittelst  dieses 
Ausdrucks  erhält  man  dann  R  aus  5,  und  A  ergiebt  sich  mitteUl 
der  Formel: 

was  zur  Zeichnung  der  Karte  vollständig  hinreicht 

Nach  $•  2.  ist  bekanntlich: 

acos5  8« g  (1  —  e*)     ^ 

•*  ^  (1  -  ««sin  5«)»'    ^5  ""  "  (I — c*sin  ö«)i ' 

also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

dß p  1— c« 

85  ""      **    cosö(l  — e«sin5«)' 
oder : 

8Ä__       fi(l— 6«)85 
R  ""       cos5(l -*e*sin5V 

wo  es  nun  zunächst  auf  die  Entwickelung  des  Integrals: 


I 


»I 


J    COSCi>( 


cosco(l— e^sino*) 
ankonmit. 
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Dieses  Integral  kann  man  aof  folgende  Art  ausdrücken : 

/cos58tS P 8  sin  5 
cos€5*(l— e*sinc5*)  ~J  (1  —  8lnö*)(l— e*sln5«)  ' 

Setzt  man: 

1  A  B 

(1  —sin  ö«) (1  — e« sin  ö*) ""      1— «ino  ^  l-f  sino 

^  1— eslnö^  1  -t-esincd 
_iH-£r^-M-g)s^nS       i^^ -^  J?^-K.4^— fTpesin  to 
""  l-sinö«  "•■  1— 6«sin5« 

und  addirt  die  beiden  Briiche  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens  zo  einander.  Indem  man  sie  auf  den  gemeinschaft» 
liehen  Nenner 

(l-sin5«)(l— c«sin5«) 

bringt;  so  ist  der  Zähler  die  Summe: 

-{(^+Ä)e«+(J'  +  i?'))8in5» 

und  zur  Bestimmung  der  Constanten  A,  B;  A',  B'  erhält  man 
also  auf  bekannte  Weise  die  Gleichungen: 

(A  +  B)e*-t-(A'  +  B')=:0, 
(A'-B)e  +  (A'-B')  =  0. 

Aus  der  ersten  und  dritten  und  aus  der  zweiten  und  vierten 
dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  sogleich: 

(l-e»)(J+Ä)  =  l,    (l^e*)(A^B)^0; 
also: 

i4-i?=sO,    A^B,    J  +  i?  =  2il  =  2£r  =  Y-^; 

1—  c* 

folglich : 


2(1 -e«)' 
Ferner  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen: 
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also  nach  dem  Vorhergehenden: 

folglich : 

,     ^'  =  *'  =  -f(i?5^- 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

/85  
GQs6(l-e*sinS*) 

_  >  r  8«ipc5      .  1  /•  SsinS 

'  —     2(l-e«)  J  l-sin5  +2(l-e«)  J   rf«inS 
e*  /*  3sin5  <>•         /*  8sin5 

■"2(l-e»)  J  l-^sin5'~2(J-s«)  J  l-f-^sinS' 

folglich  nach  einer  sehr  bekannten  Fandamentaiformel  der  Inte- 
gralrechnung: 


J    COSQ( 


8S 


also: 


cosq(1  — e*sino*) 

=      2(1=^ ''^* +*■"  *^^  ■" '^*  ""***■"  ^^' 

""  2Ör^^''^'+'*'"®^""''^*""**^"^^' 
—  1  l-fsinS  e  1  -f  s  sin  5 

""      2(l-««)'l-sin5'^2(l  — c*)*  1  — <jsin5* 

Weil  nun  nach  dem  Obigen:  > 

y    ß-^'*^*     ^V    co85{l-e«sinö«)* 

1„_       ,,       ^    /^  8S 

^IK--(l— e^JJ  cos 5 (1-6« sin 5« 


i5«) 
ist»  so  ist  nach  Vorstehendem: 

;i'^-**M-6sln5'"*'l-sin5' 
oder: 

I  .->      .-l  — sioo     -    .1— esinö 

oder,  wie  man  leicht  findet: 
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al0o: 

l<«  =  ;,u.,(«.-,8,.(liiS|)''i. 

und  folglich»  wenn  man  d«r  Kfine  wegen: 

tao«J«  =  t.Bg(460_iS,.(J±£|iH|)5 

setit; 

IR  =:,fft/taDglti  =  /.tanglti^» 

wo  non  natfiriich  noch  eine  willkflhrlicbe  Constante  beigefSgt 
werden  mass.  Stellen  wir  dieee  willkflbrlicbe  Constante  anter 
der  Form  IC  dar«  so  wird: 

IR  =  /.tanglu^  ^/C=  /.  CtangluA«, 
also  endlich: 

R  s  Ctangl«^. 
Weil 

dR  _  8Ä,a# 

ST  ■"  5S'55 
ist,  so  Ist  nach  $.  2.  and  dem  Obigen: 

IST"      ''"cos  5(1 -«««ine»")*       (l-«««lnS«)l* 
abo: 

m      ftfi  (1  —  e»  gJB  ö«)i  _  ftfi V 1  -  g«  gJD  5« 
d$  ~~  acocS  acos5  * 

oder  oacb  §.  2.  offenbar: 

und  wenn  man  fSr  A  seinen  oben  gefandenen  Aasdruck. einffibrt: 


oder: 


dß       fiCtangiu^ 

^=  T 


8s  ^  acoso 


Dieses  Verbfiltniss  kann  man  mit  llficksicht  daraaf,  dass 
8«      ^.    AR 

87="^™:^ 

ist,  das  Vergrösserangsverhiltniss  nennen. 
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also  naeh  dem  TorbergeheDdeD: 

A'- 
folgiicb 


A'-B'  =  Q,  A'  =  Bf,  ^'  +  B'  =  2J'  =  2B'  =  -  j^. 


A'  =  B'  =  -.       ** 


2(1 -6«)* 
Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

/85  

—  >  /\aain5_  1  r  88in5 

'  •"     2(l-e«)  J  l-slnö  +2(l-e«)  J   l+eino 

g*  /*  8810 g  <>»         /*  88in5 

2(l-c»)  J  l-e8io5'~2(J-e«)  J  l^eeinS' 

folglich  nach  einer  sehr  bekannten  Fundamentalforaiel  der  Inte« 
gralrechnnng: 


J    C08CO( 


8o 


cosq(1  — ^sino*) 
=      2(1=7^  U(l+ sin  c5)-/(l -sin  S)| 

—  1  1  +  sin  5  e  \-^  s  sin  5 

-"      2(l-c«)M-8in5      2(l-e«)*  1  — csino* 

Weil  nun  naeh  dem  Obigen:  > 

J   ß  =-f*(*-^*)y  co85{l-e«sin5«)* 
also : 

8c5 


l/ii=_(i-.^/- 


cos  6(1  —  «*  sing*) 
ist»  so  ist  nach  Vorstehendem: 

fi  '    J— esino      *    1— sino 

oder: 

1,0       -,1— sino      .     1— «sing 
ii^^  =  *^r+iÜig^*^^l  +  esing' 

oder,  wie  man  leicht  findet: 
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also : 

und  folglich,  wenn  man  d«r  Kfirie  wegen: 

setzt: 

IR  =  fft/tanglti  =  /.tanglti^, 

wo  non  natfirlich  noch  eine  willkflhrliche  Constante  heigefSgt 
werden  moes.  Stellen  wir  diese  willkflhrliche  Constante  unter 
der  Form  IC  dar«  so  wurd: 

/Ä  = /.tanglttM +/C= /.  CtangliiA*, 
also  endlich: 

R  =  Ctangl«^. 
Weil 

a«  _  a« .  8« 

ist,  so  ist  nach  $.  2.  und  dem  Ohigen: 


also: 


"ST '*"e<wS(l-«««nö«)  *  ~  (l-«>8iiic$«)l' 

9«  ^  öcögS  ~*  acosS  * 


oder  nacb  §.  2.  offenbar: 

und  wenn  man  fiir  R  seinen  oben  gefundenen  Ausdruck. einführt: 
aß       fiCtangjttf« 

ar=        i^        ' 

oder: 

8fi      ftCtangjttMVl  — giginS« 
8«  ""  acosQ 

Dieses  Verhiltniss  kann  man  mit  Kficksicht  darauf,  dass 

dß      ,,     ^ß 

87=  "^^"^Ä 

ist,  das  Vergrosserungsverhältniss  nennen. 
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Da  die  Conatanten  C  und  ^  willkObrlich  sind,  so  kann  man 
dieselben  so  bestimmen,  dass  die  Karte  oder  das  Nets  aasser 
den  durch  das  Obige  schon  erfüllten  Bedingungen  noch  anderen 
Bedingungen  entspricht,  deren  Erfüllung  zweckmässig  oder  er- 
wünscht sein  kann. 

Was  die  Constante  fi  betrifft,  so  schlägt  Lambert  vor,  die- 
selbe so  zu  bestimmen,  dass  für  zwei  bestimmte  Breiten  o^,  0| 
die  Grade  der  diesen  Breiten  entsprechenden  Parallelkreise  auf 
dem  Ellipsoid  und  auf  der  Karte,  deren  Halbmesser  wir  bezie- 
hungsweise durch  ro,  ri  und  Aq»  t^i  bezeichnen  wollen,  in  gleichen 
Verbältnissen  zu  einander  stehen,  welcher  Bedingung  genOgt  seiD 
wird,  wenn  die  Proportion: 

Statt  findet.    Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen  bekanntlich: 


und: 


wo: 


g  cos  cjo acoB(di 

^^  ""  Vi— e'sinö;?'  ***""  Vi— u«sinö,« 


«o  =  CtangiwV*,  Ä,  =  Ctang4tt|M; 


ist;  also  wird  die  obige  Proportion: 

VI— e^smOo*   VI— c*sinG)|« 
woraus  sich  die  Gleichung: 

/tangJttpV_  cos  SqV^I  —  e^sin  5,* 
Vtatigit^i/  "■   cosöiVl- «Vulöo*' 

und  folglich  zur  Bestimmung  von  |ü  die  Formel: 

cosSq  V  1 — g*sin  5^ 
cosQt  Vi— g^sin  «0^ 


'*~  j  tang^ttp 

tangiti, 


oder: 
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^'^  /taogivo  — /tanglrii 

ergiebt.  Natürlich  kann  man  in  dieser  Formel  statt  der  natfir- 
licheo  auch  gemeine  Logarithmen  gebrauchen,  wie  aus  der  Ge- 
stalt derselben  auf  der  Stelle  erhellet 

Ffir  Qo  =  30<>,  Ol  =  70^  und  6  =  0,  also  ffir  die  Kugel,  findet 
Lambert: 

0,4034789      n,o«^^, 
^  =  0,5151206  =®''^2^-^- 

Die  Gonstante  C  will  Herr  A.  Gerniain  so  bestimmen,  dass, 
nachdem  die  Constante  f»  bestimmt  ist,  der  einer  gewissen  he- 
utimmten  Breite  Sq  entsprechende  Werth  R^  von  A  der  Länge 
des  von  dem  Nordpole  bis  su  dem  Parallelkreise  unter  der  Breite 
öo  reichenden  Heridianbogens,  den  wir  durch  j^  bezeichnen  wollen, 
gleich  werde.     Da  nun  bekanntlich 

JBo  =  Ctang  Jtt(^ 
i«t  für 

.«.,K  =  .»g(«»-W.(}i^:)'. 

SO  hat  man  aur  Bestimmung  von  C  die  Gleichung: 

*«  =  CtanginoA*, 
woraus  sich: 


•)  A.  B.  O.  S.  140, 

Herr  A.  Genuain  tagt  in  Beioeni  oben  angeführten  Werke  p.  61. 
ia  einer  3^ote: 

„La  Societe  de  geographie  de  Saint-Petertbonrg  a  choiti  cette  pro« 
jection,  eo  Ini  attribnant  Ia  denoinination  de  „projection  de  Gaust'% 
poar  Ia  belle  carte  de  Ia  Russie  europoenne  en  douce  feuille«,  qu'elle 
a  pnbliee  en  1862.  Let  deux  parallele«  dont  let  degrot  contervent  leur 
▼eritable  rapport  sont  ccux  de  46®  et  58®,  let  latitndea  dea  paralleles 
extremeii  etant  36«  et  68o.<« 

Soua  le  parallele  niojen,  qni  est  celui  de  52®,  le  degre  snbit  an  re- 
trait  qai  le  r^duit  k  0,994  de  sa  valenr  reelle,  tandis  que  soos  les  p8> 
rallölea  eztr^mes  il  epronve  nae  dilatation  qui  le  porte  ä  1,081  et  1,040. 
Dea  Schalles  Tariables  en  Terste«  accojnpagnent  Ia  graduation  des  lati- 
tndea aor  lea  bordnres  d'encadrement  de  chacone  des  dorne  feoilles  de 
Ia  carte.  Le  meridien  moyen  est  celni  de  10®  ä  Test  de  Tobservatoire 
de  Saint-Pdtersbonrg  sitn^  k  27®.  59".  31"  k  Test  dn  möridien  de  Paris. 
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ergicbt    Nach  {.  2.  iat  aber: 


oder: 


ako: 


tangiuo 
oder  vollständig  entwickelt: 

acs 


.(i-V^'trzi 


Ist  3o=0  luid  rolglich  ^  der  Heridianqnadrant,  so  ist : 

^4*  dS 


C=a(l-e«)y^ 


(1— ««sIdö«)!' 


o 
Für  die  Kagel»  alo  fttr  e  =:  0«  wird  diese  Formel : 

C  SS  a  1      dQssian, 

und  folglicb: 

A  =  ia9stang(46^— iS)A« . 

Kehren  wir  noch  einmal  su  der  ans  dem  Obigen  bekannten 
Formel: 

IR^l.tMgiuf^  +  lC 

zariick,  so  ist  klar,  dass  man  in  dieser  Gleichung  statt  der  natflr- 
lichen  Logarithmen  nach  gemeine  Logarithmen  setien  kann»  wo- 
durch man  die  Gleichung: 

log  12  =s  log.tanglM/'-f  logC, 
also: 
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\(igR=lk  log  tatig  |tt  +  log  G 
oder; 

-  logÄ  =  logtanglti  +  -  log  G 

und  folglicb,  wenn  man  Hlr  tangi»  den  aus  dem  Oblgeti  bekaoaten 
Aoadmcfc  einführt,  die  Glei^buiig: 

'i      F»      I      .       yjMA     ,-v  -  *■     l  +  csinü       1,     „ 
j^  log  ß  ^  log  tang  (45«  -  iö)  +  ^  log  j^^^^l^  +  -  log  C 

erbält 

Setit  man 

10  wird  dies«  Gletcbang: 

^logß  ==logfang(45^^4S)-ijlogUiig(45ö-i9)  +ilogC 
od«: 

|log  A  =:  elogtang(450  +  i^)  - logtang (48«+lB)  +  ^ log C,      ' 

WO  man  statt  dor   LogarithnieQ  log  auch  naiürlicbe  LogarUhmflo 
setzen  kann. 

FSr  die  Grosse 

/  tang  (450  +  Je)  —  «/ tang  (450 + 49), 

welcbe  icb  durch  c  bezel ebnen  wUl,  und  daher 

V  —  /taug  (45<^+  4w)  —  e/lang(45o  +  ig?) 

setien  werde,  bat  Lambert  a,  a.  O.  S.  194  eine  Tafel  gegeben. 
in  vr  eich  er: 

e  =0,0*^31490 

e"  =  0,008ß767 

^«=1^0.0000753  I 

e<  =  0,0000006 
gesetat  worden  iat,  flir 

a  =  l.    Ä^23Ö" 
Diene  Tafel  theile  ich  nacbstehend  unter  A.  mit. 
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ü 

/tang(450-fiS) 

€/taDg(45o+i9)) 

5 

0,0873773 

0,0007560 

0,0866213 

»10 

0.1764259 

0.0015068 

0.1739191 

15 

0,2648420 

0,0022461 

0,2626959 

30 

0,3663785 

0,0029686 

0,3534099 

25 

0,4508754 

0,0036688 

0,4472066 

30 

0,6493061 

0,0043414 

0,5449647 

36 

0,6628365 

0,0049814 

0,6478661 

40 

0,7629098 

<   0,0066839 

0,7673259 

45 

0,8813736 

0,0061442 

0,8752294 

SO 

1,0106831 

0,0066579 

1,0040252 

55 

4,1542346 

0,0071217 

1,1471134 

flO 

1,3169678 

0,0075305 

1,3094273 

65 

1,5064543 

0,0078826 

1,4985718 

70 

1,7354151 

0,0081742 

1,7272409 

75 

2,0275894 

0,0084036 

2,0191848 

80 

2,4362460 

0,0086688 

2,4276772 

86 

3,1312990 

0,0086686 

3,1226315 

90 

00 

0,0087019 

00 

5-  5. 

Wir  wollen  jetzt  die  Breite  c5    su  bestimmen  suchen,  för 
welche  das  Vergrufetserungsverhältniss 

dRfiR 

3*  —    r 

ein  Kleinstes  oder  ein  GrSsstes  wird. 

Durch  'Differentiation  erhalten  wir:        > 

35      ■"** 


'■^-'^Ss 


mn  dass  also 


die  gemeinsehaftliche  BedingoDg  des  Kleinsten  nnd  Gr9saten  ist 
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Darch  fernere  Differentiation  erhUt  man: 

^  S»Ä       „8»r^      -8r  ,    8Ä       „8r, 

=  p  . 

wofBr  man  aber,  w<iii  es  sieb  bloss  um  die  Wertbe  von  5  ban* 
delt,  f&r  weicbe  der  erste  Differeotialquotient  verschwindet,  fQr 
weiche  also  die  Gleichung 


8Ä       „8r 

r 

erRlIlt  ist,  kflrzer: 


'85-«8i  =  « 


•dR\       !ßR        3h 
*'8ö«~'*85« 


K^) 


85«     —  r« 

setzen  kann,  so  dass  also  die  Bedingung  eines  Kleinsten 

die  Bedingung  eines  GrOssten 


8«Ä      „  3^  ^  „ 
'85-»-^85«<® 


ist. 

Nach  §.  4.  ist: 


?Ä__     „• 1-e«  

85  —      **"  cos  5  (1  -  e*8in  5*) ' 

und  nach  $.  2.  ist: 

_        ocos5  ^  ^  _  « (I— •g*)sing 

'"  (1-e« sin 5«)»'    85  ~       (T— «*sln5»)r 

Also  ist,  wie  man  leicht  findet : 

8Ä       „8r  a(l-OÄ    ,  .    _, 

'  55  -  *85  =  -  (I-e'sinS«)! (**-""">' 

und  die  allgemeine   Bedingung  des  Kleinsten    und   GrOssten  ist 
folglich : 
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^— sinQ  =0» 

woraus  sieb  sar  Bestimmung  von  o  die  Formel: 

sin  o  =  fi 

ergiebt  Es  kaon  also  ein  Kleinstes  oder  GrSsstes  fiberbanpt 
ancb  nnr  dann  Statt  finden,  wenn  sieb  c5  so  bestimmen  iSsst, 
dass  dieser  Gleicbung  wirklieb  genOgt  wird. 

hr 
Darcb  Differentiation  von  n  erbftit  man^lelcbt: 

dh  _      fl(l->g«)eosS(l-f  2g*giftg*) 
8«5«""  (I— ««sinö«)« 

)  Entwiekelt  man  den  Differentialquotienten  von 

R_ 

eosc5(l— e'sino*)' 

so  ist  dessen  Zfihler:, 

eosS(l  — €*slnc5*)^-f  sinStl— 6*(I— 3eosc5*)(A 

=  -.^(I-e«)Ä  +  sin5lI-s«(l— 3eosö«)|Ä, 

folglieb  nach  dem  Obigen  offenbar: 

8*Ä        ,.      ..  ^fi(l-e«)-sinBtl— e«(l->3eosg«)} 
gga  =  f»{l-<^  )Ä  eosS«(l-s«sii^'^ 

Beseiebnen  wir  den  Wertb  von  Og  welcber  der  Gleiehung; 

sin  S  SS  fi 

genügt  y  durch  Sq»  ^^^  ^^^  entsprechenden  Wertb  von  R  durch 
R^  so  ist  ddr  entsprechende  Wertb  von  r  nach  dem  Obigen: 

aeos5o 


(1— s*sin5o*)** 
der  entsprechende  Wertb  von  gg^  bt: 

g  (i  —  g«)  cos  Sq  (1  -f  2g«  sin  Sp«) , 
(I— c«sin5o«)*  ' 

und  der  entsprechende  Wertb  von  *g=  ist: 

3e«(l— s«)i^singo« 
(l-g«sin5o*)*     ' 
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Ffir  deo  entsprechenden  Werth  von 

^85«""^  es« 

erhält  man  also: 

«cosgo         3e*  (I  —  g*)  li^  sin  gp* 
"■  (TI7«sin  Oo*)*        (1— «•siDöoV 
er  (1  — e«)  i^  cos  gp  (1  -f  2e«sin  Sp«) 
+  (I-.e«slnOp«)i 

folglich,  wie  man  leicht  findet: 

fl  (1  —  g*)  fipcos  c5p 
(l-e»sin5p«)l   ; 

M  dass  also  offenbar  iminer  fll^  den  Werth  c5p  der  Breite 

ist,  ond  daher  ein  Kleinstes  Statt  findet»  natürlich  stets  unter  der 
Voranssetsoagy  dass  sich  die  Breite  mittelst  der  Gleichung 

sinc5  =  fl 

wirklich  bestimmen  Ifisst. 


§.  6. 

Zor  Berechnung  von  u  giebt  Herr  A.  Germaio  eine  NShe- 
mngsformel  ohne  Beweis«  die  wir  hier  noch  kurs  entwickeln  wollen. 

Setzen  wir  sn  dem  Ende 

^/ V       /l  +  esin5\« 

wo  wir  fXß)  als  Fonction  von  e  betrachten,  so  ist: 

und  fo^iich: 

8/l+ssin5\ 
fjß)_  if  l  +  ggJDg  ,  e  8gU-g8in5/ 
m  ^*^  l-.csiDS"*'2'      H-ssinS     ' 

1  — «sino 

also,  weil,  wie  man  leicht  findet: 
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S/l-|-j?8iDc3\  2sliic5 


a/l  +  g8inS\ 2« 

8« VI  —  esinö/  ""  (1— « 


ist: 

/(c)  ""*M— csinö  +  1— e'ainö«' 
und  folglich,  wenn  man  der  Kdrse  wegen: 

9(e)  -  4^  i_e«inö  +  l-c«8in5« 
setzt: 

woraus  sich  sogleich: 

und: 

ergieht. 

Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man: 


und  hieraus  ferner: 


,,  .       __2sino 
V  W-^I_e«sin5*)5' 


^^  ^  SesinQ* 


(1— ««sinö«)»' 
Aus  diesen  Formeln  ergieht  sich  nach  und  nach: 

Z'  (0)  =  1, 

9(0)  =  0. 

r(0)=o, 

^'(0)  =  2siuS, 
/*'(0)  =  28inS, 
«»"(0)  =  0, 

r(0)=o. 

Nach  $.  4.  ist: 

tang4«  =  tang(45»_45).(;-±fS^|)''. 

und  weil  nun  hekanntlich  im  Allgemeinen 
-WK><5<  +  90«, 
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also: 

ist,  80  ist  offenbar 

0<45O-iö<  +  90ö, 

i 

oiid  daher  tangi«  positiv,  auch  noch  ffir  5 =790^;  folglich  wird 
mao  den  Bogen  \u  immer  zwischen  0  und  \7t  zu  nehmen  berech- 
tigt sein. 

Wenn  überhaupt 

ist^  so  ist: 

8ArctaDgy J^Arctangy    dy  __       1        dy 

dz  dy         '  dx       1  +  y*  *  So: 

und  folglich  ferner: 

8»Arctangjy  _  {1  + [F(ar)]«)F^^(.r)--2F(a:){F^(a:)|« 
8ar»      '   "-"^  tl  +  [F(a:)]«|«  ' 

Nach  dem  Obigen  ist: 

in  =  Are  tang{  tang  (45®  -  io) .  f(e)  ] , 

folglich   fiir  6  =  0: 

iu  =  Are  tang  t  tang  (45^— iö))  =  ^71—40, 
also: 

tt  =:  |;f  —  ö. 

Ferner  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

a« tang(450-i5).f  (g) 

*•  86  -  1  +  I  tang(450-iö)/(e)l«' 

and  folglich  für  6  =  0: 

du       ^  du       ^ 

Der  Zähler  und  der  Nenner  von 

1  ?!? 

*'de^ 

sind  respective: 

TheU  L.  14 


Digitized  by  VjOOQ IC 


302  ßrmuert:   Beter  eonforvu  KartatjfroieeUomn. 

toDg(45»-45).|l  +  [tai.g(46»-JS)./W]«|.rW 
-2taDg(46«-45)»  ./■(«). (/'(«))» 

nnd: 

U+[toDg(45«-i5).Ae)Pl*; 
also  ist  der  Werth  von 

für  e  SS  0: 

lang  (450— JQ)  1 1  •ftang(45»— jS)«! .  ^gjp  5 
{l  +  taiig(45«-iö)«|« 

=    l-|-UDg(450— 45)*  —  2««n(45®-4ö)cos(45-iö)  6iD(d 
s=  sin  (900  — S)  sin  c5  =  8inQco8€S  =  48in2c5y 
aod  der  Werth  von 

8e» 
fiSr  e  =:  0  ist  foigiicli  8in2€5. 

Der  Differeotialqaotieot  de»  Zählers  von 

Ut  nach  dem  Obigen: 

'tang  (460-45X  H-[tang(460-i5).Ae)]«l./*'(e) 

.+2tang(46o-i?5)».Ae)/'(e).r(«) 
— 2tang  (450-i5)».{/''(e)»» 

-4tang(480-i5)»Y(e)-/'(e).r(e). 

und  nach  dem  Obigen  verschwindet  also  dieser  Differentialquotieot 
ffir  «  =  0. 

Der  Differentialquotient  des  Nenners  von 

ist  nach  dem  Obigen: 

4tang(460-45)».U  +  [tang  (46«- 4«»).  Ae)]«). /'(«)./'(«), 
und  dieser  Differentialquotieot  verschwindet  also  gleichfalls  ffir  e=0. 

Also  verschwindet  offenbar  der  Zähler  von 
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und  daher   -n  selbst,  ffir  «  =  0. 

Folglich  ist  nach  dem  Maclaurin'schen  Satxe: 

wobei  erst  Glieder  TernachlSssigt  sind,  welche  die  vierte  Potenz 
von  e  enthalten. 

Filr  o'=i»— c5,  also  S=:^9r— o'  ist  2c5  =  ?r— 2c5',   folglich 
6in2Q  =  sin2c5',  und  daher  nach  dem  Obigen: 

u  =  €5'-f  i6*sin2€5^ 

Herr  A.  Germain  nennt  o'  die  Entfernung  vom  Pol,  u  die 
corrigirte  Entfernung  vom  Pol. 

Ffir  5'  +  5"  =  «  ist  2S"  =  2«  —^5',  sin  2ö"  =  -  sin  25', 
folglich : 

ie*sin2Q''  =  —  Jc«sin25'. 

Solange  o'  nicht  grSsser  als  ^n,  also  25'  nicht  grösser  als  n 
ist,  ist  die  Correction  ie*sin25'  additiv;  ist  aber  5'  grosser  als 
^Jt,  also  iW  grösser  tt,  so  ist  die  Correction  ^6* sin 25'  substractiv. 
Dass  die  absoluten  Werthe  der  Correctionen  wiederkehren,  er- 
hellet ao8  dem  Obigen. 

Herr  A.  Germain  hat  eine  Tafel  berechnet,  fSr  die  Abplat- 

tmg  mqTk»   2ur  Berechnung  der    corHgirten  Entfernungen  vom 

Pol,  welche  ich  nachstehend  unter  B.  mittheile.  Die  Entfernungen 
vom  Pol  si^pd  in  dieser  Tafel  nur  von  0  bis  90^  gezählt,  was  nach 
dem  Vorhergehenden  auch  nur  nothig  ist,  wenn  man  nur  das 
Zeichen  der  Correction  nach  der  obigen  Kegel  gehörig  beriick- 
sichtigt. 

Ffir  15'  +  5"  =  in  ist  25"  =  «  -25',   also  sin  25"  =  sin25', 
folglich 

ie«sin25"  =  ie«sin25', 

und  diese  Correctionen  sind  also  einander  gleich. 


14* 
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Abstand  Tom  Pol  eorrigrirt  wegen  der  Abplnttnng 

1 

899,15 


Abstand  ▼om  Pol  oder 

Complement  der  Breite 

auf  der  Kogel. 


Zu  addirende  Correcti»n, 

am  den  Abttand  vom 

Pol  u  für  daa  Ellipauid 

so  erhalten. 


DifTereiii 


1«  oder  89« 

0«  0'  24",( 

2 

,,   88 

0  48,0 

3 

„   87 

l   11,9 

4 

„   86 

1  35,8 

5 

„   85 

1  59,5 

6 

„   84 

2  23,1 

7 

„   83 

2  46,5 

8 

„   82 

8   9,7 

9 

,,   81 

3  32,7 

10 

„   80 

3  55,4 

11 

„   T9 

4  17,8 

12 

„   78 

4  39,9 

13 

,»   T7 

5   1,7 

14 

„   76 

5  23,1 

15 

„   75 

5  44,1 

16 

•»   74 

6   4,7 

17 

„   73 

6  24,9 

18 

«   72 

6  44,6 

19 

„   71 

7   3,8 

20 

„   TO 

7  22,5 

21 

»   «» 

7  40,6 

22 

„   68 

7  58,2 

23 

»   «7 

8  15,1 

24 

„  e» 

8  31,5 

25 

„   65 

8  47,3 

26 

•,   M 

9   2,4 

27 

.,   «3 

9  16,8 

28 

.,   62 

9  30.5 

29 

.,   «l 

9  43,7 

80 

„   60 

9  56,1 

31 

„   59 

10   7,7 

32 

»   58 

10  18,7 

33 

•.   57 

10  28,8 

84 

„   56 

10  38,2 

85 

„   55 

10  46,8 

86 

,.   54 

10  54,7 

87 

„  53 

11   1,7 

88 

„   52 

11   7,9 

89 

.,   51 

11  13,3 

40 

„   50 

11  17,8 

41 

,.   49 

11  21,6 

42 

„   48 

11  24,6 

48 

„  47 

11  26,7 

44 

„   46 

11  27,9 

45 

„  45 

11  28,8 

24^0 

23,9 

23,9 

23,7 

23,6 

23,4 

23,2 

23,0 

22,7 

22,4 

22.1 

21,8 

21,4 

21,0 

20,6 

20,2 

19,7 

19,2 

18,7 

18,1 

17,6 

16,9 

16,4 

15,8 

15,1 

14,4 

13,7 

•13,2 
12,4 
11,6 

11,0 

10,1 
9,4 
8,6 
7,9 
7,0 
6,2' 
5,4 
4,5 
3,8 
3,0 

0.4 
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§.7. 

Wir  wisseD,  dass  durch  das  Bisherige  von  den  beiden  Glei- 
chungen : 

fi(Ä  +  ^Ä)^<  =  (r  +  dt)  JR, 

pkRJs  =  TJR; 

von  denen  die  eine  auch  durch  die  aus  denselben  durch  8ub- 
traction  folgende  Gleichung: 

liJRJt  :z  JrJR  also  ^dt^=z  Ar 

ersetzt  werden  kann>  nur  die  eine  erffillt  wird,  dass  dies  aber 
für  jedes  beliebige  f»  und  C  geschieht  Daher  schlägt  Lambert 
sur  Bestimmung  der  Constanten  fi  vor,  dass  wenigstens  fllr  eine 
gegebene  bestimmte  Breite  c5  noch  eine  der  drei  obigen  Glei- 
chungen, wozu  man  am  Einfachsten  die  Gleichung 

wählen  wird,  erfOllt  wird.  Betreten  wir  diesen  Weg,  so  folgt  aus 
der  vorstehenden  Gleichung  auf  der  Stelle: 

dr       dt    d$ 

^       di       Jü  *  JQ ' 

wofür  man  nach  den  im  Bisherigen  immer  befolgten  Principlen 
die  Gränsgleichuog: 

dr    dl 

zu  setzen  hat;  und  da  nun  nach  §.  2: 

dr  a(l— e*)8inQ       8s  a(l— e*) 


8ö  ^       (1  -  e^sin  ö*)i  *    85  ""       (1 — e«  sin  ö»)i 

ist,  so  erhält  man  auf  der  Stelle: 

fft  =  sino, 

welchen  Werth  man  filr  fi  setzen  niuss,  wenn  der  oben  angege- 
bene Zweck  erreicht  werden  soll;  natürlich  kann  die  Breite  c5 
ganz  beliebig  angenommen  werden,  und  ist  in  einzelnen  Fällen 
den  besonderen  zu  erreichenden  Zwecken  gemäss  zu  bestimmen. 

Sowohl  Lambert  a.  a.  O.  S.  197.  §.  121.  als  auch  Herr 
A.  Germain  a.  a.  O.  p.  60.  haben  bei  dieser  Bestimmung  einen 
anderen  Weg  eingeschlagen,  auf  dem  sie  —  ohne  strenge  Grän* 


Digitized  by  VjOOQ IC 


206  Grüner t:    Ceber  conforme  i^arienprafeciionen. 

zenbetrachtungen  —  mit  verschiedenen  ziemlich  willkOhrlichen 
Vernachlässigungen  im  Sinne  und  in  der  Weise  der  älteren  Ana- 
lysis  zu  iveniger  einfachen,  nicht  völlig  mit  einander  fiherelnstiro- 
menden  Formeln  gelangt  sind,  welcher  letztere  Umstand  schon 
gegen  die  völlige  Richtigkeit  ihrer  Entwickelungen  zu  sprechen 
scheint. 

Verfolgt  man  den  von  Ihnen  eingeschlagenen  Weg  mittelst 
einer  strengen  Gränzenbetrachtung,  ohae  sich  willkfihrliche 
Vernachlässigungen  zu  gestatten,  so  gelangt  man  aller- 
dings auch  auf  diesem  weitläufigeren  Weg  genau  zu  demselben 
von  uns  vorher  auf  kürzerem  Wege  gefundenen  Resultate,  wie 
%vir  jetzt  noch  zeigen  wollen. 

Beide  vorher  genannte  Mathematiker  gehen  von  den  beiden 
Gleichungen: 

(i(R  +  JR)Js  =  (r  +  Jr)  JR, 

^RJs  =  rJR 

aus.    Betrachten  wir 

R  +  JR,    r+/ir,    $  +  Js 

sämmtlich  als  der  Breite  (d^szid-t-Jö  entsprechend,  und  bezeichnen 
der  Kurze  wegen  diese  Grossen  durch 

Ä',    r',    *'; 

so  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  beiden  Gleichungen: 

[iR'Js  =  r'JR, 

(iRJs  =  rJR; 
oder: 


also: 


und  folglich: 


also: 


R' 

t' 

R 

r 

I^JR 

~  d$ 

»  »* 

JR- 

-  Jt' 

R' 

JR 

-  =  — 

r' 

.  ft- 

R 
JR 

-  =.  - 

T 

»* 

dt 

da 

Jö 

Jö 

da 

R'—R 
f"    JR    = 

r' 

r 

Jt 

> 

Ja 

Ja 

da 
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AR            r' 

JJ 

Ja' 

'    Js     - 

Ja 

r 

f"  JR   -    J$' 
Ja         Jö' 

"     J$ 
Jö 

wobei  wir  ans  Ja'=Jo  gesetzt  denken  wollen.    Diese  Gleicfanng 
kann  man  auf  folgende  Art  ansdrficken: 

JR 

Ja 

Jt' 

_      r'  r  /      /         JW  \ 

—  J$'    "  Jt  ~   Jt'    V        At  )* 


Jö'         Ja         Ja'  4t» 


folglich: 


V              r 

] 

r' 

'    Jtf     ' 

Ja' 

Ji 
JÖ' 

JJ     '~   Jt 
Ja'         Ja 

'       Jt 

Jö 

**-            j^ 

Jö 

Well  nan  ana  den  GrÜMen 

r 
Jt 

"'"'   Jö 

JQ 

die  GrSaaen 

Jt' 

A     ^^ 
"»«»    Jö' 

hervorgeben,  wenn  mao  in  den  ersteren  o'ssS-f  ^c5  fiSr  G  setst, 
so  ist: 


also: 


Ja'         Ja  L  Jö  J ' 

Jö'  —  Jö  ■*■  ^\_JöJ' 

1?'         ^ ~ "* \~?L   I 

Ja'         Jö  L  4ö  J ' 
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L^öJ. 


folglich  nach  dem  Obigen: 


A    _    ^ 


also,  wenn  man  Ii3r  ein  der  Null  sich  nähernde«  ^ü  zu  der  Grinz- 
gleichung  fibergebt: 

öl 


^  8g  -^  .      r  ^(Sö) 


3ö  "*"    &      '       85"^  ■       Ä 

oder: 


I« 


V  aö  >^ 


9g>   ^       r      8ö* 

85      85 
Nach  §.  2.  ist: 

—  __a^<>85__        8*^ a(l  — e«) 

**  ""  (l  — e« sin  5«)i'     85  ""  ""  (1  -  e«8inö*)i' 
also: 

__T    __       COS 5  (1  --e*sin5^) 

85 
folglich,  wie  man  leicht  findet: 


^85>^       8in5|l  — e«(l  — 3cos5«)} 


85  ""  1-6« 

Ferner  erhält  man  leicht: 

8*«  _        3ac«(l  —  c«)  sin  5  cog5 
dü^  (l-««8inö«)Ä 

also  wie  man  leicht  übersieht: 
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— 
*r  80*  3e*6inc5co8c5* 


Daher  bt  nach  dem  Obigen: 

—  g^PtS  1 1  — 6*(l  — 3co8  5*)}      3e*8in5cosö* 

(1  —  e*)8ino        .    _ 
= l^g«       =8inQ, 

ganz  eben  eo  wie  wir  vorher  gefunden  haben. 

Die  von  Lambert  und  Herrn  A.  Germain  an  den  angege- 
benen Stellen  entwickelten  Formeln  sind  beziehungawelse : 

.  ^  =  8inc5  — e*8ino(l— 3co80*) 
und: 

_co8(9(y>->Q)— e«co8  (900- 5)11— 38ln(90O—5)«| 

da  man  filr  die  Entfernung  Z  vom  Pol  bei  Herrn  A.  Germain 
uaturlich  In  nneeren  Zeichen  9(F  — o  setzen  muss. 

Beide  Formeln  kann  Ich  aus  den  oben  angegebenen  Gründen 
nicht  für  richtig,  wenigstens  nicht  als  nach  strengen  mathemati- 
schen Principien  entwickelt  ansehen. 
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XIII. 

N      O       t     6  , 


par 


Monsieur  J.  Fersluys, 
Pr«fetMor  d«  Malh^naüqiMt^  i  Gr^niogiio  (Pa^«-Btii.). 


Les  r^ductiona  dont  j'ai  parl^  dans  le  {.  3  de  moo  Memoire: 
Applications  noiivelle«  dos  d^termiaants  a  t^alg^bre 
et  ä  la  göom^trle.    No.  XI.  pag.  157.  soiit  les  suivantea: 

En  diUrentiaDt  les  ^uations  iia^aires  donn^es  on  trouve 
dz       ^  du>      ^ 


En  sabstitnant  ces  valeurs,  la  r^altante  dont  noos  avons  parle» 
vient  d'abord  sous  la  fonne 
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De  ces  ^nations  on  troave 

dt      a9i—4»id      Bw     «yi— «ly       Bx     (Hi—ßxi 

Vertiuyt:    Note. 
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'^    y*i— yi*   ^yi— ^ly 


n 

6 

/ 

» 

m 

/ 

G 

r 

1               0 

P 

9 

r 

|{ 

0              1 

a 

/» 

r 

a 

«I 

A 

ri 

«1 
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XIV. 

Ueber  den  Schwerpunkt  des  Trapeziams,  insbesondere 
über  die  graphische  Bestimmang  desselben. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


(Figuren  8.  Taf.  VIII.) 

lo  dem  Trapezium  ABCD  (Fig.  I.)  sei  AB=a,  CD=^b\  die 
Hohe  des  Trapeziums  sei'A;  alle  diese  GrusseD  trerden  als  po> 
sitiv  betrachtet 

Man  nehme  A  als  den  Anfang ,  AB  als  den  positiven  Theil 
der  Aze  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy 
an,  in  welchem  die  positiven  y  von  AB  an  nach  der  Seite  von 
CD  hin  genommen  werden;  die  gehurig  als  positiv  oder  negativ 
betrachtete  erste  Coordioate  des  Punktes  C  in  diesem  Systeme 
sei  c.    Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  die 


Coordlnaten 

von  A:         0,    0; 

»9 

„   B:         o,    0; 

n 

„     C:         c,    A; 

>» 

„    D:  c-^b,    h. 

Folglich  sind  nach  einem  bekannten  Satze  die 
Coordinaten  des  Schwerpunkt«  von  ^ABC: 

4(0  +  «+c)  =  i(a+c),    i(0+0+A)  =  iA; 
Coordinaten  des  Schwerpunkts  von  ^ACD: 
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j(0+c  +  c— 6)  =  4(2c-«,  i(0  +  A  +  A)  =  U; 
Coordinaten  des  Schwerpunkts  von  ^ABDi 

4(0  +  a  +  e-6)  =  4(a-6  +  c),  4(0  +  0+A)  =  iÄ; 
Coordinaten  des  Schwerpunkts  von  ^BCD: 

i(a  +  c  +  c-6)  =  l(a-.6+2c),  i(0  +  A  +  A)  =  f/i. 

Daher  ist  die  Gleichung  der  Geraden  durch  die  Schwerpunkte 
der  Dreiecke  ABC  und  ACD: 


also: 


y-"**  =  ^^r^»^-l(«+^)t (•); 


and    die    Gleichung    der    Geraden  durch    die    Schwerpunkte   der 
Dreiecke  ABD  und  BCD  ist: 


also: 


^"■**  =  *(«-6+2c)-i(«-.Hc)'^"*^«""*+^^'' 


y-.iÄ=^{a:-*(«-6  +  c)} (IL). 


Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des 
Trapeziums  ABCD  durch  X,  F;  so  haben  wir  nach  (I.)  und  (fl.) 
zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

F-iA=^_^_^U-H«+c)l, 

F-4A=*|^^*(a--6+c)|; 

aus  denen  man  durch  Elimination  von  Y  zur  Bestimmung  von  X 
sogleich  die  Gleichung: 

A-i(«+c)^jr-i(«--6-fc) 

c — a — b  c 

oder : 

c— a — 6  c 

ond  hieraus  ohne  alle  Schwierigkeit: 
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also: 

>» ^=»(«+')+^igs^'- 

oder: 

^v  y     (a+6)(«-&  +  c)  +  6c 

•^^ ^=  äKM^Ä  • 

oder  auch: . 


bc 


4) Jr=4(a-6  +  c  +  ^^^) 

erhäU.  Diese  Ausdrucke  von  X  sind  sämmtlieb  von  der  Hohe  h 
des  Trapezioms  unabhängig,  was  man  leicht  geometrisch  zu  deuten 
verstehen  wird. 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen : 

^'"*'*~c— a-6"    3(a  +  6)     ' 
also: 

^) ''-**=3(^6)' 

oder: 

fi^  F-iÄ  4.  -**-  =  <«  +  ^)* 

"^ '-"*"■*■  3  (o+6)       'i(a  +  b)* 

und  folglich: 

7^  A      y  -  (2«  +  ft)* 

Die  Coordinaten  zweier  Punkte  seien: 

a  +  6,  0    und    — (a  +  6— c),  A. 

Die  Gleichung  der  durch  diese  beiden  Punkte  gebenden  Gera- 
den ist: 

Nach  3)  ist: 

X-(a+b)  = 5(5+1) <"  +  *>' 

also,  wie  man  leicht  findet: 
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JC-.(a  +  6)  = 3^^-j5 . 

ond  folglich,  wenn   man  dia«  ffer  x  —  ia+b)  io   die  obige  <ilei- 
chong  einf&brt: 

—               ^           (fl  +  26)(c— 2fl— 26)  _  (o  -f  26)  A 
•y-"'^2«+!Ä6— c 5(a  +  6)  ""    3(a  +  6)  ' 

also  y  =  F  nach  6).    Hierans  ergiebt  sich,  daas  die  durch  die 
beiden,  dnrch  die  Coordinateo 

a-i-bfO    und    — (a  +  6— c),  A 

hestimniten  Punkte  gehende  Gerade  durch  den  Schwerpunkt  (X¥) 
des  Trapeziums  geht« 

Macht  man  in  Fig.  2.  auf  den  Verlängerungen  der  parallelen 
Seiten  des  Trapeziuros  BB'^CDz^b,  DD'=zAß^a\  so  sind 
die  Coordinaten  der  Punicte  B'  und  D'  ofenbar  respective 
a-l-6,  0  und  —  (a-|-6  — c),  A;  und  die  Linie  ^'/>'  geht  also  nach 
dem  Obigen  durch  den  Schwerpunkt  (XY)  des  Trapeziums. 

Die  Coordinaten  sireier  Punkte  seien  ferner: 

—  69  0    und     a  -i-c,  A. 

Die  Gleichung  der  durch  diese  beiden  Punkte  gehenden  Geraden 
ist: 

Nach  3)  ist: 

m.,  ^_(a  +  '0(a-bi-c)  +  be  .  ^  __  (aH-6-|- c)(a-f  26) 
^  +  ^-  3(a+6)  ^^-         3(a  +  6)         ' 

and  folglich  9  wenn  man   dies   fQr  x  +  b  in  die  obige  Gleichung 
einf&hrt: 

_        A         (g-f  6  +  c)(a  +  26)       (fl+26)A 
^""a  +  6  +  c*  3(a  +  6)  "•3(11  +  6)' 

also  y  =  F  nach  6).    Hieraus  ergiebt  «ich,  dass  die  durch  die 
beiden»  durch  die  Coordinaten 

—  6,  0    und    a-fc,  A 

bestimmten  Punkte  gehende  Gerade  durch  den  Schwerpunkt  (XY) 
des  Trapeziums  geht. 

Macht  man  in  Fig.  2.  auf  den  Verlängerungen  der  parallelen 
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Seiten  des  Trapeziums  AA'  :=  CD=zb,  CC=AB  =  a;  so  sind 
die  Coordinaten  der  Punkte  A'  und  C  offenbar  respective  — 6,  0 
und  a+c,  h;  und  die  Linie  A^O  geht  also  nach  dem  Obigen 
durch  den  .Schwerpunkt  (XY)  des  Trapeziums. 

Da  nun  der  Schwerpunkt  des  Trapeziums  bekanntlich  auch 
in  der  die  Mittelpunkte  M  und  N  der  parallelen  Seiten  des  Tra- 
peziums mit  einander  ▼erbindenden  Geraden  liegt,  so  föhrt  das 
Vorhergebende  unmittelbar  zu  der  folgenden  graphischen  Bestim- 
mung des  Schwerpunkts  des  Trapeziums: 

Trägt  man  von  den  diagonalen  Eckpunkten  B  und /> 
oderilund  Caus  die  gegenfib  er  liegenden  Parallel  selten 
CD  und  AB  in  den  Verlängerungen  der  Parallelseiten 
in  Bß'  und  DD'  oder  in  AA'  und  CC  auf,  so  schneidet 
die  Gerade  B'D'  oder  A'C  den  Schwerpunkt  iS  auf  der 
Linie  MN  ab«  welche  die  Mittelpunkte  M  und  N  der 
parallelen  Seiten  mit  einander  verbindet 

Diese  Construction  findet  sich  in:  „Die  graphische  Statik 
von  K.  Culmann.  Zfirich.  1866.  S.  15L''  Dieselbe  ist  zwar 
—  theoretisch  genommen  —  einfach  ^  sie  erfordert  aber  zu  ihrer 
Ausffihrung  meistens  grossen  Raum,  und  scheint  sich  daher  für 
den  praktischen  Gebrauch  nicht  sehr  zu  empfehlen,  weshalb  ich 
im  Folgenden  ein  Paar  andere,  weniger  Raum  erfordernde,  gleich- 
falls einfache  Constructionen  geben  werde,  die  freilich  eine  Ein- 
theilung  einer  geraden  Linie  in  gleiche  Theile  in  Ansprach  neh- 
men, welche  aber  graphisch  durch  einiges  Probiren  bei  einiger 
Debung  immer  leicht  mit  aller  Genauigkeit  ausgeführt  werden  kann. 

Die  Gleichung  der  Linie  AB  (Fig.  L)  ist  ^  =  0. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
durch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABC  und  ACD  gehenden 
Geraden  mit  der  Linie  AB  durch  u,  v;  so  haben  wir  zu  deren 
Bestimmung  nach  (I.)  die  Gleichungen: 

«^  =  0,  t^-*A  =  j3^|ti-i(a  +  c)|; 

woraus  sich  leicht: 

tt  =  i(2a  +  6), 
und  hieraus  ferner: 

tt— a  =  i(2a  +  Ä)  — «  =  —  iia—b), 
I«  -  6  =  4(2«  +  6)— 6  =       iia—ö) 
ergiebt. 
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Bexeichoen  wir  die  Coordiiiaten  des  Durcbschoittspankts  der 
durch  die  Schwerpanlcte  der  Dreiecke  ABC  und  ACD  gehenden 
Geraden  mit  der  Linie  C/>»  deren  Gleichung  y=A  ist,  durch  u\ 
v' ;  HO  ie»t  nach  (1.)  : 

t'  =  A,     t'^\h^  ^_^^_^\u'-'\{a -{€)]; 
woraus  sich  leicht: 

und  hieraus  ferner: 

ii'+a  =  c-4(a  +  2Ä)+ii  =  c  +  f(a-6), 
tf»  +6  =  c-^k(a  +  2Ä)  +  6  :==  c—i{a  - b) 

erglebt. 

Bezeichnen  wir  die  erste  Cöordinate  des  Durchschnittspunkts 
der  durch  die  Schwerpunkte  der  Dfeiecke  ABC  und  ACD  ge- 
henden Geraden  mit  der  Linie  ili^  in  ßezug  auf  B  als  Anfang 
durch  ua  so  ist«  weil  a  die  primitive  erste  Cöordinate  von  B  ist: 

ti=ta-|-u,>    fi,=tt  — o; 

also  nach  dem  Obigen: 

«1  =  — l(a— Ä). 

Bezeichnen  wir  ferner  die  erste  Cöordinate  des  Durchschnitts- 
punkts  der  durch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABC  und  ACD 
gehenden  Geraden  mit  der  Linie  CD  in  Bezug  auf />  als  Anfang 
durch  ui\  so  ist»  weil  e  —  b  die  primitive  erste  Cöordinate  von 
Z>lst: 

ii'  =  c-^6-fti|\    tii'  =  tt'  — (c-Äf); 

also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

j£6  (st  also: 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
durch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABU  und  BCD  gehenden 
Geraden  mit  der  Linie  AB,  deren  Gfeichung  5f=:0  ist,  durch  p, 
q\  to  hälien  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  (II.)  die  Gleichungen: 

^  =  0,    9-*Ä=^*|p-i(a-6  +  c)l; 
TbtU  L.  15 
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\)  woraus  sich  leicht 

p  =  J(a-.Ä) 
«  ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  Goordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
durch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABD  und  BCD  gehenden 
Geraden  mit  der  Linie  CD,  deren  Gleichung  y  ^  k  xhX^  durch  p\ 
q'\  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  (11.)  die  Gleichungen: 

I  •  q'=K     y'-4A  =  ^|p'-i(a-6  +  c)|; 

woraus  sich  leicht:  ^ 

^  p'  =  c+4(a-6) 

ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  erste  Coordinate  des  DurcbschnittspunkU 
der  durch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABD  und  BCD  ge- 
henden Geraden  mit  der  Linie  CD  in  Bezug  auf  C  als  Anfang 
durch  pi\  so  ist,  weil  c  die  primitive  erste  Coordinate  von  C  ist: 

p'  =  c+pi',  also  pi'  =  p'  — c  =  4(a  — Ä). 

Es  ist  also: 

p  =  Pi' =  *(«—*). 

Hieraus  ergeben  sich  nun  unmittelbar  die  folgenden  graphi- 
schen Bestimmungen  des  Schwerpunkts  des  Trapeziums: 

In  Fig.  2.  mache  man  AG  =:  BB  ^  CD  sz  ö,  so  ist 
AH^BG  =  AB-CD  =  a  —  b;  hierauf  theile  man  ^li?  uad 
BG  in  drei  gleiche  Theile;  die  den  Punkten  A  und  B 
zunächst  liegenden  Theilpunkte  seien  beziehungs- 
weise A"  und  B";  macht  man  dann  CC  ^  AA'  und  DV 
—  B«'  und  zieht  die  Geraden  Ä'C"  und  B"Df\  so  geht 
jede  dieser  beiden  Geraden  durch  den  Schwerpunkt 
des  Trapeziums,  welcher  also  deren  Durchschnitts- 
pnnkt  ist. 

Da  der  Schwerpunkt  ^uch  in  der  Geraden  MN,  welche  die 
Mittelpunkte  der  parallelen  Seiten  AB  und  CD  mit  einander  ver- 
bindet, liegt:  so  giebt  jede  Gombination  der  drei  Gera- 
den A*C'\  B"D\  MN  zu  zweien  in  dem  Durchschnitts- 
punkte der  beiden  Geraden  den  Schwerpunkt  des  Tra- 
peziums. 
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Diese  graphische  ßestimmungp  bedarf  zn  ihrer  Ausführung  eiues 
geringeren  Raumes  als  die  von  Herrn  Culmann  gegebene  Gon- 
struction,  und  scheint  mir  sich  daher  zu  der  Anwendung  in  der 
Praxis  besser  zu  eigenen  als  diese. 


De  seriebus  quibosdara  annotationes  factae 


ChrisHano  Fr,  Lindman^ 
Lectore  Streogn* 


L     Thomas  Simpsonius  integrandam    proposuit*)  aequa- 
tionem  differentialem 

et  reperit 

ubi  est  A  =  const.  et  co^fficientes  terminoruni  seriei  infinitae 
sunt  ejusropdi,  ut  consequens  quaelibet  sit  aeqnalis  summae  dua- 
mm  proxime  antecedeotium.  Summa  igitur  seriei  invenietur,  si 
integrale  aequationis  differentialis  sub  forma  finita  exbiberi  poterit. 
Quae  res  quam  quam  nihil  habet  negotii,  tarnen  seriem  ipsam 
adgredi    übet.    Itaque  primum  omnium  quaerendum  est,  num  Rum- 


*y   Vide  The    Doctrioe    and   Applic.    of    Fluxions.     London 
1805.      p.  223. 


15« 
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niam  babeat,  id  est,  num  cooTergens  alt  Qaod  qaoBiam  repariri 
non  poterit,  nisi  forma  coätficieotiam  generalis  cognita  erit,  ea 
priaa  qnaerenda  est  8i  Kp  deslgnat  col^fBcienteni  p^  termioi, 
babeniiis  aequationem 

Kf  =  Kp^i  +  Kp.^, 

mide,  nt  docuit  EytelweiD*)»  ioTenitar 


«!> — i%y 


vbi  est  vg  =s|(l-fV5),  aa  =  i(l— V5),  et  termiDas  generalis 

Jam  vero  series  convergens  est,  sl  -^^  llmitl,    qni    anitat<> 

*tP 
nunor  est,  indefinite  appropinqnat  Valoribos  inirodactis  babebimas 


«tu 


atque  ideo 

lim    ifeösO. 

Ex  iis,  qoae  jam  dicta  sont,  seqaitnr/nt  somma  (=f)  seriei  «it 

8Kpa9 a_  Q  (e|i>— tt^)g> 
iiF-»IXp+l)  ^  «1— o^  O   oPr(p+l)' 
p^\  p^\ 

Qaod  Sl  memoria  repetimos  formulam  notissimam 

P=o 
faeile  patet,  esse  sommam 

=V5f*    «•    •-«       a.    'J. 


M  Grnodlehreo  d.bdberen  AnalytU.  Berlin  18M.  II.  Band, 
pag.sri. 
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Positis 


Don  isinas  faciie  loTeoimus 


£ 


/  ^  «t^  -  ggf 


^p 


«1— «, 


ubi  tarnen  est  ih=i(m+ Vfli«  +  4n),  i%=t(m— V"iii«+4ii).    Bis 
ndoribas  io  s  eabetitatie,  prodit  S}. 

8i   in   aeqaatiooe  Simpaonii  ponimua  y  =  e/^''»  (acile  in* 
venitor 


3f  =  «. 
II.    Jam  sammaiD  seriei 

a  a+ß  a+^Iß        g-frn-l.p 
reperire  conemnr;    Positb  ä  =  f  >  g  ==^  9>  ■»▼«»itar 

Quam  vero  sit 
evadit 


0  p=o 
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Jam  est 

o 
ttbi  oecesse  est,  sit  g^r  +  l,  atque  ideo  iovenitur 

,   -        rCg)        rr(r+\)r(Q^r^l)      r(n+r+l)r(g~r--ln 

'"-r(r)r((»^r)L  r(c)  r(»+(,)        J 

vel 

_      r     r,     r((»)r(«+r-nn 
'"  -  (»-r-1 1 '    r{T+ 1)  r(n  +  p) J- 

E  foTiDula,  a  La  place  data*)« 

ubi  est  e=  quaiititati,  quae  nihilo  eo  propius  appropinquat,    quo 
magis  X  crescit»  seqoitor,  at  sit 

r(n+ r+l)  _  (n-f  r^-l)''-^'^^^*e-(«+'•^^')  (I  +i) 


Facile  patet,  esse 


atque  ideo 


(1+?)  nf-'-'(l+0 


r4-1  n 

lim    (1+-^)  =«'*>. 

Ä,l?^^-=<^  ((.>r+l) 

,.       r(«  +  r+i)       ^ 
hm   —4 — - — '—J  —  0. 
(,=«)r(«  +  p  +  l) 


Quae  quum  ita  siiit,  sequitur,  ut  sit 
*)  Vide  Klü^el,  iVlath.  Worte  rb.   I.  Siip(>  i  ein. -Kaod  pttg.  fiOO. 
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Ein  merkwürdiger  Brief  des  achtzehnjährigen 

Lagrange  an  den  Conte  Giulio  Carlo  da 

Fagnano. 

Nach 
Herri)  Angelo  Genocchim  Turin 

niitgelheilt  tod 

dein    Herausgeber. 


In  dem  Literar.  ßer.  Nr.  CLXXXXiV.  8.  15.  ist  von  uns  io 
der  durch  die  Literarischen  Berichte  gebotenen  KOrze  berichtet 
worden  Aber  die  sehr  verdienstliche  und  interessante  Schrift  des 
Herrn  Placido  Tardy  in  Genua: 

Intorno  ad  una  formola  del  Leibniz.  Nota  del  Prof. 
Placido  Tardy,  Rettore  della  R.  Uuiversitä  di  Genova, 
Estratto  dal  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle 
scienze  matematiche  e  fisicbe.  Tomol.  —  Giugnol868. 
Roma.     1868.    4^. 

in  welcher  Herr  P.  Tardy  sich  in  sehr  eingehender  und  lehr- 
reicher Weise  mit  der  Geschichte  der  jetzt  gewöhnlich  nach 
Johann  Bernoulli  benannten  Reihe*)  beschäftigt,  und  das 
Hauptverdienst  der  Erfindung   dieser  Reihe  und    anderer  hierher 


^)  M.  ••  z.  B.  Principinrum  calculi  diff erentialis  ot  inte- 
frralis  expositio  eJementaris,  atictore  S.  riliiilier.  Tiibin- 
gae.     1795.    4<>.    Caput  IV.     De  serie  Bernoo  lliana. 
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gehörender  analytischer  Ausdrücke  auf  Leibnii  xarScktühit. 
Auf  diese  Schrift  des  Herrn  P.  Tardy  sind  mr  dann  im  Liter. 
Ber«  Nr«  CLXXXXVI.  S«  6.  zurückgekommen »  und  haben  Ter- 
schiedene  überaus  dankenswerthe  Bemerkungen  sn  derselben  mtt- 
gethetlt»  die  von  dem  Herrn  Principe  B.Boncompagni  in  Rom 
uns  gfitigst  zugesandt  worden  waren.  In  der  That  handelt  es 
sich  aber  hierbei  -—  was  natürlich  auch  in  den  Torbergehenden 
Schriften  keineswegs  unbemerkt  gelassen  und  schon  besonders 
hervorgehoben  und  weiter  ausgeführt  worden  ist  -—  keineswegs 
bloss  um  die  sogenannte  Bernouili'sche  Reihe  allein«  sondern 
vielmehr  im  Allgemeinen  und  überhaupt  um  den  ersten  Gebranch 
und  die  erste  Erfindung  des  durch  verschiedene  neuere  Mathe* 
roatiker  jetzt  nach  so  vielen  Richtungen  bin  so  sehr  ausgebildeten 
symbolischen  Galcols  mit  Charakteristiken,  zunächst  Insbesondere 
um  die  Newton'sche  Binomialreihe,  die  Leibniz'sche  Formel 
för  die  höheren  Differentiale  eines  Products,  und  die  jetzt  ge- 
wohnlich nach  Johann  Bernoulii  benannte  Reihe  für  ein  Inte- 
gral, in  ihrem  Verhältniss  zu  und  ihrer  gegenseitigen  AbbäDgigkeit 
von  einander. 

Der  obigen  Schrift  des  Herrn  P.  Tardy  hat  jetzt  Herr  A 
Genocehi  In  Turin  die  Schrift: 

Di  una  formola  del  Leibniz  e  di  una  lettera  dl  La- 
grange al  Conte  Fagnano  per  Angelo  Genocehi.  To* 
rino,  Stamperia  Reale.    1869.    8^.  ^ 

folgen  lassen,  in  welcher  er  in  der  eingehendsten  und  verdienst- 
lichsten Weise  die  (*eschichte  dieses  Gegenstandes  vervollständigt 
und  weiter  ausfuhrt,  so  dass  wir  auf  diese  neue  Schrift  des  Herrn 
A.  Genocehi  neben  der  Schrift  des  Herrn  P.  Tardy  dringend 
sufmerksam  machen  müssen.  ^ 

Nun  hatte  aber  schon  Herr  P.  Tardy  in  seiner  Schrift  p. 9. 
bemerkt,  dass  im  Jahre  1754  der  junge  achtzehnjährige,  von 
Leibniz' s  Untersuchungen  und  Erfindungen  nicht  die  geringste 
Kenntniss  habende  Lagrange  in  einem  an  *den  Conte  Fagnano 
gerichteten  Briefe  demselben  mitgetheilt  hatte,  dass  er  ganz  die- 
selben vorher  besprochenen  Entdeckungen  wie  Leibniz—  dessen 
Name  natürlich  in  dem  Brif^fe  nipht  mjt  einem  Worte  erwähnt 
wird  —  gemacht  habe;  und  dieseip  Briefe  von  Lagrange  Ist  die 
höchst  verdienstliche  und  interessante  Schrift  des  Herrn  A.  Ge- 
nocehi vorzugsweise  gewidmet.  Derselbe  ist  in  einer  In  dem 
oben  genannten  Jahre  in  Turin  erschienenen  Druckschrift  ver- 
öffentlicht worden ,  und  drei  Jahre  später  im  Jahre  1767  hat  ihn 
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der  Jesait  P.  F.  A.  Zaccaria  io  der  io  Mode  na  erschieneneD 
Storia  letteraria  d'Italia.  VoL  X.  p.  107  bis  p.  112.  repro» 
docirt,  mit  dem,  wahrscheiDlich  von  Lagrange  selbst  berrfihren« 
den  Zusätze:  ^yDiciaroo  non  affatto  nao?a  la  serie  del  N.  A.  per- 
cb^  ritrovasi  nel  1^.  tomo  del  libro  stampato  l'anno  1743  in  GineTra 
con  questo  4itolo:  Virornm  celeberrlmorum  Got  Guill. 
Leibnitii  et  Job.  Bernoallii  Comroercinm  Pbilosopbicnm 
et  Hatbematicum.  Lett.  X.  CXVIII  con  poca  diversitä.  L'Aq- 
tore  stesso  ba  poi  conosciuto,  ebe  mancale  qoello  della  novltä; 
ma  noi  crediamo  cbe  altri  pregi  non  gliene  roancbino/' 

Zu  den  beiden  oben  genanntep  Scbriften  der  Herren  P.  Tardy 
uod  A.  Genoccbi  ist  nun  eqdlicb  neuerlicbst  noch  die  folgende 
Scbrift  gelcoromen; 

Sur  une  formple  de  Leibniz«  Par  J.  Hofiel,  Profes- 
senr  de  Matb^matiques  pnnBS  i  la  facvit^  des  scIences 
de  Bordeaux.    Bordeaux.    1869.    8^. 

in  welcber  Herr  Ho  fiel  fiber  die  beidep  Scbriften  der  Herren 
Tardy  und  Genoccbi  einen  ungemein  iclaren  und  fibersiebt« 
liehen  Beriebt  erstattet  bat,  so  dass  wir  die  Leser  des  Arcbivs, 
denen  die  Schriften  der  beiden  trefflichen  italienischen  Gelehrten 
nicht  zugänglich  sein  sollten»  hauptsächlich  auf  diese  Schrift  des 
Herrn  Hpfiel  glauben  verweisen  su  können. 

In  dieser  Sphrift  sagt  Herr  HoQel  pitg.  11.: 

,,Ppu  de  temps  apres  Timpression  de  sa  lettre,  Lagrange 
retrouya  sa  foripule  dans  la  Correspondance  de  Leibnis  et  de 
Bernouili.  Arago  raponte,  dans  son  Eloge  de  Fresnel  (Oeuvres 
d'Arago,  t.  I.  p.  119.)^  q<ie  le  jeone  autenr  fut  saisi  d'un  si  vio- 
ient  chagrin,  qo'il  s'i^vanouit,  et  que  ce  premier  ^cbec  falliit  le 
faire  renoucer  pour  toujours  au^  Matbeniatiques.  De  nos  jours, 
comme  le  fait  remarquer  M.  Tardy  en  rapportant  cette  aoecdote, 
plus  d'un  auteur  aurait  li^  fibre  moins  sensible,  et  (pour  employer 
une  expression  habituelle  de  Fresnel,  qui  avait,  Ini  aussi,  de- 
hnte par  une  semblabe  m<$sayi*ntiire)  so  consolerait  plus  pisöment 
d'avoir  enfoncö  des  portes  ouyertes. 

Die  oben  genannte,  ^  Jahre  1754  erschienene,  den  Brief 
Lagrange' s  —  frelcher,  beiläufig  bemerkt,  das  Einzige  ist, 
was  Lagrange  in  italienischer  Sprache  publicirt  hat  —  enthal- 
tende Schrift  M  jetzt  so  ausserordentlich  s/elten,  dass  es  Herrn 
B.  Boncompagni  ungeachtet  seiner  so  ausserordentlich  grossen 
bibliographischen  Kenntniss  und   Erudition  nur  möglich   gewesen 
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ist,  fünf  Exemplare  derselben  aufzufinden,  worüber  er  in  einer 
sehr  interessanten  Note  zu  der  Schrift  des  Herrn  Tardy  pag.  U. 
Folgendes  sagt: 

„Della  snddetta  lettera  di  Giuseppe  Luigi  Lagrauge  si  ha 
una  edizione  intitolata  ,,LETTEKA  ||  Df  ||  L  ül  Gl  DE  L\ 
ORANGE  TOÜRNIER  l\TORmESE\]  ALL'  iLLÜSTRISSi- 
MO  SlGNORCOJ^TEWGiVLlO  CARLO  DA  FAGNANO 

II  Marcbese  de'Toschi«  e  di  Sr  Onorio,  Nobile  Romano,  ||  e  Seiio* 
gagliese,  Matematico  celebratissimo.  ||  Contenenie  una  nnona  terxe 
per  i  differenziali,  ed  integrali  \\  di  qualsivoglia  grado  carrispoti- 
dente  alla  Nevvtoniana  |j  per  le  potestä,  e  le  radicL  |j  IN  TORI  NO, 
MDCCLIV.  II  NELLA  STAMPERIA  REALE.     Cou  lic.  de'  Sup. 
,,Questa  edizione  e  coroposta  di  otto  pagine.  In  4."  piecolo,  deJIe 
quali  le  prinie  due  non  sono  numerate,  •  le  3^ — 8°  sono  na  tue* 
rate   coi  numeri   3 — 8.     Cinque  esemplari   delia  edizione    stessa 
sono  a  me   noti,  uno  de'quali   trovasi   nelle   carte  9&>— 99^  d*uEi 
volume  ora  posseduto  dalla  Biblioteca  di  Brera  di  Milano  e  con- 
trassegnato  „XM*    |j  VI  jj  37*'  (ciod  „ScalTaleXlVr'V  ,,palchetta 
VI,  numero  37   progressive   de'volunii  ora  collocati  in  que^to  pal- 
chetto)*';  un  altro  e  contenuto  nelle  carte  12«'— JS^  dun  volume 
ora  posseduto  dalla  Biblioteca  della  Reale  Accadenila  delte  Sctenze 
di  Torino,  e  contrassegnato  „DD.  XII.  14",  cioe  ..Scansia  DD» 
palchetto  IX,  numero   )4  „progressiva  de'volumi   cra  collocati  In 
questo  palchetto*';  un  terzo  trovasi  nelle  carte  4<'— 7^  d'uu  volume 
privo  di  segnatura,  ora  posseduto  dalla  Signora  Baronessa  Sofia 
Plana,  e  da  lei  conservato  nella  sua  abitazione  iti  Torino  (Piazza 
Vittorio    Emmanuele    n^  12,    secondo   piano);    un  quarto    e  pos- 
seduto dal    Sig.   Cavaliere  Michele    Lagrange,    Colonnelio    in 
ritiro,    e    da   lui   conservato  nella  sua  abitazione  in   Turino  (Via 
Carlo  Alberto,  n°.  14);   ed  un  quinto  ^  ora  da  tue  posseduto. 
Ciö  che  si  legge  nelle  pagine  3* — 8^,   numerate  3 — 8,  della  nie- 
desima  edizione,  trova««!  interamente  ristampato,  ^a\\ty  vanetä  orte- 
grafiche,  nel  volume  intitolato  „STORiA  II  LETTEH  ARI A  [  DITA- 
LiA  II  SOTTO   LA    PROTEZiONE  ||  DEL  SEREMSSi^liO  \\ 
FRANCESCO  Ilf.  jj  DÜCA  Di  MOüENA  ec.  en.  II  VOLUME 
X.  II  Dal  Luglio  a  tutto  il  Dicembre  MDCCLIV.  \\  IN  MODEiNA, 
MDCCLVII.  II  A  SPESE  REMONDINI.  ||  COIV  LWENZA  D£- 
SVPERIORI,  e  PRiFlLEGiO/'    (p^.  116«^  119«,  nuracrate 
108—111;  pag.  120«,  numerata  112,  lin.  2-31,  LIBRO  l,  CAPO 
IV,  paragrafo  III).     ün  esemplare  di  questo  volume  e  ora  posse- 
duto   dalla    Biblioteca    Casanatense    di   Roma,    e    contra^i!!e^oato 
„V.  Vlll.  39",  cio6  „Scansia  V,  Palchetto  VIR,  numero  39  pro- 
gressive de'  volumi  ora  collocati  in  questo  palchetto'^        B*  B. 
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Wegen  dieser  angemein  grossen  Seltenheit  dieses  .merkwür- 
digen Actenstficks  znr  Geschiebte  der  Mathematik  hat  sich  daher 
Uerr  A.  Genocchi  durch  den  neuen  Abdruck  desselben  in  seiner 
oben  genannten  Schrift  ein  sehr  grosses «  nicht  genug  anzuerken- 
nendes Verdienst  erworben,  wobei  wir  zugleich  rücksichtlich  des 
Briefes  selbst  besonders  hervorzuheben  nicht  unterlassen  wollen, 
dass  derselbe  sich  mit  ungemeiner,  den  betreffenden  Gegenstand 
in  seinem  innersten  Wesen  und  seiner  grossen  allgemeinen  Be- 
deutung darlegenden  Klarheit,  welche  also,  wie  später  in  allen 
seinen  Werken,  den  grossen  Lagrange  schon  in  seinem  acht- 
zehnten Lebensjahre  auszeichnete,  über  alles  hier  zur  Sache  Ge- 
burende  verbreitet,  und  auch  dadurch  das  grusste  Interesse  für 
sich  lebhaft  in  Anspruch  nimmt.  Weil  man  sich  italienische 
Schriften  leider  immer  noch  nicht  ganz  leicht  und  in  kürzerer 
Zeit  in  Deutschland  zu  verschaffen  im  Stande  ist,  habe  ich  ge- 
glaubt, den  Lesern  des  Archivs  einen  Dienst  zu  erweisen,  wenn 
ich  die  den  merkwürdigen  Brief  enthaltende,  im  Jahre  1754  erschie- 
nene, buchst  seltene  Schrift  aus  der  Schrift  des  Herrn  Genocchi 
nachstehend  abdrucken  lasse,  und  dadurch  zur  weiteren  und  all* 
gemeineren  Bekanntschaft  mit  derselben  in  Deutschland  u.  s.  w. 
Einiges  beizutragen  suche;  in  den  sechsten  Theil  der  Ausgabe 
der  sftmratlichen  'Werke  von  Lag  ränge  wird  derselbe  ttufge- 
nomoien  werden: 

LETTERA 

DI 

LÜIGI  DE  LA  GßANöE  TOUENIEK 

TOBINESE 

KLL'ILLOSmiSSmO  SIGNOR  COXTE 

GIÜLIO  CABLO  DA  FAGNANO 

Ma*)cbe8e  de'Toschi  e  di  S.   Onorio,   Kobilo  Bomano, 
e  Senogagliese ,  Matematico  celebratissimo. 

Cor{tenenie  una  nuova  serie  per  i  differemiali,  ed  integrali  di 

quaUivoglia  grado  corrispondente  alla  Newioniana  per 

le  poteitd,  e  le  radict 

IN  TORIXO,  MDCCLiV. 

HELLA  STAMPERIA  REALE.    Con  iiC.  äCSup, 


HLUSTEISSIMO  SIGNORE. 

Nella  Serie,  che  ho  comunicata  a  V.  S.  Illustriss.,  mi  lusin- 
gava  ben  io/  d'avere  ampiamente  comprese  varie  operazioni  del 
calcolo  si  differenziale»   che  integrale  di  qualunque  gritdo;  e  col 
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paragone  di  quella  colla  tanto  celebratissima  serie  Newtoniana  per 
le  potestä  ini  pareva  in  vero  d'aver  scoperta  una  corrispondenia 
non  dispregevole  tra  '1  calcolo  delle  iofinlte,  e  quello  delle  finita 
grandezie;  ma  poichö  in  aomma  non  altro,  che  naova  compren- 
aione»  e  riporto  di  calcoli  notissimi  per  quello  qaalunque  ritro?a- 
mento  si  palesava,  e  noila  realmente  ai  disveliCva»  che  nooTa 
acienza  cbiamarsi  poteaae,  anzi  che  ofTrirlo  al  pubblico,  che  oramai 
tutto  nauaea,  e  scbifa,  che  non  sia  di  aomma  importaoaa  per  le 
umane  cognizloni»  pepaava  trarne  asaai  ampio  fmtto,  ritenendolo 
per  me  a  niio  private  uso,  e  ad  agevolare  gli  studj  della  mia  af- 
fatto  giovenile  etä,  la  qoale,  anzichö  atta  a  somministrare  altrai, 
^  pur  del  tntto  bisognosa  di  ricevere  da  altri  lume  e  acienxa;  Ma 
I  cenni  della  degnevo|iasima  Lettera  di  V.  S.'IUuatriM.  mi  aoao 
in  luogo  di  autorevole  eomandamento;  e  poichö  a  Lei  place,  che 
ei  pabblichl  ia  suddetta  aerie,  non  dabito  dl  recar  malgrado  a  ve* 
runo»  obbedendo  »  Lei,  ed  a  Lei  anzi  offerendola»  che  molto  pio 
di  quello,  che  easa  abbia  in  ae,  pub  darle  dl  dignitli  col  aao  rag- 
guardevoliaaimo  giudizio,  ae  come  ai  ^  compladuta  di  commeD- 
darla,  finchö  era  nelle  mie  mani,  vorrä  riguardarla  con  egnal  benig- 
nitk  ora,  che  la  ripongo  nelle  aue.  Che  ae  pur  Ella  tolleraaae, 
che  a  Lei  aola  queato  mio  picciolo  ritrovato  lo  preaentaaai»  sarebbe 
di  gia  compita  interamente  Toflerta,  aenza  che  ora  di  vantaggio 
eatendermi  doveasi  in  dichiararlo.  Che  aa  bene  tutto  il  mondo 
letterato,  come  e  le  aottili  aue  opere,  ed  i  grandiaaimi  applansi 
dalle  piü  celebrl  Accademie  ricevuti  ne  lo  atteetano»  che  a  Lei 
baata  il  proporai  a  anodare  qualuoque  piü  ripoato  arcano  delle 
Hatematiche,  per  comprenderne  tosto  in  uno  e  lo  aciogiimento,  e 
le  conaegueoze.  Ed  altronde,  queate,  che  a  Lei  offro,  mie  riflea- 
aloni,  aono  pur  di  tal  natura,  che  anche  a  ingegni  mono  aublimi 
baata  accennarle,  perche  ad  eaal  apontanieamente  poaaano  mani- 
festarai.  Ma  pure  giaccbe  Ella  vuole,  che  io  acriva  ad  ognuno, 
che  di  ai  fatte  materle  abbia  comunque  vaghezza,  penao,  che  non 
m'abuaerö  della  pazienzä  di  Lei,  ae  piü  oltre  mi  diluogherö^  come 
tale  mira  riehiede,  e  vuole.  Punque  primierameute  propongo  le 
due  aerie,  la  Newtoniana  per  le  poteatli,  e  la  mia  per  I  differeo- 
ziali,  ed  integrali,  aicch^  in  una  aola  occhiata  ae  ne  comprenda 
ogni  poaaibile  rapporto,  e  corriaponden^a. 

m  ^    C2  3      a* *"•*•  +  ec. 
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(m-l)(m-2) 
m  — 5 K —  af^^^y*  +  ec. 


Dnnqne  L  Siocome  ia  prima  serie  senre  per  elavare  a  qua* 
lanqna  poteali  Ia  somma  di  dne,  e  cona^aentemeiite  dl  qnaii» 
tDoqae  qoantitä  date»  faceodo  reaponeata  m  aguala  ai  nomero  dal 
grado  della  potestl  data;  coal  Ia  aeconda  aerre  per  dlferensiare 
in  qnalaivoglia  |^do  od  qaaluoqoe  prodotto  dl  doe,  e  eonaegoeD- 
temente  di  qoantunqne  variabill,  faeendo  nella  ateaaa  gaiaa  l'es- 
ponante  m  aguala  äl  namaro  dal  differaosial  propoato» 

n.  Slccoma  Ia  prima  aaria  vala  aimllmante  per  aatrarra  qna- 
looqaa  radlee  dalla  aomma  di  dna,  o  qoaotanqaa  qnaotitA»  facanda 
respoDaota  m  agvala  al  namaro  rotto  dal  grado  dalla  radica  data; 
cosi  Ia  aaeooda  aanre  par  ridarra  ad  integrala  dl  qoaloaqoe  grado 
uo  qoalnsqoa  prodotto  di  daa»  o  qaantanqae  qnantitä  finita,  od 
infialtaiima^  facando  l'eaponanta  m  aguala  al  numaro  intero  (ma 
praao  nagatiTamante)  dal  grado  dalllntegrala  dato. 

Finalmante,  aiccoma  oalla  prima  aaria  Teaponenta,  ova  raata 
egaala  a  laro,  fa«  eha  Ia  qoaDtitii,  eni  aaao  appartiena  ai  dabba 
lotender  alarata  alla  potaatii  oalla,  e  eonaegaentamente  agoala 
»d  1 ;  eoai  aella  aecooda  eaao  iodica  in  tal  qoantitä  non  avarvl 
laogo,  n^  diffaraDziaxione«  n^  integraiiomi,  e  perdö  doToral  asaa 
lasciara  tal  qaale  ai  trova. 

Onde,  come  diceya  nalla  Bi^Bsak  gaiaa  appanto^  che  dall'nna 
ci  sarTianao  par  Telavaaloni  a  potaatä,  ad  eatrasioDl  di  qaalonqaa 
radica,  potramo  deU'altra  Talarai  par  Ia  differansiaiioiii,  ad  inta- 
griaiom  di  qaalaiToglia  grado.  I 

Sia  donque  da  differeniiarai  Ia  qoantitä  xy\  in  queato  caao 
poichd  il  difaranaial  carcato  ai  ö  11  primo,  m  aarä  =  1,  e  perö  Ia 
seria  generale  pigiier^  qoeata  forma  x^f^i-3fiff\  clod  ridotta  alla 
eomaoa  maniera  di  acrivere  (che  aecondo  Tnao  introdotto  il  na- 
mero  del  grado  della  dlffereniiazion^  ai  applica  alla  lettara  d^  o 
pnra  ai  aagna  con  altrettanti  punti)  dxy-^xdy. 

8e  io  laogo  del  primo  ai  voglia  il  aecondo,  o  il  terso  dife- 
rensiala  aari  m  =  %*  od  =3,  ed  i  ricercati  dlffarensiali,  fatte  Ia 
floatitaaioni  in  laogo  di  m,  aaranno  il  aecondo  x'^^-^-^hf^-^-afi^, 
ed  il  terzo  «y+3a!^*  +  &ry+arV»  *  V^^  «ome  aopra  ridotti 
rendono  l'ano  d^xy  -|-  2dxdy  +  xtPy,  e  Faltro  iPxy  +  Zd^xdy 
•f- 'idxd^ -t- xd^yt  veri  differenziali  della  qaantitä  propoata,  ae  si 
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plgli  ancbe  il  dx  per  fluente,  e  lo  stesso  e'intenda  dei  differen- 
ziali  dl  qualanque  siasi  olteriore  grado. 

E  come  qaeste  operazioni  di  differenziare  per  questa  serie 
nulla  piu  banno  di  difficoltä,  che  quelle  di  elevare  a  poteaU  per 
la  Nentoniana,  cosi  naiia  piü  difficile  ai  h  riategrare  eon  qoella 
fti  quelj  che  lo  aia  Testrar  le  radici  per  mezzo  di  qoeata. 

öebbaai  per  eaempio,  per  aver  la  quadratara  indefioita  di 
qualsjToglia  curva»  ritrovar  l'integrale  deireJemento  dell'area  ydx, 
Si  auppoDga  oel  caoone  generale  dx-^^x^  sarä  per  qael»  che  di 
sopra  s'^  detto  ]»:=  — 1,  i  qaali  valori  in  eaao  sostitaiti,  avreino 
f a  sef ie  particolare  dx^hf^ — dx-^^-i-dx''^y*—djr-^^+dx~hf^'~ec, 

Ora  dx^^  dinota  Tintegrale  di  dx,  dx"*  Tintegral  deiriote- 
grale  di  dx  (cio^  Tintegraie  di  x),  che  io  chiamo  integral  aecoodo 

di  ^,  e  segno  in  questa  guisa  /  dx,  dx"^  Tintegral  terzo  di 
dx^    cio^   /  dx  ec. 

M^Jdx=x,  Jdx  =  &'  J  ^  =  2:fe?'  ®  S"^""^ 
ralmcDte»       I  dx  =z  ^  ^  4  5 mdx^-^   (come  cbiimqoe  ae  m 

puö  accertare,  differenziaado  tali  qoaiititä»  una»  diie^  tre  Tolte  se- 
condo  tl  grado  delFintegrazione,  pigliando  perö  aempre  il  dx  per 
Gostante);  dnoque  aostitaiti  queati  valori  nelia  aerie  ultimamente 
tvovata,  e  poati  secondo  Tusanza  dy^  cPy,  d^y  ec.  in  laogo  di  9', 
y\  y^  ec.  essa  sarä  in  fine 

La  quäl  aerie  particolare  dalla  mia  univeraal  derivata»  vede 
bentssinio,  V.  S.  Ulastrisa.,  che  non  h  aitra»  che  quella  ateasa 
tanto  eelebrata»  che  di  gii  acopri  i!  Chiariaaimo  Sig.  Giotanni 
Bernoullio»  e  pnbblicö  poscia  negli  atti  degli  eruditi  dei  mese 
di  Novembre  1694. 

Del  reato»  non  solo  a'differenziali  di  primo  grado  ai  eatende 
quesU  mia  aerie,  ma  bensi  ad  integrar  con  uiia  aola  operasione 
eziaodio  qaelli  di  qualanqae  ulterior  grado.  Richerchiai  rintegral 
«lecouda  di  dydx,  fatto  dunque  m= — 2..  e  auppoato  x^=^dx,  ed 
y^=^dy  otterremo  la  aeguente  aerie 

dx-^dy^  —  Idx-^dy^^Zdar^dy^—Adx-^dy^  +  ec. 
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la  quäl  cbme  Taltra  ridotta  da 

eguale  cancora  ad  /  ydx^  e  per  consegnenza  alfaltra  poco  fa  tro* 

vata»  la  quäl  egualita,  sebbene  apertamente  non  ai  manifesti,  tut- 
tavia  sl  puö  vedere,  differeoziaado  e  l'una,  e  l'altra  due  Yolte, 
posto  11  dx  costante,  conciosiachö  distruggendosi  Yicendevoiniente 
tutti  grahri  termioi«  altro  non  vi  resta  in  amendue,  che  il  dydx, 

Molte  altre  considerazioni^  che  roi  occorrerebbono,  per  ora  le 
ometto,  e  come  non  del  tutto  necesaarie,  e  come  poco  dicevoli 
alla  intenzion  mia,  oude  anzi  che  annojarla,  con  dilungarroi  in 
cose  a  Lei  superflue,  bramo  nnicamente  di  attestarle  il  mio  osse- 
quiosissimo  rispetto. 

Dunque  ringraziandola  del  gradimento,  che  V.  S.  llluatriss. 
se  conipiaciuta  significarmi  di  questa  mia  tenniaaima  cosa,  non 
meno  che  del  prezioso  regaio,  che  mi  fa  della  dottissima  aua 
iettera  altimamente  Impressa;  e  pregandola  istantemente  a  conti* 
nuarmi  le  aue  pregiatisaime  grazle,  ho  Tonore  di  proteatarmi  con 
tutta  la  maggior  stima»  e  con  la  piü  umile  rirerenza  ec. 

T>  ^  Rileggendo  V.  8.  Itlustriss.  questa  mia  forroola,  non 
~^  *  ^*  potranno  airacutezjiSa  del  auo  ingegno  non  occorrere 
fiopra  di  essa  qualcune  impottanti,  ed  utili  rifleasioni;  Supplico 
per  tanto  la  aomma  di  lei  bontä,  e  cortesia,  che  di  giä  ho  avuta 
la  Sorte  di  esperiraentare,  a  tolerml  far  la  grazia  di  comniunicar« 
mele,  e  di  bei  nouovo  sono 

Torino  11  23  Lugiio  1754. 
Di  V.  S.  lUmtrUi. 


netfoli98.,  ed  oöMigatiss.  Servitore 
LUIGI  DE  LA  GRANGE. 
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Yerachiedene  Aaftatse  iwt  ^ahlenlehiTe^ 


Ton 


Herrn  P.  Seeling 
iü  Hiicfcetwai^^ii. 


A. 

Sechsstellige  Perioden. 

8.  Arehiv  der  Mathematik  und  VhjtSk^  Tbeil  XLDL,  8«  17. 

"*-"  +  c(a6 -!-])< -f2a(^-|-l) 

I.  Setst  man  a=2,  ^ael,  cs=n — 1;  so  ists 

. ,,2it(3ii-t-2)-t-n-H_^^^6n«4git41 

"•  — "+     9(n-l)+12     -"+      »ft+3 

2ii  +  l_  n-1 

II.  Setst  man  hingegen  aal^6ssl,  e= — x — •   to  ist: 

9»  (9.-3-  +  !)  +  -^        ^      2,(4n-HS)4äi«:+4 
^  =  "'+ 8« -8^, =  "   + 8Ml 

,  .  8»«+iam-4     ,^  .- 

III.  Setzt  man  endlich  asj.  issS,  c=ti,  so  ist: 
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Uefeentokmelw  ZuMUMUtellu^  ▼on  Bebqplelem. 


— 

• 

KettenbraclwMimer 

Kottenbrachsii* 

e 

n 

Foim. 

A 

a,h,  e,  d,  «,f,f  tax 

a,  h,  €,  dt  d. 

die  I4rteU.  Perioden. 

dfltelL  Period. 

"T 

20 

2 

4 

32 

4 

1 

6 

8«-2 

52 

6 

8 

8t) 

80 

2 

10 

8g-|-2 

116 

10 

12 

8v+4 

160 

8 

1.  1,  1.    5 

8 

14 

8v— 2 

212 

14 

1.1.3.1,1.1.   6 

16 

8v 

272 

2 

18 

8e>+2 

340 

14 

2,  3,  1.  1.  1,  I,   8 

20 

8»+4 

416 

8 

2,  1,  1,    » 

3 

22 

8»-2 

600 

14 

2.1.3.2.1.1,10 

24 

8« 

592 

2 

26 

8o+2 

692 

14 

3.3,1,2.1,1.12 

28 

8o+4 

800 

8 

%  1»  1.  13 

4 

30 

8«-2 

916 

14 

3.  l.  3. 3. 1. 1. 14 

• 

32 

8v 

1040 

2 

34 

89-1-2 

1172 

14 

4,3,1.3.1.1,16 

36 

8e-|-4 

1312 

8 

4,  1,  1,  17 

6 

38 

8r-2 

1460 

14 

4,1,3,4.1.1.18 

40 

8p 

1616 

2 

42 

8V-I-2 

1780 

14 

5.3.1.4.1.1.20 

44 

89-1^4 

1962 

8 

5,  I.  1,  21 

6 

46 

8p-2 

2132 

14 

5,1.3.5.1,1.22 

48 

,    Sp 

2320 

2 

50 

8v-f2 

2616 

14 

6,3,1,5,1,1,24 

' 

52 

8v-f4 

2720 

8 

6.  1.  1.  25 

7 

54 

8»-2 

2932 

14 

6^1,3,6,1,1,26 

56 

8v 

3152 

2 

68 

80-1-2 

3380 

14 

7,3,1,6,1,1,28 

60 

8V-I-4 

3612 

8 

7.  1.  1.  29 

(Diese  MittheiliiDgeii  werden  fortgesetst.) 
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\ 


XVIII. 

Bf  i  s  c  e  I  1  e  n. 


Zu  der  Lehre  von  den  Transversaleu  im  Dreieck  ond  der 
dreiseitigen  Pyramide. 

Von  Herrn  Dr.  R,  Most,  Lehrer  an  der  Rcalschnle  I.  Ord.   in  Stettin. 

In  Thi.  XLVIII.  Nr.  T^XXII.  p.  467  bevreist  Herr  Professor 
Grunert  in  Verbindung  mit  anderen  Sätzen  den  folgenden  8atz: 

Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  M  von  den  drei 
Spitzen  eines  Dreiecks  ABC  drei  Trans versaleu  AAi^  BBi^  CCi, 
so  ist: 

MA^       MBi       MCx  - 

zsr+  ÄÄi  +  cci ""  *' 

die  Grössen  MAi^  MBi  oder  MCy  sind  negativ  zu  nehmen,  wenn 
JU  in  Bezug  auf  Ai,  Bi  oder  Ci  eine  entgegengesetzte  Lage  zu 
A,  B  oder  C  hat. 

Beweis,  -jr-pss  \RAC*  ^^**"  ^'®  Grössen  MAi  und  AA^ 
verhalten  sich  wie  die  auf  BC  von  M  und  A  geföliten  Höhen; 
liegt  nun  M  in  dem  Dreieck,  so  Ist: 

MA^       MBy       MQ  _  BMC+CMA^AMB  _ 
AAi  +  BBi  +  CC,  ~  ABC  "  '' 

Für  andere  Lagen  von  M  ergeben  sich  die  entsprechenden 
Gleichungen. 
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Fär  die  dreiseitige  Pyramide  ABCD  erhält  man  durch   die 
entsprechende  Betrachtang: 

MA^  '    MBj,       m^       MD,  _ 


Ueber  die  Summirang  gesetzmässig  ausgewählter 
^  Reihenglieder. 

Von  Horrn  Dr.  B.  Most,   Lehrer  an  der  Bealscbnle  I.  Ord.   in  Stettin. 

Aus  einer  gegebenen  Reihe,  deren  Summe  f{x)  bekannt  ist^ 
die  geraden  oder  ungeraden  Glieder  auszuwählen  und  zu  sum- 
miren,  ist  eine  Operation^  die  oft  in  Anwendung  kommt  und  leicht 

durch  '^  ^  '  ^  und "  ^ gelost  wird.  Es  mag  ge- 
stattet sein,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  in  diesen  Formen 
eine  allgemeine  Methode  angedeutet  ist  Handelt  es  sich  darum, 
aus  der  Reihe  der  Function  f(x)  das  pte,  das  2pte,  3pte  u.  s.  w. 
Glied  auszuwählen  und  zu  summiren,  so  kann  diese  Aufgabe 
leicht  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  oP  =  1  gelost  werden ; 
bezeicbnet  man  die  p  Wurzeln  der  Gleichung  mit  «i,  a^,  0%  ..Op, 
so  ist  bekanntlich: 

«r+«»''+«s''  +  --«p'' =  P  ^^^^  Null, 
je  nachdem  r  ein  Vielfaches  von  p  ist  oder  nicht;  ist  also 

fx  sz  Ao-t-  AiX  +  ^sa?*+ — 
gegeben,  so  ist: 

Will  man  aber  etwa  mit  dem  ^ten  Gliede  beginnen  und  dann  in 
Intervallen  von  p  fortschreiten,  so  hat  man: 

m         '  I  rA«i^)  ,  AtfgJ^)  ■    /"(«p^)! 

=  A^i  +  Aqj{.px^^ + A^^^x^^P  + . . . . 
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Des  Beispieles  halber  sollen  die  beiden  Reihen 

*  ='+ n(?)  +  5(57)  + /i^+--^' 

1  X  g»  

'  =  j!(^)  +  ii(^+5  *■  n(9+2t)  "*■'••  • 

sninniirt  werden»  so  ist»  wenn 


ist»  nach  (1): 


ah  =  cos— -  +tsin-j-  ==«*"• 


1         i  5.  1, 


und  nach  (2) 


m;1 


«)/r(0  f&Ht  fir  ^oie  Zahlen  wie  hier  mit  I.M..  M^il 


Druckfehler. 

Tbl.  49.  S.  428.  K.  15.  t.  q.  «tatt  „denn''  ••  m.  „dann''. 
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Die  Gesetze  der  Lichtbrechung. 

Von 

Dr.  Jos.  Kudeika^ 
KaiAcrlich  Königlichen!  Lyceal  -  Professor  so  Linz. 

(Schlags  von  Nr.  X.    S.  121.) 

(Figoren  8.  Taf.  IX.  X.  —  Fig.  52.  auf  Taf.  IX.) 


§.  22.    Ueber  die  Sammellinse. 

Man  wird  ▼ielleicht  fragen:  ,,Was  kann  man  denn  Aber  die 
Sammellinse  noch  Neues  erfahren?  Diese«  als  ein  Hanptbestand- 
thell  der  optischen  Instrumente  *  d0rfte  doch  schon  hinlänglich 
erforscht  sein. 

Nun,  Ich  habe  einen  Versuch  mitzutheilen»  der  so  einfach 
ist  und  dabei  so  unbedeutend  erscheint,  dass  er  sich  wahrschein- 
lich desshalb  bis  nun  der  Beachtung  entzögen  haben  dfirfte. 
Wenigstens  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  er  gemacht  oder  besprochen 
worden  wäre.  Dieser  Versuch  erscheint  mir  nun  aber  fQr  die 
Theorie  der  Linsen  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit.  Bevor  ich 
ihn  jedoch  beschreibe,  finde  ich  es  zweckdienlich,  einige  einlei- 
tende Bemerkungen  vorauszuschicken,  durch  welche  gewisse  Be- 
griffe in  etwas  anderer  Art,  als  es  gewöhnlich  geschieht,  festge 
stellt  werden. 

1^.  Es  sei  demnach  (Fig.  43)  eine  Sammellinse  Mt9  und 
man  denke  sich  einen  längs  der  optischen  Axe  verschiebbaren 
leuchtenden  Punkt.  Seine  anfängliche  Lage  sei  iniierhalii  der 
Brennweite  der  Linse  in  a.  Ein  von  a  ausgehender  Strahl  ab, 
der  in  b  die  Linse  trifft,  wird  innerhalb  derselben  den  Weg  bd 
nehmen  und  hierauf  in  der  Richtung  dx  austreten.  Diese  letztere 
Richtung  divergirt  nach  aufwärts  mit  der  optischen  Axe  und  es 
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werden   Oberhaupt  alle  von  a  anf  die  Linse  fallenden  Strahlen 
nach  ihrem  Aastritte  mit  der  Axe  divergireii. 

Verschiebt  man  den  leuchtenden  Punkt  von  a  nach  e,  so 
erleidet  dadurch  der  einfallende  Strahl  eine  Drehung  um  den 
Punkt  b\  er  kommt  aus  der  Lage  ab  in  die  Lage  eb.  Bei  dieser 
neuen  Lage  wird  der  gebrochene  Strahl  innerhalb  der  Lin8e  den 
Weg  bk  und  nach  dem  Anstritte  den  Weg  ky  einschlagen.  Ist 
ß  der  Brennpunkt  der  Linse,  so  wird  der  austretende  Strahl  k^ 
parallel  zur  optischen  Axe  sein  und  es  werden  Oberhaupt  alle 
von  e  herkommenden  Strahlen  parallel  austreten,  freilich  wie  dies» 
bekannt  ist,  annäherungsweise. 

Kommt  endlich  der  leuchtende  Punkt  an  den  Ort  k,  der  be- 
reits ausserhalb  der  Brennweite  der  Linse  liegt,  so  wird  der  von 
ihm  zu  dem  Elemente  b  der  Linse  gezogene  Strahl  hb  nach  er- 
littenen Brechungen  den  Weg  bgz  nehmen  und  indem  jetzt  der 
austretende  Strahl  gegen  die  Axe  konvergirt,  schneidet  er  die- 
selbe in  z.  So  wie  dieser,  werden  auch  alle  tibrigen  austretenden 
Strahlen,  die  von  h  herkommen,  gegen  die  Axe  konvergiren, 
aber  sie  werden  sie  nicht  in  einem  und  demselben  Punkte  z, 
sondern  bekanntlich  in  verschiedenen  Punkten  schneiden;  so  da^s 
also  der  kleinste  Querschnitt  des  austretenden  Lichtkurpers  bei 
z  nicht  ein  Punkt,  sondern  ein  kleiner  Kreis  (Abweichungskrei«) 
sein  wird. 

Das  Auge  wird  sich,  um  den  leuchtenden  Punkt  mittelst  des 
Elementes  b  zu  sehen,  natOrlich  immer  in  der  Richtung  des  aas- 
tretenden Strahles,  also  etwa  in  x^  dann  in  y  und  zuletzt  in  2 
befinden  müssen. 

Ruhet  das  Auge  gerade  in  z  und  ist  der  Abwelchongskreis 
nicht  grosser  als  die  Pupille,  so  wird  es  alle  Strahlen,  die  der 
leuchtende  Punkt  durch  die  Linse  hindurchsendet,  aufnehmen 
können  und  es  wird  in  diesem  Falle  der  leuchtende  Pankt  als 
eine  helle  Scheibe  erscheinen. 

Jetzt  lassen  wir  den  leuchtenden  Punkt  und  das  Auge  ihre 
Plätze  vertauschen,  so  dass  der  Gang  des  Lichtes  umgekehrt 
wird  und  so,  wie  wir  zuvor  den  leuchtenden  Punkt  längs  der 
Axe  verschoben  und  in  drei  wesentlich  verschiedenen  Lagen  be- 
trachtet haben,  eben  dasselbe  wollen  wir  jetzt  mit  dem  Ange  des 
Beobachters  thun. 

Befindet  sich  demnach  das  Auge,  das  wir  uns  als  Punkt 
denken  wollen,  zuerst  innerhalb  der  Brennweite  In  a,  so  kann  es 
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von  dem  Elemente  b  der  Linse  nur  in  der  geraden  Richtung  ba 
einen  Eindruck  erhalten»  denn  es  Ist  Gesetz  der  Optik,  dass  die 
Wirkung  des  Lichtes  in  einem  gleichförmigen  Medium  nur  in 
geradee  Linien  vor  sich  gehet.  Wenn  also  ba  einen  austretenden, 
gebrochenen  Strahl  vorstellt,  so  muss  der  ihm  entsprechende 
einfallende  die  Richtung  xd  haben:  d.  h.  soll  ein  leuchtender 
Punkt  in  der  Richtung  ab  gesehen  n erden,  so  muss  er  sich  an 
irgend  einer  Stelle  in  der  Geraden  dx  befinden.  Ist  also  das 
Auge  innerhalb  der  Brennweite  der  Linse,  so  müssen  die  ein- 
fallenden Strahlen,  wie  xd^  gegen  die  Linse  konvergircn,  wenn 
sie  nach  erlittener  Brechung  in's  Auge  gelangen  sollen.  Solche 
Strahlen  kommen  aber  nothwendig  von  verschiedenen  Punkten 
eines  ausgedehnten  Gegenstandes,  den  wir  betrachten. 

Versetzen  wir  das  Auge  in  den  Brennpunkt  e  der  Linse,  so 
werden  wiederum  die  einzelnen  Punkte  eines  ausgedehnten  Gegen* 
Standes  nur  mittelst  solcher  Strahlen  gesehen,  welche  von  ihnen, 
wie  yky  parallel  zur  Axe  ausgesendet  werden. 

Ist  endlich  das  Auge  ausserhalb  der  Brennweite  in  A,  so 
kann  es  von  demselben  Elemente  b  der  Linse  nur  in  der  Geraden 
bh  einen  Eindruck  erhalten  und  es  muss  somit  der  leuchtende 
Punkt,  von  dem  dieser  Eindruck  herkommt,  an  irgend  einer  Stelle 
der  Geraden  tg  sich  befinden.  Es  müssen  also  bei  der  Lage  h 
des  Auges  die  Strahlen,  welche  von  den  einzelnen  Punkten  eines 
ausgedehnten  Gegenstandes  ausgesendet  werden,  sich  In  x  durch- 
kreuzen, wenn  sie  fiherhaupt  ins  Auge  gelangen  sollen. 

2^.  Unter  Gesichtsfeld  verstehet  man  bekanntlich  die  auf 
einmal  fibersehenen  Gegenstände  oder  wenn  der  Gegenstand  zu 
gross  ist,  den  auf  einmal  fibersehenen  Theil  desselben.  Nimmt 
man  an,  dass  der  Rand  der  Linse  bis  auf  den  zentralen,  kreis 
förmigen  Theil,  dessen  Durchmesser  =  bc  (Fig.  43)  mit  einem 
Diaphragma  bedeckt  Ist,  und  dass  somit  bloss  dieser  zentrale 
Theil  das  Licht  durchlässt,  so  wird  von  einer  Fläche  PQ  der 
Theil  mn  gesehen  werden  können,  wenn  sich  das  Auge  innerhalb 
der  Brennweite  In  a  befindet )  ich  sage  „können",  denn  ob  dieser 
Theil  mn  wirklich  gesehen  werde,  das  wird  von  dem  Grade  der 
Deutlichkeit  abhängen,  welchen  die  von  jedem  einzelnen  Punkte 
desselben  ins  Auge  gelangenden  Eindrücke  besitzen.  Ist  das 
Auge  im  Brennpunkte  e,  so  wird  schon  ein  kleinerer  Theil  pq 
und  wenn  es  sich  ausserhalb  der  Brennweite  In  h  befindet,  der 
noch  kleinerer«  gesehen  werden  können.  Das  Gesichtsfeld  hängt 
also  seiner  Grosse  nach  von  der  Lage  des  Auges  gegen  die 
Linse  ab. 

17» 
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Deberdiess  wird  es  auch  durch  die  EntferDopg  des  Ge(»en- 
Standes  beeinflnsst.  Die  einfallenden  Strahlen,  vroronter  wir 
natflrlich  immer  nar  jene  verstehen,  die  nach  erlittener  Brechung 
in  das  Auge  gelangen,  bilden  pemlich  in  ihrer  GeRammtheit,  bei 
der  Lage  a  des  Auges  einen  gestutzten  Kegel,  dessen  kleinere 
Basis  die  Linsenfläcbe  ist,  die  andere  aber,  nemlich  mn,  da»  Ge- 
sichtsfeld vorstellt.  Es  muss  demnach  in  diesem  Falle  das  Ge- 
sichtsfeld immer  grosser  werden,  je  weiter  die  betrachtete  Flüche 
PQ  von  der  Linse  entfernt  wird,  und  es  wird  auch  ein  einfallen- 
der Strahl,  «Tie  nd^  immer  anderen  Punkten  ^eB  Gesichtsleldes 
angehören,  die  desto  weiter  von  der  Mitte  desselben  abstehen 
werden,  je  weiter  es  selbst  von  der  Linse  abstehet. 

Da  bei  der  Lage  e  des  Auges  die  einfallenden  Strahlen  einen 
Cylinder  bilden,  so  wird  das  Gesichtsfeld  immer  die  neniliche 
Grosse  beibehalten,  es  mag  die  Entfernung  der  betrachteten 
FiSche  PQ  welche  immer  sein,  und  es  wird  eio  Strahl,  wie  qk, 
bei  jeder  Entfernung  des  Gesichtsfeldes  von  dem  nemlichen 
Punkte  desselben  herkommen. 

Bei  der  Lage  h  des  Auges  bilden  die  einfallenden  Strahlen 
Doppelkegel.  Würden  alle  diese  Kegel  den  Punkt  z  sBum  ge- 
meinschaftlichen Scheitel  haben,  so  würde  fürs  Erste  das  Ge- 
sichtsfeld TS  immer  kleiner,  je  mehr  sich  die  FiSche  PQ  dieseoi 
Punkte  2  nähert;  dann  aber  würde  es  zu  einem  geometrischen 
Punkte  zusammenschrumpfen,  wenn  PQ  in  2  ankäme  und  von  der 
ganzen  Fläche  PQ  würde  alsdann  bloss  dieser  Punkt  %  sichtbar 
sein ;  über  2  hinaus  wird  aber  das  Gesichtsfeld  wieder  zunehmen. 

Da  nun  aber  die  Scheitel  der  Doppelkegel  an  verschiedene 
Stellen  der  Axe  fallen,  so  wird  der  kleinste  Querschnitt  des  ein- 
fallenden  Strahlenkorpers  bei  2  nicht  ein  Punkt,  sondern  ein 
kleiner  Kreis  sein  (Abweichungskreis);  das  Gesichtsfeld  wird 
demnach  auch  nicht  kleiner  werden  kSnnen,  als  dieser  Kreis. 

Je  nach  der  Entfernung  des  Gesichtsfeldes  von  der  Linse 
wird  wiederum  ein  einfallender  Strahl,  wie  tg,  von  verschiedenen 
Punkten  desselben  herkommen.  Würde  aber  das  Gesichtsfeld  zu 
einem  geometrischen  Punkte  zusammenschrumpfen  können,  so 
würden  natürlich  alle  einfallenden  Strahlen  diesem  einen  Punkte 
angeboren. 

Hier  wird  sich  auch  ereignen  kOnnen,  dass  der  durch  die 
Linse  betrachtete  Korper  verkehrt  erscheint.  JOas  wird  immer 
der  Fall  sein,  wenn  er  sich,  wie  z.  B.  tu  jenseits  der  Kreasongs- 
stelle  2  der  einfallenden  Strahlen  befindet,  denn  alsdann  wird  der 
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links  liegende  Punkt  i  dieses  Objektes  tu  in  der  Verlängerung 
von  A6,  also  rechts  --  und  der  rechts  liegende  Punkt  u  in  der 
Verlängerung  von  he,  somit  links  gesehen.  Befindet  sich  aber 
ein  Gegenstand,  wie  r«,  innerhalb  der  Dnrchkreuxungsweite »  so 
moss  er  natürlich  aufrecht  erscheinen,  denn  alsdann  wird  ja  der 
rechtsliegende  Punkt  t  desselben  mittelst  des  gebrochenen  Strahles 
bh  auch  rechts  und  der  links  liegende  Punkt  r  mittelst  des 
Strahle»!  ch  auch  links  gesehen.  Damit  also  die  relative  Lage 
zweier  Punkte  durch  die  Linse  umgekehrt  werde,  dazu  ist  noth« 
wendig,  dass  die  von  diesen  Punkten  herkommenden,  einfallenden 
Strahlen  sich  durchkreuzen,  (was  wiederum  der  Fall  sein  wird, 
wenn  sich  das  Auge  ausserhalb  der  Brennweite  befindet);  aber 
das  reicht  noch  nicht  hin»  sondern  es  muss  auch  dieser  Durch- 
kreuzungspunkt s  zwischen  das  betrachtete  Objekt  in  und  die 
Linse  fallen,  oder  der  Linse  näher  liegen,  als  das  Objekt.  Muss 
man  die  einfallenden  Strahlen,  wie  tg  und  rt,  die  von  dem  Ob- 
jekte r$  herkommen,  erst  hinter  dieses  TerlängerD,  damit  der  Durch- 
schnitt erfolge,  ist  also  der  Durchschnittspnnkt  der  einfallenden 
Strahlen  weiter  von  der  Linse  entfernt  als  das  Objekt^  so  findet 
keine  Urokehrung  der  relativen  Lage  der  Punkte,  hier  r  und  s, 
SUtt. 

Es  mnss  hier  hauptsächlich  beherzigt  werden,  dass  durch 
die  Lage,  die  man  dem  Auge  gegen  die  Linse  gibt,  die  Rich- 
tungen filr  die  gebrochenen  Strahlen,  durch  welche  die  Elemente 
der  Linse  ihre  Eindrücke  dem  Auge  übermitteln,  unmittelbar  fest- 
gestellt oder  fixirt  werden;  dadurch  werden  mittelbar  auch  die 
Richtungen  fär  die  entsprechenden  einfallenden  Strahlen  fixirt. 
Diese  letzteren  Richtungen  bilden,  wie  bereits  gesagt  wurde, 
geometrische  Körper  und  es  wird  daher  zunächst  die  Gestalt  die- 
ser Korper  durch  die  Lage  des  Auges  bestimmt.  Das  Gesichts- 
feld resultirt  erst,  wenn  ein  solcher  Körper  durch  irgend  einen 
llchtansstrahlenden  Gegenstand  geschnitten  wird.  Es  entsteht 
also  ganz  so,  wie  ein  Schlagschatten. 

3^.  Die  Grösse  der  Gegenstände,  wie  sie  mit  dem  blossen 
Aoge  beurtbeilt  wird,  heisst  bekanntlich  die  scheinbare  Grösse 
und  wird  durch  den  Gesichtswinkel  bestimmt.  Nicht  anders,  als 
so,  wird  auch  die  Grösse  des  Gesichtsfeldes  bestimmt  werden 
müssen,  wenn  wir  uns  einer  Linse  bedienen.  Der  optische  Winkel 
gehört  zu  den  schärfsten  Begriffen  der  Optik  und  es  ist  kein 
Grund  vorhanden  hier  davon  abzugehen. 

Nehmen  wir  nun  an,  das  Auge  befinde  sich  ausserhalb  der 
Brennweite  in  h  (Fig.  43)  und  das  Gesichtsfeld  sei  n.    Alsdann 
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wurde  r$  mit  unbewaffiietein  Auge  unter  dem  Winkel  rhs  = » 
gesehen,  welchen  man  erhält,  wenn  man  in  Gedanken  die  Punkte 
r  und  $  mit  h  verbindet;   mittelst  der  Linse  sieht  man  es  unter 

dem  Winkel  bhc  =  9.    Der  Quotient  ~  =  m  drfiekt  das  Verhält- 

iiiss  der  scheinbaren  Grossen  in  diesen  beiden  Fällen  ans.  Bei 
den  optischen  Instrumenten,  namentlich  den  Fernröhren,  bedeutet 
dieser  Quotient  die  Vergrusserung,  welche  das  Instrument  bewirkt 
Hier  aber  durfte  es  passender  sein,  ihn  „die  Grossenveränderong" 
zu  nennen,  weil  die  Sammellinse  nicht  bloss  vergrössertj  sondern 
unter  gewissen  Umständen  auch  verkleinert.  So  lange  9>o 
ist,  wird  die  Linse  vergrossern;  ist  9  =  01,  so  erscheint  der 
Gegenstand  mittelst  der  Linse  ebenso  gross  wie  bei  der  Be* 
trachtung  «mit  blossem,  unbewaffneten  Auge;  Ist  endlich  9<(o,  so 
wird  die  Linse  verkleinern. 

Die  blosse  Betrachtung  der  Figur  43  wird  uns  belehren,  diss 
solange  das  Auge  innerhalb  der  Brennweite  oder  im  Brennpunkte 
liegt,  die  Linse  stets  vergrossern  müsse,  weil  sowohl  der  Winkel 
ftaiii<Aac,  als  auch  peq^bec  ist;  dass  aber  alle  drei  Fälle  ein- 
treten können,  sobald  sich  das  Auge  ausserhalb  der  Brennweite 
befindet;  denn  man  vergleiche  nur  den  Winkel  Uu,  den  die  sich 
kreuzenden,  einfallenden  Strahlen  bilden,  mit  dem  Winkel  bhc. 
Der  letztere  Winkel  wird  offenbar  desto  kleiner,  je  mehr  sieh 
das  Auge  von  der  Linse  entfernt;  aber  unter  dieser  Voraussetzung 
rCIckt  der  Durchschnittspunkt  t  immer  näher  an  die  Linse  und 
somit  wird  der  Winkel  txu  Immer  grosser.  Die  gedachten  Winkel 
erleiden  also  entgegengesetzte  Aenderuogen,  wenn  das  Auge 
längs  der  optischen  Axe  verschoben  wird. 

Denkt  man  sich  das  Auge  zuerst  wohl  ausserhalb  der  Brenn- 
weite der  Linse  aber  doch  so  nahe  an  derselben,  dass  6Ac>&v» 
so  werden  die  gleichliegenden  Schenkel  beider  Winkel,  neralich 
hc  und  izy  dann  hb  und  zti,  nach  aufwärts  divergiren;  bei  einer 
gewissen  grösseren  Distanz  des  Auges  wird  bhc  =•  ixn  sein  uod 
gedachte  Schenkel  werden  parallel  laufen.  Entfernt  man  das 
Auge  aber  diese  Grenze  hinaus,  so  wird  bhc  <  tzu  und  es  werden 
die  gleich  liegenden  Schenkel  dieser  Winkel  jetzt  nach  aufwärts 
koovergiren  und  gehörig  verlängert  sich  durchschneiden. 

Gehet  nun  das  Gesichtsfeld  gerade  durch  diese  Durchnitts- 
punkte,  so  ist  <p  =  00  und  die  Linse  wird  weder  vergrossern  noch 
verkleinern ;  liegt  es  aber  jenseits  dieser  Durchschnittspankte,  so 
wird  sie  schon  verkleinern;  liegt  es  diesseits  derselben^  so  wird 
sie  natürlich  vergrossern.    Bei  einer  der  folgenden  Figuren  werde 
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ich  Gelegenheit  haben  auf  diesen  Fall   zuriickzukoninien  und  ihn 
anschaulicher  su  machen. 

4^.  Betrachtet  man  einen  ausgedehnten  Gegenstand  mit  freiem 
Auge,  so  dringt  von  jedem  einzelnen  Punkte  desselben  ein 
Strahlenkegel  in  dasselbe  ein,  der  die  Pupille  zur  Basis  hat 
and  an  dessen  Scheitel  der  betrachtete  Punkt  liegt  Von  einem 
und  demselben  Punkte  gelangen  also  die  Strahlen  divergirend 
ins  Auge.  Von  verschiedenen  Punkten  kommen  sie  aber  konver- 
girend,  denn  alsdann  bildet  das  Auge  den  Scheitel  und  die  be- 
trachtete Fliehe  die  Basis  des  StrahleiikSrpers. 

Diesen  Hergang  mCIssen  wir  uns  gegenwärtig  halten»  denn 
er  scheint  die  Bedingung,  woran  der  «Prozess  des  Sehens  ge- 
knfipft»  18t  SU  enthalten.  Dem  gemfiss  mflsste  jeder  Punkt  eines 
Gegenstandes,  soll  er  deutlich  gesehen  werden,  divergirende 
Strahlen  in  das  Auge  senden.  Wenigstens  ist  es  klar,  dass  wenn 
durch  irgend  ein  Mittel  bewirkt  wurde,  dass  die  von  den  einzel- 
nen Punkten  eines  Gegenstandes  ausgehenden  Strahlen  konver- 
girend  ins  Auge  eintreten,  kein  deutliches  Sehen  mehr  möglich 
wäre;  denn  dann  erscheint  der  betrachtete  Punkt  von  der  Grösse 
der  Basis  des  Lichtkegels,  also  als  Kreis  und  es  wird  die  Un- 
deuUichkeit  desto  grOsser,  je  griisser  dieser  Kreis  ist.  Bei  Be- 
trachtung von  Schriftzilgen  wird  sich  dieser  Umstand  ganz  be- 
sonders geltend  machen,  denn  indem  die  Punkte  des  Papiers  als 
weisse,  die  der  Buchstaben  als  schwarze  Kreise  erscheinen  und 
sich  gegenseitig  überdecken,  erhält  das  Gesichtsfeld  einen  ganz 
unbestimmten,  gleichförmigen  Anstrich;  die  Schrift  erscheint  ganz 
verschwommen  und  verworren ;  sie  ist  absolut  unlesbar.  Ich  habe 
oben  sub  2  gesagt,  dass  jeder  Lage  des  Auges  ein  bestimmtes 
Gesichtsfeld  von  einer  gewissen  Grosse  entspreche,  aber  daraus 
folgt  noch  nicht,  dass  jedes  einzelne  Gesichtsfeld  auch  schon 
geeignet  sei,  die  es  ausfallenden  Objekte  zur  klaren,  deutlichen 
Anschauung  zu  bringen.  Das  wird  eben  voa  der  Beschaffenheit 
seiner  Eindrücke  abhängen. 

Die  Deutlichkeit  Ui  jedoch  hier,  wie  selbstverständlich,  nicht 
in  jenem  Grade  zu  verstehen ,  der  ihr  erst  durch  die  Beseitigung 
der  chromatischen  Abweichung  zu  Theil  wird.  Wir  wollen  nun 
die  Umstände  etwas  näher  beleuchten,  unter  welchen  eine  Sam- 
mellinse von  einem  Gegenstande  beim  Hindurchsehen  ein  deut- 
liches Bild  zu  geben  vermag. 

Denken  wir  uns  demnach  jetzt  wieder  das  Auge  zuerst  inner- 
halb der  Brennweite  einer  solchen  Linse  (Fig.  44;  in  a.    Unter 
Voraussetzung  wird  das  Clement  b  der  Linse,  wie  diess 
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zoFor  schon  gesagt  wurde,  seine  Eindrücke  in  der  Geraden  ba 
dem  Aogc  übermitteln.  Hat  aber  der  gebrochene  Strahl  die 
Richtung  ba,  so  muss  der  einfallende  die  Richtung  xd  haben. 

Je  nach  der  Lage,  die  der  leuchtende  Punkt  in  der  dx  hat, 
d.  i.  je  nach  der  Entfernung,  die  er  Ton  der  Linse  hat,  werden 
die  von  ihm  herrfihrenden,  austretenden  Strahlen  bald  divergirend, 
bald  parallel,  bald  konvergirend  die  Linse  verlassen.  Man  ver- 
setze daher  den  leuchtenden  Punkt  zuerst  an  den  Ort  f  in  eine 
solche  Entfernung  fd,  dass  die  von  ihm  ausgehenden  Strahlen, 
die  den  Kegel  gfp  bilden,  nach  ihrem  Austritte,  die  zu  ab  pa- 
rallelen Richtungen  At,  kl  etc.  annehmen.  Es  wird  In  diesem 
Falle  von  dem  leuchtenden  Punkte  ein  dünner  Lichtzylinder, 
dessen  Querschnitt  der  Pupille  gleich  ist,  in  das  bei  a  ruhende 
Auge  eintreten  und  wenn  man  einen  ausgedehnten  Gegenstand 
betrachtet,  so  wird  jeder  einzelne  Punkt  desselben  einen  solchen 
dünnen  Lichtzylinder  Ins  Auge  senden. 

Unter  diesen  Umständen  ist  f  offenbar  ein  Brennpunkt  und 
man  kann  daher  sagen,  dass  sich  der  leuchtende  Punkt  in  seinem 
Brennpunkte  befinde.  Unter  den  von  /  ausgebenden  Strahlen 
wird  einer  wie  fp  mit  dem  Krümmungshalbmesser  cp  der  oberen 
Linsenfläche  zusammenfallen.  Dieser  Strahl  fp  wird  daher  in 
seinem  Einfallspunkte  p  keine  Brechung  erleiden;  er  wird  erst 
an  der  unteren  Fläche  in  k  gebrochen,  wo  er  dann  die  Richtung 
kl  einschlägt.  Üiese  normal  zu  der  oberen  Linsenfläche  von  f 
gezogene  Linie  fp  muss  als  Abstand  des  der  Richtung  dx  ent- 
sprechenden Brennpunktes,  den  man  den  elementaren  nennen 
kann,  angesehen  werden. 

Rücken  wir  den  leuchtenden  Punkt  von  dem  Orte  f  näher 
an  die  Linse,  so  befindet  er  sich  schon  innerhalb  seiner  elementaren 
Brennweite  und  die  ihm  angehOrigen  austretenden  Strahlen  wer- 
den nicht  mehr  parallel  zu  ab  sein,  sondern  sie  werden  damit 
nach  abwärts  zu  divergiren  und  es  wird  in  diesem  Falle  von 
jedem  Punkte  eines  ausgedehnten  Gegenstandes  ein  Strahlen- 
kegel in  das  bei  a  ruhende  Auge  eindringen,  dessen  Basis  die 
Pupille  ist. 

Verschiebt  man  aber  den  leuchtenden  Punkt  in  der  dx  über 
/  hinaus,  so  befindet  er  sich  schon  ausserhalb  seiner  Brennweite 
und  es  werden  die  ihm  angehorigen  Strahlen,  nach  ihrem  Aus- 
tritte, jetzt  gegen  die  ab  konvergiren  und  sie  schneiden. 

Dieser  Durchschnittspunkt  der  konvergent  austretenden  Strahlen 
wird  irgendwo  in  der  Verlängerung  von  ab  z.  B.  nach  y  fallen; 
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das  hfingt  riatflriich  von  der  Lage  des  leuchtenden  Punktes  in 
der  dx  ab.  Da  ab^yb  ist,  so  befindet  sich  in  diesem  Falle  das 
Auge  in  dem  Bereiche  konvergenter  Strahlen;  wäre  aber  das 
Auge  \n  a\  so  dass  a'b  >y6,  so  würde  es  schon  von  divergenten 
Strahlen  getroffen. 

Diese  Betrachtung,  der  wir  uns  eben  jetzt  hingegeben  haben, 
gilt,  wie  diess  ja  von  selbst  einleuchtet,  nicht  bloss  ffir  den  Ort 
a  des  Auges,  den  wir  als  innerhalb  der  Brennweite  der  Linse 
liegend  supponirt  haben,  sondern  auch  bei  jeder  anderen  Lage 
desselben ;  also  auch,  wenn  es  sich  im  Brennpunkte,  oder  ausser- 
halb der  Brennweite  befindet. 

Da  nun  jedem  Elemente  der  Linse  ein  besonderer  Brennpunkt 
sukommt,  so  wird  man  zu  unterscheiden  haben  zwischen  den 
Elementar- Brennpunkten  und  dem  Linsen -Brennpunkte,  welcher 
letztere  gleichsam  aus  den  ersteren  resultirt.  Beschreibt  man 
mit  ef  als  Halbmesf>er  um  den  Mittelpunkt  c  ein  Stfick  einer 
Kugelfläche,  so  liegen  auf  dieser  alle  elementaren  Brennpunkte. 
Wird  das  Gesichtsfeld  von  einer  ebenen,  gegen  die  optische  Aze 
senkrecht  gehaltenen  Fläche  gebildet,  so  ist  es  klar,  dass  nicht 
alle  Punkte  desselben  in  ganz  gleichen  Verhältnissen  stehen 
kSJnnen.  Ist  z.  B.  der  mittlere  in  der  optischen  Axe  liegende 
Punkt  der  Fläche  in  seinem  elementaren  Brennpunkte,  so  können 
es  die  anderen  Punkte  nicht  mehr  sein;  es  wird  vielmehr  jeder 
derselben  schon  ausserhalb  seiner  elementaren  Brennweite  liegen 
und  zwar  desto  mehr,  je  weiter  er  von  der  optischen  Axe  ent- 
fernt ist. 

5^.  Dem  Gesagten  zu  Folge  ist  es  nun  klar,  dass  eine  inner- 
halb der  Brennweite  (»iner  Linse  befindliche  Schrift  deutlich  er- 
scheinen und  lesbar  sein  werde,  das  Auge  mag  sich  in  beliebigen 
Entfernungen  d.  h.  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Brennweite  oder 
im  Brennpunkte  selbst  befinden;  weil  ja  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  einem  nemlichen  Punkte  des  Objektes  angehorigen 
Strahlen,  stets  divergent  in  das  Auge  gelangen  werden,  dieses 
letztere  mag  was  immer  für  eine  Entfernung  von  der  Linse  haben, 
und  daher  das  Sehen  in  diesem  Falle,  wenigstens  annäherungs- 
weise,  noch  unter  den  nemlichen  Bedingungen  zu  Stande  kommt, 
wie  mit  unbewaffnetem  Auge*  Wird  aber  die  Schrift  ausserhalb 
der  Brennweite  der  Linse  gehalten,  so  erscheint  sie  ganz  ver- 
worren und  absolut  unlesbar,  namentlich  stets  wenn  sich  das 
Auge  innerhalb  der  Brennweite  befindet,  denn  da  empföngt  es 
>«chnn,  wie  vorhin  i;ezei(st  wurde,  von  jedem  Punkte  des  Objektes 
konvergente  Strahlen.     Ist  aber  das  Auge  ausserhalb  der  Brenn- 


Digitized  by  VjOOQ IC 


250  Kudelka:    Die  GeseUe  der  Uchlbrechung, 

weite,  so  Hesse  sieh  eine  Entfernung  desselben  vermothen,  bei 
welcher  es  die  Schrift  wieder  deutlich  sehen  mOsste.  Die  ge- 
brochenen Strahlen  treten  nemlich  «war  konvergent  aus,  aber 
eben  desshalb  werden  sie  von  der  Stelle  an,  wo  sie  sich  schneiden, 
wieder  divergirende  Richtungen  annehmen  müssen.  Von  da  ange« 
fangen  milsste  also  die  Schrift  wiederum  lesbar  werden.  Aber 
hier  ist  nun  der  Ort,  meinen  Versuch  zu  beschreiben,  weim  ich 
nicht  Gefahr  laufen  will,  dass  er  sich  allmählig  ganz  in  theoreti- 
sche Betrachtungen  auflnse,  da  er  schon  grossentheils  durch  das 
Vorangehende  antizipirt  sein  durfte. 

Man  bohre  mit  einer  nicht  so  dünnen  Stecknadel  eine  kleioe, 
runde  Oeffnung  In  ein  Blatt  Papier  und  halte  dieses  so,  das« 
die  OeiFnung  in  den  Brennpunkt  F  (Fig.  45)  der  Linse  MN  zu 
liegen  komme;  hinter  dieser  Oeffnung  befinde  sich  in  beliebiger 
Entfernung  ein  Gegenstand  Ut  z«  B.  eine  Schrift,  wenn  man  beim 
Tageslichte  beobachtet,  oder  eine  brennende  Lampe,  wenn  der 
Versuch  Abends  gemacht  wird.  Man  halte  nun  das  Ange«  indem 
man  die  Oeffnung  des  Papierschirmes  fixirt,  Anfangs  zierolicfa 
nahe  an  der  Linse;  entfernt  man  es  hierauf  successive  immer 
mehr  und  mehr  von  derselben,  so  erscheint  die  fizirte  OeffonDg 
immer  grOsser  und  grosser  und  zuletzt,  wenn  die  Distanz  des 
Auges  von  der  Linse  eine  bestimmte  Grosse  erreicht  hat,  weoD 
sich  also  das  Auge  etwa  an  der  Stelle  O  in  ,der  optischen  x^xe 
befindet,  erscheint  die  Oeffnung  des  Papierschirmes  so  gross, 
wie  die  Linse  selbst  und  man  sieht  dann  durch  dieselbe  die 
hinter  ihr  befindliche  Schrift  oder  Lampe  ganz  ebenso  gut  uod 
deutlich,  wie  mit  voller  Linse,  ohne  Anwendung  dieses  Diaphragma. 
Man  wendet  zu  diesem  Versuche  am  besten  eine  Linse  an,  deren 
Brennweite  nicht  gross  ist,  etwa  bloss  2^  Zoll  beträgt,  well  sieb 
eine  solche  bequem  handhaben  lässt.  HSit  man  bei  diesem  Ver- 
suche das  Diaphragma  und  die  Linse  mit  den  Händen,  wie  hier 
vorausgesetzt  wurde,  so  ist  es  wegen  der  zitternden  Bewegnne 
der  letzteren  sehr  schwer  und  anstrengend,  die  Oeffnung  des 
Diaphragma  und  den  optischen  Mittelpunkt  der  Linse  nnverruckt 
in  «der  Visirlinie  zu  erhalten.  Um  also  den  Versuch  mit  mehr 
Bequemlichkeit  auszufuhren,  wird  es  angezeigt  sein,  die  Linse 
MN  in  ein  Rohr  zu  fassen,  dessen  Länge  =  OF  ist,  und  das 
man  an  beiden  Enden  mit  Deckeln  (etwa  papierenen)  versieht,  in 
deren  jedem  sich  eine  in  der  optischen  Axe  der  Linse  liegende 
Oeffnung  befindet,  durch  deren  eine  das  Licht  von  den  Objekten 
eindringt,  während  durch  die  andere  das  Auge  hindurchscbant. 

Es  wird  uns  gewiss  interessiren  durch  diese  zwei  so  kleineo 
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Oeffnangen  die  betrachteteo  Objekte  ebeneo  got  wahrzunehmen, 
wie  beim  direkten  Hindurchgehen  durch  die  Linse.  Das  Rohr 
künnte  auch  aus  verschiebbaren  Theilen  bestehen,  wodurch  es 
möglich  wurde,  die  ilSr  das  Auge  bestimmte  Oefidung  der  Linse 
aach  SU  nähern  und  so  auch  den  Effekt  dieser  Annäherung  su 
verfolgen. 

Dieser  Versuch  liefert  unzweideutig  den  Beweis,  dass  die  in 
daK  Auge  eindringenden  Strahlen  sich  vor  ihrer  Brechung  durch- 
kreuzen und  zwar  im  Brennpunkte  F. 

Die  Entfernung  Ol  des  Auges  von  der  Linse,  wenn  es  den 
durch  den  Versuch  ausgemittelten  Plata^  in  O  eingenommen  hat, 
ist  weit  grosser  als  die  Brennweite  der  Linse.  Auch  dflrfte  diese 
Distanz  Ol  unter  flbrigens  gleichen'  Umständen  von  der  Be- 
schaffenheit des  Auges  abhängen. 

Der  Ort  O  \»X  es  also,  wo  fCr  das  Auge  ausserhalb  der 
Brennweite  wieder  ein  deutliches  Sehen  beginnt;  ich  sage  „be* 
ginnt"  weil  die  Deutlickheit  nicht  leidet,  selbst  wenn  man  dem 
Au{;e  eine  noch  grossere  Entfernung  gibt,  als  Ol, 

Betrachtet  man  von  O  aus,  nach  Beseitigung  des  Diaphragma 
irgend  einen  Gegenstand  in  beliebigen  Entfernungen  von  der 
Linse,  innerhalb  oder  ausserhalb  ihrer  Brennweite,  so  wird  man 
ihn  bald  aufrecht,  bald  verkehrt;  bald  vergrSssert,  bald  verklei- 
nert, aber  stets  deutlich  sehen. 

Den  eben  beschriebenen  Versuch  kann  man  auch  in  folgenr 
der,  abgeänderter  Form  anstellen.  Man  trage  auf  einem  Blatte 
Papier  einen  schwarzen  Funkt  mit  Dinte  auf,  also  eigentlich  ein 
sehr  kleines,  rundes  Scheibchen,  ziehe  um  dasselbe  ein  paar 
kleine,  konzentrische  Kreise  und  betrachte  dieses  Objekt  von  O 
ans,  indem  man  es  zuerst  innerhalb  der  Brennweite  nahe  an  der 
Linse  hält,  dann  aber  allmählig  von  derselben  entfernt.  Man 
wird  finden,  dass  bei  successiver  Annäherung  dieses  Objektes 
an  den  Brennpunkt  F  die  Kreise,  indem  sie  Immer  grosser  wer. 
den,  nach  einander  aus  dem  Ivesichtnfelde  verschwinden,  zuerst 
der  grossere,  dann  der  kleinere  und  dass,  wenn  der  schwarze 
Punkt  im  Brennpunkte  angekommen  ist,  man  nur  mehr  noch  diesen 
sieht.  Die  ganze  Linse  blA  an  ihren  Rand  erscheint  gleichsam 
voll  von  diesem  schwarzen  Punkte,  vorausgesetzt,  dass  man  ihn 
nicht  zu  klein  aufgetragen  hat.  Das  Gesichtsfeld  ist  also  offen- 
bar zu  einem  blossen  Punkte  (aber  freilich  nicht  zu  einem  geo- 
metrischen) zusammengeschrumpft.  Entfernt  man  das  Objekt 
über  F  hinaus,  so  kommen  die  Kreise  wiederum  zum  Vorschein, 


Digitized  by  VjOOQ IC 


252  Kndelka:    Die  Gesetze  äer  Licktltrechnng. 

aber  verkehrt,  was  man  leicht  erkennt,  wenn  man  eine  ihrer 
Seiten  vorher  mit  einem  Zeichen  versehen  hat.  Das  schwarze 
Scheibchen N erscheint  also,  wenn  es  im  Brennpunkte  der  Linse 
liegtj  unter  dem  Winkel  MON  (Fig.  45),  also  so  gross,  wie  die 
Linse  selbst»  —  das  ist  Thatsache  und  somit  schneiden  sich  die 
vom  Brennpunkte  ausgehenden  Strahlen  in  dem  Punkte  0  der 
Axe. 

Aber  wie  ist  diess  möglich?  Das  widerspricht  ja  einem  be- 
kannten, allgemein  als  richtig  anerkannten  Satze  der  Optik,  dem 
zu  Folge  die  vom  Brennpunkte  herkommenden  Strahlen  parallel 
zur  Axe  auszutreten  haben.  Dieser  Einwurf  ist  gewichtig»  alleio  er 
dürfte  sich  heben,  wenn  man  den  Parallelismus  der  austretenden 
Strahlen  bloss  für  die  elementaren  Brennpunkte,  deren  Existenz 
nicht  zu  bezweifeln  sein  dOrfte,  vindizirt  und  zugleich  ervrfigt, 
dass  der  Linsenbrennpunkt»  da  er  aus  den  elementaren  resuitirti 
einen  etwas  grosseren  Abstand  von  der  Linse  haben  dürfte,  ab 
diese  letzteren.  Ich  muss  jedoch  hinzulfigen,  dass  ich  weit  ent- 
fernt bin,  diese  kurze  Bemerkung  schon  för  eine  genügende  Ant- 
wort auf  die  hier  vorliegende  Frage  su  halten.  Dazu  wäre  erfor- 
derlich den  inneren  Zusammenbang  zwischen  dem  Linsenhreon- 
punkte  und  den  elementaren  systematisch  nachzuweisen. 

Dieser  Versuch  bietet  jedoch  eine  Eigenthfimlichkeit  dar, 
die  denjenigen,  die  ihn  wiederholen,  allsogleich  auffallen  durfte 
und  die  ich  nicht  unberührt  lassen  kann.  Der  schwarze  Fleck, 
den  wir  jetzt  ohne  die  vorher  erwähnten,  konzentrischen  Kreise, 
auftragen  wollen,  wird  nemlich  nicht  unter  allen  Umständen  die 
ganze  Linse  ausfeilen,  sondern  in  vielen  Fällen  wird  er  als  schwarze 
Scheibe,  die  von  einem  konzentrischen»  schwarzen  Ringe  umgeben 
ist,  erscheinen.  Die  Erklärung  dieser  Erscheinung  ergibt  sich  ganz 
ungezwungen.  Der  kleinste  Querschnitt  des  einfallenden  Licht« 
korpers  bei  F  (Fig.  45)  ist,  wie  bekannt  ein  kleiner  Kreis»  denn 
die  einfallenden  Lichtstrahlen  durchschneiden  die  Axe  nicht  io 
einem  und  demselben  Punkte.  Verfolgt  man  diese  Strahlen  in 
der  Richtung  vom  Rande  der  Linse  gegen  ihre  Mitte  (Fig.  46), 
so  schneiden  sich  je  zwei  aufeinanderfolgende  in  den  Punkten 
^%  ß»  yt  ^  ^tc.  Liegt  nun  ein  Gegenstand  P  der  Linse  so  nahe, 
dass  alle  diese  Dorchschnittspunkte  hinter  denselben  fallen»  so 
werden  alle  Punkte  dieses  Gegenstandes  wie  z.  B.  a»  6,  c,  d  etc. 
mittelst  der  Linse  in  derselben  relativen  Lage  erscheinen,  in 
welcher  sie  sich  wirklich  befinden.  Bringt  man  aber  diesen 
Gegenstand  in  grössere  Entfernung  von  der  Linse,  etwa  nach  Q, 
so  werden  bereits  einige  dieser  Durchscbnittspunfcte,  wie  cc,  ß  etc. 
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vor  demselben  liegen;  es  werden  das  die  Dnrchscbnittspanicte 
sein,  die  den  Randstrahlen  entsprechen.  Diese  Randstrahlen 
werden  somit  schon  die  relative  Lage  derjenigen  Punkte  des 
Gegenstandes 9  von  welchen  sie  herkommen»  umkehren,  während 
die  Zentralstrahlen,  deren  Darchschhittspnnkte,  wie  y,  H  etc. 
noch  hinter  dem  Gegenstande  liegen,  die  mittlere  Parthie  des- 
selben, von  welcher  sie  herkommen,  noch  aofrecht  erscheinen 
lassen.  Erst  wenn  der  Gegenstand  nach  R  gerfickt  wird,  so  weit, 
daits  alle  erwähnten  Durchschnittspnnkte  vor  denselben  fallen, 
findet  eine  vollständige  Umkehrung  Statt.  Befindet  aich  also  das 
Blatt  Papier  mit  dem  schwarzen  Fleck  gerade  in  der  Lage  Q, 
und  liegt  der  schwarze  Fleck  in  der  optischen  Axe,  so  wird  man 
ihn  mittelst  der  Zentralstrahlen  aufrecht  als  schwarze  Scheibe 
sehen  und  da  er  nicht  so  gross  ist,  so  wird  auch  noch  ringsum 
eio  Tbeil  der  weissen  Papierfläche  gesehen;  zugleich  wird  man 
auch  mittelst  der  Randstrahlen  von  gewissen  Theilen  des  Fleckes 
auch  bereits  ein  umgekehrtes  Rild  erhalten.  Der  erwähnte  kon- 
zentrische Ring  verdankt  also  dieser  partiellen  Umkehrnng  seine 
Entstehung.  Bei  einer  gewissen  Distanz  des  Fleckes  von  der 
Linse  wird  das  zwischen  der  Scheibe  und  dem  konzentrischen 
Ringe  enthaltene  weisse  Mittelfeld  verschwinden  und  dann  werden 
beide  ein  zusammenhängendes  Ganze  bilden. 

Da  bei  der  Lage  O  des  Auges  (Fig.  45)  die  einfallenden 
Strahlen  sich  im  Brennpunkte  durchkreuzen,  so  wird  man  wenige 
stens  annäherungsweise  annehmen  kOnnen,  dass  es  von  jedem 
Punkte  eines  ausgedehnten  Gegenstandes  nur  einen  einzelnen 
Strahl  empfange.  Stellt  man  sich  z.  B.  das  Gesichtsfeld  gh  vor, 
so  werden  von  dem  Punkte  i  desselben  zwar  unzählige,  in  Ihrer 
Gesammtheit  einen  Kegel  baldende  Strahlen  auf  die  Linse  fallen; 
aber  von  allen  Strahlen  dieses  Kegels  wird  nur  derjenige,  der 
durch  den  Brennpunkt  gehet,  nemlich  ip  in  das  Auge  gelangen, 
indem  er  nach  seinem  Austritte  aus  der  Linse  die  Richtung  kO 
einschlägt 

unter  diesen  Umständen  wird  also  jeder  Gegenstand,  er  mag 
sich  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Brennweite  befinden^  nur  mit- 
telst solcher  Strahlen  gesehen,  die  dem  Brennpunkte  angehören. 

Bekanntlich  erzeugt  ein  ausserhalb  der  Brennweite  einer 
Sammellinse  liegender  Gegenstand  cd  hinter  derselben  ein  ver- 
kehrtes Bild  TU,  das  man  auf  einem  Schirme  sichtbar  machen 
kann.  Dieses  Bild  kSnnte  man  fflglich  das  objektive  nennen; 
jenes  andere  aber,  das  beim  unmittelbaren  Hindurchsehen  durch 
die  Linse  wahrgenommen  wird»  das  subjektive.  Das  objektive 
Bild  TU  kommt   bekanntlich    durch    die   Lichtkegel   zu   Stande, 


Digitized  by  VjOOQ IC 


254  Kudelka:    Die  Gesetze  der  Uchiörech9tn§, 

welche  von  den  einzelnen  Punkten  dee  Objektes  aosgehen  und 
deren  jeder  die  LinsenflSche  zur  Basis  hat.  So  z.  B.  bilden  die 
vom  Punkte  c  anf  die  Linse  fallenden  Strahlen  den  Kegel  cJtfiV; 
nach  der  Brechung  werden  diese  Strahlen ,  da  sie  sich  in  k 
schneiden,  innerhalb  des  Kegels  MNu  liegen  und  von  u  ange- 
fangen nach  abwärts  divergiren. 

Es  herrscht  nun  die  Ansicht»  dass  dieses  Bild  ru  die  Rolle 
des  Objektes  spiele»  welches  dem  in  O  ruhenden  Auge  zur  Be- 
trachtung vorliegt.  Allein»  wenn  man  in  F  das  Diaphragma  mit 
der  kleinen  Oeffnung  anbringt»  sind  da  noch  solche  Lichtkegel, 
welche  die  Linsenfläche  zur  Basis-  haben»  möglich  ?  kann  da  über- 
haupt das  Bild  ru  noch  entstehen?  Es  scheint  nicht»  und  doch 
entstehet  und  bestehet  das  subjektive  Bild.  Es  kann  also  das 
erstere  keine  Bedingung  sine  qua  non  für  das  letztere  sein. 

Wir  wollen  uns»  um  in  dieser  Beziehung  sichere  Anhalts- 
punkte zu  gewinnen»  der  folgenden  Betrachtung  hingeben. 

Die  Figur  47  stellt  eine  Sammellinse  und  zwar  der  Einfach- 
heit wegen  eine  plankonvexe  vor.  Es  sei  OA  ein  beliebiger, 
einfallender  Strahl»  der  von  einem»  in  der  optischen  Axe  liegen- 
den Punkte  O  herkommt;  AB  sei  der  entsprechende  gebrochene- 
Verlängert  man  diesen  letzteren,  bis  er  die  Austrittsfläche  in  E 
trilk  und  zieht  von  E  die  ED\\  OA,  so  stellt  ED  die  Grosse 
des  austretenden  Strahles  vor.  Legt  man  dann  zu  dem  Punkte 
£  der  krummen  Fläche  die  Tangente  uz»  zieht  BK±uz  und  be- 
schreibt mit  ED  um  E  einen  Bogen»  der  jenes  Perpendikel  in  J 
durchschneidet»  so  gibt  die  von  J  durch  E  gezogene  Gerade 
JH  die  Richtung  des  austretenden  Strahles.  Der  leuchtende 
Punkt  O  hat  hier  eine  solche  Entfernung  von  der  Linse»  dass 
das  entsprechende  Eintrittsbild  B  noch  näher  der  Linse  liegt, 
als  der  Krflmmungsroittelpunkt  C  In  diesem  Falle  wird  der  ana- 
tretende  Strahl  EH,  der  den  leuchtenden  Punkt  an  der  Stelle  J 
(und  nicht  etwa  In  S,  wo  er  die  Axe  schneidet)  erscheinen  iSsst, 
onter  allen  Umständen  nach  abwärts  mit  der  Axe  diveigireo; 
es  werden  Oberhaupt  alle»  von  O  ausgehenden  Strahlen»  di▼e^ 
gent  austreten»  wenn  ihre  respektiven  Eintrittsbilder  zwischen 
den  Krümmungsmittelpunkt  and  die  Linse  fallen.  Entfernt  sich 
O  immer  mehr  von  der  Linse»  so  wird  sich  auch  B  entfemeo 
und  zuletzt  in  den  Krfiromungsmitteipunkt  C  zu  liegen  kommeit 
Auch  in  diesem  Falle  wird  der  austretende  Strahl  mit  der  Axe 
divergiren;  es  wird  aber  seine  Richtung,  da  EH  bei  der  suppo- 
nirten  Bewegung  des  leuchtenden  Punktes  sich  schraubenrechta 
drehet»  bereits  mit  dem  Krfimroungshaibmesser  zusammenfallen. 
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Ueberschreitet  B  den  KrOrorouiigfdnittelpuDkt,  so  wird  EU  auf 
die  linke  Seite  des  Einfallslothes  Ex  abergehen;  nod  zuletzt 
parallel  mit  der  Axe  werden. 

Wir  wollen  nun  aber  voraussetzen,  dass  alle  von  O  ausge- 
henden Strahlen  nach  ihrem  Austritte  aus  der  Linse  divergiren, 
daAs  sich  also  O  innerhalb  ihrer  Brennweite  befinde. 

Diese  austretenden  Strahlen  hildfn  keinen  vollkommenen 
Kegel,  da  sie  sich  nicht  in  einem  einzigen  Punkte  der  Axe 
schneiden,  welchen  man  als  Scheitel  betrachten  kOnnte.  Da 
jeder  dieser  Strahlen  den  leuchtenden  Punkt  an  einem  anderen 
Orte  (in  der  ihm  zugehörigen  Senkrechten)  erscheinen  läset»  so 
8ieht  man  ihn  vielfach »  somit  als  eine  runde  (jedenfalls  krumme) 
Fläche. 

Da  die  Pupille  wegen  ihrer  Kleinheit  nur  wenige  der  aus- 
tretenden Strahlen  aufnimmt,  so  kann  man,  wenigstens  annähe- 
rungsweise, den  in  sie  eintretenden  LichtkSrper  als  vollkommen 
kegelfßrmig  betrachten;  es  wird  jedoch  das  Bild  des  leuchtenden 
Punktes  nicht  im  Scheitel  dieses  Kegels  liegen,  sondern  in  einer 
kleinen  Entfernung  davon  und  zwar  besilglich  des  beobachtenden 
Auges  vor  dem  Scheitel;  es  wird  also  ein  in  der  Nähe  des 
Scheitels  liegender  Querschnitt  des  Kegels  das  Bild  vorstellen 
und  da  dieser  Querschnitt  bei  Weitem  kleiner  l«t,  als  ^ie  Basis 
des  Kegels  d.  i.  als  die  Pupille,  so  wird  in  diesem  Falle  die 
Deutlichkeit  sehr  wenig  beeinträchtigt  werden.  Das*  ist  der  Grund, 
warum  Objekte,  die  sich  Innerhalb  der  Brennweite  der  Linse  be- 
finden, noch  so  deutlich  gesehen  werden,  wiewohl  die  Bedin- 
gungen nicht  ganz  dieselben  sind,  wie  bei  der  Betrachtung  mit 
unbewaffnetem  Auge,  denn  In  diesem  letzteren  Falle  zeigt  jeder 
der  divergent  in  dasselbe  eintretenden  Strahlen  den  leuchtenden 
Punkt  wirklich  Im  Scheitel  des  Kegels. 

Wenn  femer  die  einem  leuchtenden  Punkte  angehSrigen 
Strahlen  parallel  zu  einander  aus  der  Linse  austreten,  so  dringt 
in  das  Auge  ein  Lichtzylinder  ein,  dessen  Basis  die  Pupille 
ist.  Ein  Querschnitt  dieses  Zylinders,  dessen  Lage  durch  das 
Gesetz  des  Sn  eil  ins  genau  bestimmt  ist,  wird  das  Bild  des  leuch- 
tenden Punktes  vorstellen.  Es  erscheint  somit  ebenfalls  als 
Scheibe,  deren  Durchmesser  schon  jenem  der  Pupille  gleichkommt. 
Dieser  Umstand  wird  wohl  schon  etwas  mehr  der  Deutlichkeit 
Abbruch  thun,  als  es  zuvor  der  Fall  war,  allein  wegen  der  Klein- 
heit der  Pupille  doch  nicht  in  zu  hohem  Grade. 

Ich  übergehe  nun  zu  dem  dritten  Falle,  wo  die  einem  und 
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demselben    leuchtenden    Ponkte   angehOrigen    Strahlen   an«   der 
Linse  konvergent  austreten. 

Denkt  man  sich  demnach  das  Auge  suer^t  an  irgend  einer 
Stelle  innerhalb  des  Kegels  MuI9  (Fig.  45)  so  ist  es  der  Punkt 
Ct  der  als  Scheibe  erscheint,  da  die  den  gedachten  Kegel  bilden- 
den Strahlen  alle  von  c  herkommen.  Der  Durchmesser  dieser 
Scheibe  wird  hier  stets  grSsser  sein,  als  jener  der  Pupille  und 
zwar  desto  grSsser  je  mehr  sich  das  Auge  dem  Durschnittspunkt 
«I  nähert,  weil  dann  immer  mehr  Strahlen  in  dasselbe  eindringen; 
ja  es  kann  die  Scheibe  zuletzt  so  gross  erscheinen,  wie  die 
Linse  selbst,  wenn  nemlich  das  Auge  in  den  Scheitel  u  des 
Kegels  eintritt.  Ueberschreitet  es  diesen  Punkt,  so  dass  es  den 
divergirenden  Strahlen  des  Kegels  Owz  sich  aussetzt,  so  mu88 
auch  jetzt,  wie  vorhin,  der  Punkt  c  als  Seheibe  erscheinen  und 
zwar  an  demselben  Orte^  wie  frflher.  Unmöglich  kann  das  Auge 
die  vermöge  der  divergenten  Strahlen  erhaltenen  Eindrücke  in 
den  Kreuzungspunkt  «i  dieser  Strahlen  versetzen,  denn  das  wider- 
spricht dem  Gesetse  des  Snellius.  Je  weiter  sich  aber  das  Auge 
von  «I  innerhalb  dieses  zweiten  Kegels  entfernt,  desto  wenigere 
Strahlen  werden  in  dasselbe  eintreten  und  desto  kleiner  wird  der 
Durchmesser  der  Scheibe  sein.  Die  austretenden  Strahlen  wirken 
also,  nach  ihrer  Durchkreuzung,  wo  sie  divergiren,  ebenso  nngiin- 
stig,  wie  vor  der  Durchkreuzung,  wo  sie  konvergiren.  Wenn 
daher  in  dem  Falle  der  Figur  45  bei  der  Lage  O  des  Auges  ein 
so  deutliches  Sehen  Statt  findet,  so  ist  dieses  nur  dem  Umstände 
zuzuschreiben,  dass  von  jedem  Punkte  des  Objektes  annäherungs- 
weise nur  ein  einzelner  Strahl  in  das  Auge  gelangt«  Das  wird 
nicht  mehr  der  Fall  sein,  wenn  man  das  Auge  von  dem  Platze  0 
nSber  an  die  Linse  rfickt  und  daher  wird  auch  die  Undeutlichkeit 
mit  dieser  Annäherung  des  Auges  immer  grosser  und  grosser. 

.  Der  eben  gegebenen  Auseinandersetzung  gemäss  wird  dem- 
nach zur  Deutlichkeit  zunächst  erfordert,  dass  der  Durchmesser 
der  Bildscheibe,  als  welche  jeder  leuchtende  Punkt  erscheint, 
wenigstens  nicht  grosser  sei,  als  jener  der  Pupille.  Diese  Be- 
dingung erffillen  aber  die  divergenten  Strahlen  und  zwar  in  allen 
Abstufungen  der  Divergenz  bis  zum  Parallelismus.  Es  müssen 
jedoch  die  Strahlen  gleich  am  Anfange  ihres  Weges  gegen  das 
Auge  divergiren.  Strahlen,  die  erst  auf  dem  Wege  selbst  in  den 
Zustand  der  Divergenz  gerathen.  Indem  sie  ursprünglich  konver- 
giren und  sich  hierauf  durchkreuzen,  vermOgen  die  gedachte  Be- 
dingung nicht  zu  erfüllen.  Das  Gesagte  ist,  wie  es  sich  von 
selbst  verstehet,  nur  auf  das  subjektive  Bild  zu  beziehen.  Zor 
Entstehung  des  objektiven  Bildes  werden  wiederum  solche  Strahlen 
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erfordert,  die  eich  nach  ihrem  Austritte  aus  der  Linse  durcbkreu- 
sen,  denn  flingt  man  die  aastretenden  Strahlen  mit  einem  Schirme 
auf,  so  wird  jene  Stelle  desselben ,  welche  von  dem  Scheitel  u 
(Fig.  45)  getroffen  wird,  sehr  hell  erscheinen  mGssen,  da  sie  von 
so  vielen,  nemlich  von  allen  Strahlen  des  Kegels  belenchtet  wird. 
Der  Begriff  des  objektiven  Bildes  ist  demnach  klar  und  deutlich; 
weiches  sind  nun  aber  die  charakteristischen  Merkmale  des  sub- 
jektiven ? 

Der  Ort  u,  d.  i.  der  Scheitelpunkt  des  ans  der  Linse  aas- 
tretenden Lichtkegels  Ist  wohl  für  das  objektive  Bild  der  gün- 
stigste, bezüglich  des  subjektiven  aber  der  ungünstigste,  denn 
bringt  man  das  Auge  an  diesen  Ort,  so  ist  der  Durchmesser  des 
scheibenförmigen  Bildes  des  Punktes  c  am  grossten,  da  er  unter 
dem  Gesichtswinkel  Mulf  erscheint.  Da  ferner  von  jedem  Punkte 
dieser  Bildscheibe  nnr  ein  einzelner  Strahl  in  das  Auge  gesendet 
wird,  so  besitzt  sie  nicht  einmal  die  Helligkeit,  welche  dem  leuch- 
tenden Punkt  als  solchem  zukommt,  wenn  er  mit  unbewaffnetem 
Aoge  betrachtet  wird;  denn  in  diesem  letzteren  Falle  werden  die 
Eindrücke^  welche  die  In  das  Auge  eindringenden  Strahlen  er- 
zeugen, alle  in  denselben  Punkt,  nemlich  den  Scheitel  des  Kegels, 
woher  sie  kommen,  wieder  zurückversetzt,  sie  verstarken  sich 
also  wechselseitig  und  daher  muss  wohl  die  Helligkeit  dieses 
Punktes  mit  der  Anzahl  der  Strahlen  zunehmen. 

Für  die  EintrittsflSche  der  Linse  (Fig.  47)  ist  der  leuchtende 
Punkt  O  ohne  Zweifel  als  Objekt  zu  betrachten.  Dieses  Objekt 
wird  nun  durch  die  Brechung  an  dieser  Eintrittsfläche  modifizirt» 
—  es  wird  in  ein  anderes  verwandelt.  Diese  Umwandlung  be- 
trifft natürlich  nur  seine  optischen  Eigenschaften.  Ist  die  Ein- 
trittsfläche der  Linse,  wie  in  Figur  47  angenommen  wurde,  eine 
Ebene,  so  verwandelt  sich  der  leuchtende  Punkt  O  in  eine  leuch- 
tende Linie,  welche  in  die  optische  Aze  zu  liegen  kommt.  Diese 
Linie  unterscheidet  sich  aber  schon  wesentlich  von  leuchtenden 
fisi^chen  Linien;  denn  ein  beliebiger  Punkt  derselben  sendet 
nicht  mehr  Lichtstrahlen  nach  allen  möglichen  Richtungen  ans, 
sondern  alle  Strahlen,  die  er  wirklich  aussendet,  bilden  den 
Mantel  eines  hohlen  Kegels,  dessen  Aze  mit  der  optischen  Axe 
der  Linse  zusammenfallt.  Jädem  Punkte  der  Linie  entspricht 
also  so  ein  konischer  Strahlenmantel  und  diese  Mäntel  stecken 
wie  Dutten  in  einander.  DJese  eigenthümliche  Linie  ist  nun  wieder 
das  Objekt  für  die  Adstrittsfläche  der  Linse  und  da  letztere 
sphärisch  gekrümmt  ist,  so  wird  dieses  Objekt  wiederum  in  der 
Art  modifizirt,  dass  es  die  Figur  einer  krummen  Fläche  erhält. 
Jeder  Punkt  der  gedachten  Linie  wird  nemlich   in  einen  Ring 
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verwandelt,  desseo  Mittelpookt  in  die  optische  Axe  Mit.  Je 
weiter  der  den  Ring  erzeugende  Pankt  von  der  Linse  abstehet, 
desto  grosser  wird  der  Ring  sein,  nnd  da  diese  Ringe  in  ver- 
schiedenen zu  einander  parallelen  Ebenen  liegen ,  so  werden  sie 
|.  wohl  in  ihrer  Gesammtheit  eine  krumme  Fläche  darstellen  mOsseB, 

—  and  nur  annäherungsweise  eine  ebene  Scheibe.  Diese  leacb- 
tende  Scheibe  Ist  es  nun  wieder,  die  bexaglicb  des  Auges  ab 
Objekt  zu  betrachten  ist  und  die  sich  wiederum  von  einer  leadh 
tenden  fisischen  Scheibe  dadurch  unterscheidet,  dass  von  jedem 
Punkte  derselben  nicht  ein  Lichtkegel,  dessen  Basis  die  Papille 
ist,  in  das  Auge  dringt,  sondern  immer  nur  ein  einzelner  Strahl. 

Die  aufeinanderfolgenden  Brechungen  ändern  somit  nur  das 
ursprQnglich  gegebene  Objekt  und  zwar  in  der  Art,  dass  seioe 
optische  Erscheinung  eine  andere  wird.  Das,  was  wir  subjektives 
Bild  nennen,  ist  also  nichts  anderes,  als  eine  optische  Modiflkation 
des  Objektes  selbst  Das  subjektive  Bild  hat  also  Im  Räume 
seinen  bestimmten  Ort  und  wird  ganz  so  wahrgenommen,  wie 
Irgend  ein  fisisches  Objekt  ohne  Vermitteinng  der  Linse. 

Aber  wenn  dem  wirklich  so  ist,  so  vermag  ja  die  Linse  die 
Helligkeit  eines  einzelnen  leuchtenden  Punktes  nicht  zu  erhoben, 
auch  wenn  sie  noch  so  viele  Strahlen  von  demselben  in  das  Aoge 
bringt  In  der  That,  sie  vermag  es  nicht,  denn  die  Vermebmng 
der  Strahlen  wird  nur  die  Scheibe  vergrossero,  aber  ihre  Hellig- 
keit verbleibt  die  nemlicbe,  wie  zuvor.  Anders  verhält  es  sich, 
wenn  das  betrachtete  Objekt,  wie  z.  B.  eine  Flamme,  aus  selir 
vielen  leuchtenden  Punkten  bestehet,  denn  indem  die  scheiben- 
förmigen Bilder  dieser  Punkte  in  sehr  grosser  Anzahl  übereinaD- 
derfalien,  muss  daraus  wohl  ein  verstärkter  Licht-Effekt  resol- 
tiren. 

Hit  Bezugnahme  aof  die  Figur  46  kann  ich  nicht  umhin,  hier 
noch  eine  Bemerkung  zu  machen,  welche  die  Brennweite  betrill 
Es  sei  demnach  AF  die  Brennweite  der  änssersten  Randstrablei 
d.  h.  wenn  sich  in  F  ein  leuchtender  Punkt  befindet,   so  werden 
nur  die  äussersten  Randstrahlen  nach  ihrem  Austritte  aus  der  Liose 
in  einer  Zylinderfläche  liegen.    Ist  nun   ebenso  AG  die  Brenn- 
weite flir  die  innersten  Zentralstrahlen,  so  kann  man  den  Unter- 
schied FG  dieser  beiden  Grenzwerthe  das  Brenn* Intervall  nenneo. 
So  lange  die  Entfernung  eines  leuchtenden  Punktes  von  der  Linse 
noch  <  AF  ist,  divergiren  alle  austretenden  Strahlen  mit  der  Axe,    j 
sobald  sie  aber  >il6  wird,  konvergiren  alle  gegen  die  Axe.   bu   | 
Brenn- Intervall  ist  also  jene  Strecke,  auf  welcher  die  Umwand-    , 
lung  der  divergenten  Strahlen  in  parallele  und  hierauf  in  kenfer- 
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geote  oder  umgekehrt  bewerkstelligt  wird,  jenacbdem  sich  der 
leachtende  Punkt  Ton  F  gegeo  G  oder  umgekehrt  bewegt  Von 
diesem  Dmwandlaogsprosesse  werden,  wenn  der  leuchtende  Punkt 
sich  von  F  gegen  G  bewegt»  zuerst  die  Randstrahlen  ergriffen 
nnd  hierauf  snccesiTe  die  anderen ,  wi^  sie  gegen  die  Mitte  der 
Linse  auf  einanderfolgen. 

Befindet  sich  innerhalb  des  Brenn- Interralles  ein  Auge,  wel* 
ehes  ein  ausserhalb  der  Brennweite  der  Linse  liegendes  Objekt» 
z.  B.  eine  Flamme  betrachtet,  so  wird  es  mittelst  der  Zentral* 
Strahlen  die  Mitte  des  Objektes  aufrecht  sehen,  während  gleich* 
zeitig  die  Randstrablen  andere  Theile  des  Objektes  umgekehrt 
erscheinen  lassen.  Dieses  umgekehrte  Bild  umgibt  ringförmig 
das  aufrechte.  Dieser  Versuch  Ist  nicht  zu  verwechseln  mit  dem 
frQher  besprochenen,  bei  welchem  sich  das  Objekt  innerhalb  des 
Brenn-Intervalls  befand.  Man  muss  zu  diesem  Versuche,  da  bei 
der  vorausgesetzten  Lage  des  Auges  die  Undeutlicbkeit  sehr  gross 
ist,  natiirlich  ein  Objekt  ohne  Kontraste  wählen,  das  an  sich  hin- 
reichend hell  und,  falls  man  den  Ring  sehen  will,  auch  nicht  zn 
gross  ist.  Eine  kleine  Flamme  oder  eine  runde  Oeffnung  in  dem 
Fensterladen  eines  verfinsterten  Zimmers  wird  sich  dazu  am  besten 
eignen. 

Bier  ist  auch  der  Ort,  mein  sub  3  gegebenes  Versprechen 
ZQ  erflillen.  Unter  den  Bedingungen,  die  dem  Entwürfe  der  Figur  46 
zu  Grunde  liegen,  müssen  die  Kegel  gFh  und  MON,  von  denen 
der  erstere  die  einfallenden,  der  letztere  die  gebrochenen  aus- 
tretenden Strahlen  umfasstj  sich  in  der  Art  durchschneiden,  dass 
sie  den  gemeinscbaftlicheti  Querschnitt  cd  geben.  Befunde  sich 
das  Auge  in  F,  so  wOrde  das  Gesichtsfeld,  welches  auch  seine 
Entfernung  sein  mag,  stets  unter  dem  nemlichen  M^inkel  gFh  er* 
scheinen.  Da  sich  nun  aber  das  Auge  nicht  in  F,  sondern  in  O 
befindet^  so  wird  das  Gesichtsfeld  cd  unter  dem  Winkel  cOd, 
das  entferntere  gh  untlir  dem  grösseren  gOh  gesehen. 

Es  wird  also  das  Gesichtsfeld  dem  unbewaffneten  Auge  unter 
einem  desto  grosseren  Winkel  erscheinen,  je  entfernter  es  ist, 
während  andererseits  das  Bild  immer  unter  dem  gleichen  Winkel 
MON  gesehen  wird.  Liegt  also  das  Gesichtsfeld  an  dem  Orte  des 
gemeinsamen  Querschnitts  cd,  so  wi^d  äs  dem  unbewaffneten  Auge 
unter  demselben  Winkel  cOd  erscheinen,  wie  das  Bild,  denn  es« 
ist  cOc2  =  üfOlV  und  da  wird,  wie  schon  oben  gesagt  wurde, 
der  Gegenstand  mittelst  der  Linse  ebenso  gross  gesehen,  wie 
ohne  dieselbe. 

Oeber  diese  Grenze  hinaus  wird  die  Linse  verkleinern,  denn 

18* 


Digitized  by  VjOOQIC 


260  Xudelka:    Die  Geseire  der  Uehibrechung. 

li^S^  9^^  ausserhalb  dieser  Grenze,  so  wird  es  mit  nobewaffneten 
Auge  unter  dem  Winkel  gOh  gesehen,  während   es  die  Liose 
unter  dem  kleineren  MON  erscheinen  lässt.    Das  besttfitigt  sich 
«alles  ganz  genau  durch  den  Versuch. 

6^.  Durch  Hinzunahme  einer  zweiten  Sammellinse  kann  ein 
deutliches  Sehen  selbst  in  jenen  Fällen  erzielt  werden,  wo  sich 
das  Auge  nicht  in  O  (Fig.  45),  sondern  näher  an  der  Linse  be- 
findet, ja  selbst,  wenn  es  innerhalb  der  Brennweite  derselben 
liegt,  und  wir  wollen  nun  eine  solche  Kombination  zweier  Linsen 
betrachten. 

Es  sei  demnach  eine  Sammellinse  MN  (Fig.  48)  und  inner- 
halb ihrer  Brennweite  =  p  ein  leuchtender  Punkt  in  O.  Unter 
diesen  Umständen  weitden  die  von  ihm  ausgehenden  Strahlen  Oc 
und  Od  in  den  Richtungen  by  und  ax  austreten,  welche  Rich- 
tungen mit  der  optischen  Aze  nach  aufwärts  divergireu ;  verlängert 
man  diese  Richtungen  nach  abwärts  so  schneiden  sie  die  Axe 
in  h.  Die  aus  der  Linse  MN  austretenden  Strahlen  scheinen 
also  von  dem  Punkte  h  herzukommen.  Läge  dieser  Punkt  h 
innerhalb  der  Brennweite  =  p'  der  zweiten  Linse  PQ,  so  wurden 
beide  Linsen  zusammen  noch  gerade  so  wirken,  wie  eine  einzelne; 
es  wurden  dann  die  Strahlen  aus  der  zweiten  Linse  ebenfalls 
noch  mit  der  Axe  nach  aufwärts  divergiren  Wir  wollen  aber 
annehmen,  dass  h  ausserhalb  p'  liege,  alsdann  werden  die  ans 
der  zweiten  Linse  PQ  austretenden  Strahlen  nach  aufwärts  kon* 
vergiren  und  die  Axe  in  /  schneiden. 

Denken  wir  uns  nun  umgekehrt,  /sei  ein  leuchtender  Punkt 
und  das  Auge  in  O,  so  werden  die  von  /  ausgehenden  Strahlen 
fe  und  fg  nach  ihrem  Durchgänge  durch  beide  Linsen  genan 
gegen  das  Auge  konvergiren  und  sich  daselbst  schneiden.  Aber 
eben  weil  sie  konvergirend  in  das  Auge  eintreten,  wird  ein  deut- 
liches Sehen  unmöglich  sein.  Es  würde  auch  keine  Deutlichkeit 
zu  Stande  kommen,  wenn  der  leuchtende  Punkt  von  dem  Orte  f 
näher  an  die  Linse  PQ  gerflckt  würde,  etwa  nach  u,  denn  als- 
dann würde  sich  der  Vereinigungspunkt  der  aus  der  Linse  MN 
austretenden  Strahlen  von  dieser  Linse  weiter  entfernen,  etwa 
nach  r;  das  Auge  aber,  das  innerhalb  des  Kegels  crd  liegt,  be- 
fände sich  alsdann  jedenfalls  in  dem  Bereiche  konvergenter  Strahlen, 
deren  es  wegen  der  Ausdehnung  der  Pupille  nicht  wenige  auf* 
zunehmen  vermag.  Die  Undeutlichkeit  ist  so  gross,  dass  man 
eine  Schrift,  die  sich  zwischen  /  und  PQ  befindet,  so  zu  sagen, 
gar  nicht  wahrnimmt.  Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man 
den  leuchtenden  Punkt  über  /  hinaus  in  eine  grOssere  EntTernung 
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von  der  ObjektiTÜnse  PQ  versetzt»  etwa  nach  q ;  denn  da  werden 
die  von  q  ausgehenden  Strahlen  nach  erlittener  Brechung  In  der 
Objektivlinse  sich  schon  in  k  vereinigen,  welcher  Punkt  zwischen 
den  beiden  Linsen  liegt  Von  diesem  Punkte  k  gelangen  dann 
die  Strahlen  s  indem  sie  weiter  ihre  Wege  fortsetzen ,  in  divergi- 
renden  Richtungen  zur  Okularlinse  MN,  Fällt  nun  k  bezüglich 
des  Okulars  in  einen  elementaren  Brennpunkt»  so  werden  die 
Strahlen  aus  dem  Okular  parallel  austreten;  liegt  aber  k  ausser- 
halb oder  innerhalb  der  elementaren  Brennweite»  so  werden  die 
Strahlen  aus  dem  Okular  konvergiren  oder  divergiren.  In  den 
beiden  letzteren  Fällen  wird  der  leuchtende  Punkt  q  als  Scheibe 
erscheinen»  die  grOsser  ist  als  die  Pupille.  Der  gfiostigste  Fall 
wird  also  der  erste  sein»  denn  da  erscheint  das  Bild  des  leuch- 
tenden Punktes  so  gross»  wie  die  Pupille»  und  nicht  grOsser. 

Schon  aus  dem  früher  Gesagten  erhellet»  dass  k  in  Bezug 
auf  das  Okular  nicht  die  Rolle  eines  Objektes  spielen  kann»  was 
sich  fibrigens  schon  daraus  ergibt»  dass  ein  Innerhalb  der  Brenn* 
neite  einer  Sammellinse  liegender  Gegenstand  desto  deutlicher 
gesehen  wird»  je  näher  er  an  die  Linse  gerflckt  wird»  während 
bezaglich  des  Vereinigungspunktes  k  das  gerade  Gegentheil  Statt 
findet,.—  mit  seiner  Annäherung  an  das  Okular  nimmt  die  Dn- 
deutlicnkeit  zu.  Soll  also  bei  einer  solchen  Kombination  zweier 
Linsen  noch  ein  deutlidhes  Sehen  Statt  finden»  so  rouss  k  in 
einen  elementaren  Brennpunkt  fallen»  welcher  ein  wenig  Innerhalb 
der  Brennweite  des  OkuUrs  liegen  dürfte.  So  wie  k^  müssen 
auch  die  objektiven  Bilder  der  übrigen  Punkte  des  ausgedehnten 
Gegenstandes  $t  (Fig.  48)  in  ihre  respectiven  elementaren  Brenn- 
ponkte  zu  liegen  kommen. 

Da  nun  aber  der  Ort  k  des  objektiven  Bildes  sich  mit  der 
Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  q  ändert»  so  ist  klar»  dass 
sich  auch  die  Distanz  der  beiden  Linsen  nach  der  jeweiligen  Ent- 
fernung des  Objektes  werde  richten  müssen. 

Streng  genommen  ist  die  Objektivlinse  selbst  schon  als  Ob- 
jekt für  das  Okular  zu  betrachten»  aber  als  ein  solches»  welches 
die  dahinter  befindlichen  Gegenstände  wahrzunehmen  gestatte^ 
und  überdiess  auch  die  Richtungen  der  von  diesen  Gegenständen 
herkommenden  Strahlen  abzuändern  vermag. 

Die  Wirkung  einer  solchen  Kombination  zweier  Linsen  ist 
übrigens  eine  sehr  komplizirte,  Sie  hängt  ab  von  der  Lage  des 
Auges  gegen  das  Okular ,  von  der  Entfernung  des  Gegenstandes 
and  unter  übrigens  gleicb^p  Umständen  von  der  Distanz  der  bei- 
den Bestandtheile. 
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Hat  das  Auge  eine  bestimmte  Lage  In  O  (Fig.  48)  eioge- 
nommen»  so  ist  das  System  der  austretenden  Strahlen,  die  den 
Kegel  eOd  bilden  und  durch  welche  das  Okular  seine  EindrSeke 
dem  Auge  übermittelt,  ein  ftir  allemal  fixirt.  Welches  auch  immer 
die  Entfernung  des  Gegenstandes  und  welches  auch  immer  die 
Distanz  der  beiden  Linsen  sei,  das  Auge  Terroag  nur  Iftngs  der 
Richtungen,  die  innerhalb  des  Kegeis  cOd  liegen,  seine  Wahr- 
nehmungen zu  erhalten.  Ist  aber  das  System  der  austretenden 
Strahlen  fixirt,  so  ist  es  auch  das  der  einfallenden.  Bei  der  Lage 
O  des  Auges  (Fig.  48)  bilden  also  die  auf  das  Okular  failendeo 
Strahlen  den  Kegelstutzen  ybax,  der  unten  die  Fläche  des  Okulars 
zur  Basis  hat  und  dessen  obere  Basis  ganz  oder  zum  Theüe  vod 
der  Objektivlinse  PQ  gebildet  wird.  Die  von  irgend  einem  Ob- 
jekte auf  die  Objektivlinse  fallenden  Strahlen  werden  demnach 
auch  ein  ganz  bestimmtes  System  darstellen  müssen,  nemllch  eio 
solches,  das  nach  seiner  Brechung  in  dieser  Linse  den  gestutzten 
Kegel  ybax  zu  geben  vermag.  Dieses  System  wird  unter  den 
obwaltenden  Umständen  immer  eine  Kreuzungstelle  /  haben,  welche 
bekanntlich  ein  Kreis  ist,  durch  den  also  alle  auffallenden  Strahlen 
durchgehen. 

Bringt  man  das  Auge  successive  in  immer  grossere  Entfer- 
nungen vom  Okular,  so  wird  der  Lichtkorper,  den  die  auf  diese 
Linse  fallenden  Strahlen  bilden,  immer  andere  Gestalten  annehmeo, 
wie  Figur  43  zeigt.  Hatte  er  Anfangs  bei  der  Lage  a  des  Auges 
die  Geslait  eines  Stutzens,  so  ist  er  bei  der  Lage  e  zylindrisch 
und  bei  der  Lage  h  bildet  er  Doppelkegel. 

Im  ersten  Falle  wird  das  Objektiv,  je  nach  seiner  Entfemoog 
vom  Okulare,  bald  das  ganze  Gesichtsfeld  dieses  letzteren  aus- 
fällen, bald  nur  irgend  einen  Theil  desselben  einnehmen.  In  die- 
sem letzteren  Falle,  wo  das  Objektiv  nicht  das  ganze  Gesichts- 
feld  des  Okulars  einnimmt,  werden  jene  Theüe  des  Gesichtsfeldes, 
weiche  die  Objektivlinse  umgeben,  bloss  durch  die  Okularlinse 
gesehen.  Da«  Ai|ge  erhält  daher  von  diesen  Theilen  nur  ein  sehr 
verworrenes  Bild,  welches  auch  die  Wirkung  jener  Strahlen,  die, 
ihren  Weg  durch  das  Objektiv  nehmen  mussten,  nothwendig  be- 
einträchtigt. Man  muss  daher  sorgen,  dass  das  Objel^tlv  stets 
das  ganze  Gesichtsfeld  des  Okulares  einnehme  oder  mit  seineo 
periferischen  Theilen  über  dasselbe  hinausreiche.  Es  ist  übrigeos 
klar,  dass  je  mehr  die  Objektivlinse  PQ  vom  Okular  entfernt  wird, 
der  Durchschnittspunkt  f  (Fig.  48)  desto  näher  an  die  Objektiv- 
linse heranrücken,  aber  stets  ausser  ihrer  Brennweite  verbleiben 
müsse. 
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Im  sweiCeo  Falle  wird  die  Objektivlinse  bei  jeder  Distaos 
einen  gleich  grossen  Theil  von  dem  Gesichtsfelde  des  Okalars 
einnehmen  and  der  Durchschnittspunkt  /  wird  immer  in  gleicher 
Entfernung  Tom  Objektiv  sich  befinden,  nemllch  in  seinen  Brenn- 
punkt fallen. 

Die  meiste  Abwechslung  bietet  der  dritte  Fall.  Es  kann 
nemlich  die  Objektiviinse  diesseits  oder  jenseits  der  Durchschnitts- 
stelle z  (Fig.  43)  oder  an  dieser  Stelle  selbst  liegen.  Liegt  sie 
biolängllch  nahe  an  z,  so  wird  sie  mit  ihren  periferischen  Thellen 
über  das  Gesichtsfeld  des  Okulars  hinausreichen  und  zwar  desto 
mehr  je  niher  daran  sie  liegt.  Fällt  %  gerade  in  die  Oberfliche 
der  Objektivlinse  (Fig.  48)  oder  innerhalb  ihres  Korpers»  so  wird 
ein  zentraler  Theil  des  Objektivs  von  dem  Durchmesser  mn  hin- 
reichen, um  alle  zum  Auge  gehenden  Strahlen  durchzulassen. 
Man  vantöA  jedoch  bedenken,  dass  z  kein  Punkt,  sondern  ein  Kreis 
ist,  ond  desshalb  wird  der  Durchmesser  mit  etwas  grosser  aus- 
fallen mfissen. 

Man  kann  somit  den  Rand  der  Objektivlinse  bis  auf  diesen 
zentralen  Theil  bedecken  und  wird  doch,  wie  man  sich  leicht 
überzeugen  kann,  durch  die  TerbältnissrnSssig  kleine  Oeffnung 
des  Diaphragma,  die  betrachteten  Gegenstände  ganz  eben  so  gut 
sehen,  wie  bei  Anwendung  der  vollen,  unbedeckten  Objektivlinse. 
Es  findet  also  auch  bei  einer  Kombination  zweier  Linsen  etwas 
ähnliches  Statt,  wie  bei  einer  einzelnen.  Es  verstehet  sich  von 
selbst,  dass  jene  Strahlen;  welche  etwa  durch  den  aus  dem  Ge* 
aichtsfelde  des  Okulares  herausragenden  Theil  des  Objektives 
hindurchgehen,  gar  nicht  ins  Auge  gelangen  können.  Setzt  man 
den  Fall  der  Figur  45  voraus,  so  wird  der  Effekt  abhängen  von 
der  Entfernung,  welche  das  Objektiv  Ton  F  hat;  ob  sich  nemlich 
F  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Brennweite  des  Objektives  oder 
im  Brennpunkte  desselben  befindet,  denn  von  diesen  Umständen 
wird  zunächst  wieder  die  Gestalt  des  auf  das  Objektiv  fallenden 
Lichtkorpers  abhängen. 

In  dem  Falle,  wo  sich  F  ausserhalb  der  Brennweite  des 
Objektivs  befindet,  wird  dieser  letztere  Licbtkörper  die  Gestalt 
von  Doppelkegeln  haben,  und  es  wird  somit  wiederum  eine  Durch- 
schnittsstelle vorbanden  sein,  die  wir  in  Gedanken  mit  G  bezeich- 
nen wollen.  Die  Strahlen  schneiden  sich  dann  zweimal  in  G  und 
F,  bevor  sie  ins  Auge  kommen.  Liegt  ein  Gegenstand  der  Ob* 
jektivlinse  näher  als  6,  so  wird  er  noch  verkehrt  gesehen,  liegt 
er  aber  jenseits  G,  so  erscheint  er  wieder  aufrecht. 

Wild  die  Distanz  der  beiden  LinscQ  im  Allgemeinen  grosser 
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genommen  ab  p+p'$  so  wird  nach  Umständen  dag  Objekt  it 
(Flg.  48)  recht  nahe  an  den  Brennpunkt  des  ObjektiTS  gerflckt 
werden  müssen,  wenn  das  durch  die  letztere  Linse  erzeugte  ob- 
jektive Bild  noch  innerhalb  der  Brennweite  des  Okulars  falleo 
soll.    Dieser  Fall  findet  bei  den  Mikroskopen  seine  Anwendang. 

Ist  die  Distanz  der  beiden  Linsen  z=:p  +  p'  oder  kleiner  als 
diese  Summe  der  Brennweiten,  so  wird  der  betrachtete  Gegen- 
stand schon  weiter  Tom  Objektiv  abstoben  mOssen,  wenn  das 
durch  das  letztere  erzeugte  objektive  Bild  innerhalb  |der  Brenn- 
weite des  Okulars  fallen  soll,  und  zwar  desto  weiter,  je  kleiner 
die  Distanz  der  Linsen  ist.  Dieser  Fall  liegt  den  Fernrohren  za 
Grunde.  Da  sich  diQ  Entfernung  der  Süsseren  Gegenstände  nicht 
ändern  lässt,  so  wird  man  die  richtige  Einstellung  des  objektiven 
Bildes  nur  dadurch  erreichen,  dass  man  die  Distanz  der  Linsen 
abändert,  und  da  femer  die  Deutlichkeit  hier  ganz  unabhängig 
ist  von  der  Lage  des  Auges  gegen  das  Okular,  so  kann  das  Ange 
in  verschiedene  Entfernungen  von  diesem  versetzt  werden,  ohne 
dass  die  Deutlichkeit  leidet,  aber  die  Gr5sse  des  Gesichtsfeldes 
wird  sich  natürlich  verändern. 

Was  die  Vergrusserung  anbelangt,  welche  eine  solche.Liosen- 
Kombination  beypirkt,  so  muss  sie  nach  denselben  Prinzipien, 
wie  bei  einer  einzelnen  Linse,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  die 
Kombination  den  Zweck  eines  Fernrohres  oder  Mikroskopes  sa 
erfallen  hat,  bestimmt  werden.  Ist  das  Auge  in  O  (Fig.  48),  so 
sieht  es  das  Bild  von  si  unter  dem  Winkel  cOd;  dem  unbewaff- 
neten Auge  aber  erscheint  st  unter  dem  Winkel  sOt,  daher  die 

Vergrusserung  =  -qj»     Diese  V^rgrösserung  wird  sich  natürlich 

ändern  in  allen  den  Fällen,  wo  sich  die  Winkel  selbst  ändern. 

§.  23.    Ein  Prisma  erzeugt  von   einem   Objekte  unzäh- 
lige hinter  einander  liegende  Bilder,  von  denen  jedes 
folgende  bezüglich  des  vorhergehenden  ein  wenigver- 
schoben erscheint. 

Wir  wollen  zuerst  den  Fall  in  Betrachtung  ziehen,  ^o  das 
Licht  bloss  eine  einmalige  Brechung  und  zwar  an  einer  ebenen 
Trennungsfläche  mn  (Fig.  49)  erleidet  und  dann  zum  Prisma  über- 
gehen. 

Ist  demnach  o  ein  leuchtender  Punkt  und  geschieht  die 
Brechung  zum  Einfallslothe,  so  werden  die  pnzähligep  Bilder  des- 
selben wie  r,  s,  t  etc.  bekanntlich  alle  oberhalb  o  in  der  Ver- 
längerung der  Senkrechten  oz  liegen.  In  ihrer  Gesammtheit  geben 
diese  Bilder  eine  Linie  rf,  die  sowohl  für  ein  innerhalb  des  bre- 
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chenden  Medioms  befindliches  Auge  als  aacfa  bezüglich  der  Aos- 
trittsfläche  als  Objekt  zu  betrachten  ist  Alle  Strahlen,  die  von 
irgend  einem  Punkte  dieser  Linie  ausgesendet  werden ,  liegen, 
wie  bereits  bekannt.  In  der  Oberfläche  eines  Kegels.  So  ent- 
spricht dem  Punkte  I  der  Strahlenmantei  lab,  der  von  der  Ans- 
trittsflSche,  falls  diese  gegen  mn  geneigt  ist,  in  einer  Ellipse  ab 
geschnitten  wird.  Ebenso  entsprechen  den  anderen  Punkten  r 
und.«  die  Strahlenmantei  grh  und  esf.  Ein  innerhalb  des  bre- 
chenden Mediums  befindliches  Auge  wird  wegen  der  geringen 
Ausdehnung  der  Pupille  natürlich  nicht  die  ganze  Linie  ri  über- 
sehen kennen,  sondern  nur  irgend  ein  Stück  derselben.  Da 
jedoch  die  Punkte  des  übersehenen  Stückes  alle  in  der  nemlichen 
Senkrechten  liegen  und  sich  daher  ihre  Eindrücke  in  der  Wahr- 
nebmung  decken ,  so  folgt,  dass  der  leuchtende  Punkt  o  nicht 
als  Linie,  sondern  wiederum  nur  als  Punkt  erscheinen  künne. 
Die  Projektion  von  rt  in  der  Ebene  mn  ist  ein  Punkt  und  es  ist 
geradeso,  als  wenn  diese  Projektion  von  dem  Auge  wahrgenom- 
men würde. 

Ist  nun  femer  pq  ein  ausgedehnter  Gegenstand,  so  werden 
von  diesem  ebenfalls  unzählige  hinter  einander  liegende  Bilder» 
wie  fih,  ik,  lu  etc.  entstehen  und  auch  diese  werden  sich  in  der 
Wahrnehmung  vollkommen  decken  müssen,  da  sich  ihre  Projek- 
tionen in  der  Ebene  mn  decken. 

Ganz  dasselbe  wird  auch  Platz  greifen,  wenn  wir  einen  Gegen- 
stand durch  ein  von  parallelen  Ebenen  begrenztes  Medium  be- 
trachten, weil  in  diesem  Faliß  die  Normale  der  Austrittsfläche 
mit  der  Normalen  oz  der  Eintrittsfläche  zusammenßlllt 

Ganz  Anders  wird  sich  aber  die  Sache  bei  einem  Prisma  ver- 
halten. Da  werden  die  unzähligen,  von  einem  leuchtenden  Punkte 
entstehenden  Bilder  (Austrittsbilder)  in  einer  Kurve  dag  (Fig.  32) 
liegen,  wenn  man  die  Erscheinung  in  einer  durch  den  leuchtenden 
Punkt  senkrecht  gegen  die  brechende  Kante  gelegten  Ebene  be- 
trachtet. Die  Figur  32  wurde  übrigens  unter  der  Voraussetzung 
entworfen,  dass  alle  drei  Strahlenparthieen  zur  Erzeugung  der 
Kurve  mitwirken.  Auf  einmal  wird  man  jedoch  diese  Kurve,  wie 
leicht  begreiflich,  nicht  übersehen;  es  kommen  jedoch  alle  ihre 
Theile  nach  einander  zur  Anschauung,  wenn  man  das  Prisma  vor 
dem  Aoge  um  seine  Axe  drehet.  Hält  man  das  Prisma  zuerst«so,  dass 
die  Kantenstrahlen  in  das  Auge  gelangen,  so  wird  die  Kurve  an 
dem  Ende  d  sichtbar  und  wenn  man  dann  durch  Drehung  des 
Prisma  allmählig  zu  den  Strahlen  der  mittleren  und  offenen  Par- 
thie  übergehet,  werdep  ihre  anderen  Theile,  wie  sie  von  d  gegen 
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g  zu  aafeinanderrolgeii»  zar  Anscbaoung  gelangen.  Nehmen 
wir  nun  an,  dase  bloss  gewisse  Strahlen  der  mittleren  Parthie 
in  das  Auge  eindringen,  so  mögen  die  diesen  Strahlen  entspre- 
chenden Eiotrittsbilder  des  leuchtenden  Punktes  o  zwischen  r 
und  I  (Fig.  50)  in  der  Verlängerung  der  Geraden  oz  liegen,  welche 
auf  der  Eintrittsfläche  mn  des  Prisma  mnp  senkrecht  stehet 

Fällt  man  nun  von  allen  diesen  Eintrittsbildern  Perpendikel 
auf  die  Austrittsfläche  pn  des  Prisma,  wie  m,  «9,  Uo  etc.,  so 
werden  den  Eintrittsbildern  r,  i»  I  die  Austrittsbilder  a,  c,  e  eot- 
sprechen  und  es  wird  unmittelbar  rt,  mittelbar  aber  der  leuch- 
tende Punkt  o  wieder  in  eine  Linie  ae  verwandelt,  welche  jeee 
Perpendikel  schräg  durchschneidet. 

Diese  Linie  ae  ist  als  derjenige  Theil  der  Austrittskur?e  zu 
betrachten,  den  man  auf  einmal  äbersieht.  Ihre  Projektion  in  der 
Ebene  pn  wird,  da  sie  gegen  diese  Ebene  geneigt  ist,  nicht  mehr 
ein  Punkt,  sondern  ebenfalls  eine  Linie  sein. 

Ist  nun  das  betrachtete  Objekt  ausgedehnt,  z.  B.  eine  Linie 
oqt  die  wir  uns  in  einer  auf  die  brechende  K^nte  senkrecht  ge- 
legten Ebene  liegend  vorstellen  wollen,  so  werden  natfirlicb  tod 
dieser  ebenfalls  sehr  viele  Bilder  wie  a6,  cd^  ef  etc.  entstehen. 
Diese  Bilder  liegen  wohl  auch  jetzt  hintereinander,  so  wie  zuvor 
bei  einem  von  parallelen  Ebenen  begrenzten  Medium,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  jetzt  jedes  folgende  Bild  gegen  das  unroittel- 
bar  vorhergehende  ein  wenig  verschoben  erscheint.  Die  Projek- 
tionen dieser  Bilder  in  der  Austrittsfläche  des  Prisma  werden 
sich  daher  nicht  mehr  vollständig  decken  und  es  wird  eine  solche 
Deckung  auch  in  der  Wahrnehmung  nicht  mehr  Statt  haben 
kSnnen.  Die  Verschiebung  beträgt  aber  von  einem  Bilde  zum 
andern  nicht  gleichviel,  weil  ja  die  Perpendikel  nicht  gleiche  Ab- 
stände haben. 

Noch  Eines  muss  ich  hier  bemerken.  Wir  haben  bis  nun  die 
Erscheinung  in  einer  gegen  die  brechende  Kante  senkrecht  ge- 
legten Ebene  betrachtet.  Unter  dieser  Voraussetzung  kommen 
von  dem  ganzen  Strahlenmantel  atb  (Fig.  49)  natSrIich  nur  die 
zwei  Strahlen  Ib  und  to,  die  um  180^  von  einander  abstehen,  zur 
Berflcksichtigung.  Zieht  man  von  i  die  tx  senkrecht  auf  die 
Austrittsfläche,  so  wird  der  Strahl  tö,  der  in  der  Richtung  bc 
austritt,  jenes  Perpendikel  in  a  schneiden  und  der  Strahl  to» 
welcher  nach  seinem  Austritte  die  Richtung  ad  annimmt,  wird  es 
in  ß  schneiden.  Es  werden  demnach  a  und  ß  die 'Austrittsbilder 
sein,  welche  den  genannten  um  ISO^  abstehenden  Strahlen  ent« 
sprechen.    Da  nun  aber  die  Qbrigen  Strahlen  des  Mantels  atb. 
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welche  stt  beiden  Seiten  der  gegen  die  brechende  Kante  senk- 
recht gelegten  Ebene  liegen ,  an  der  AnstrittsflSche  ebenfalls  ge- 
brochen werden,  so  werden  die  diesen  letzteren  Strahlen  ent- 
sprechenden Austrittsbilder  noth wendig  zwischen  a  und  ß  in  jene 
Senkrechte  fallen.  Werden  also  alle  Strahlen  des  Mantels  atb 
in  Betracht  gezogen,  so  wird  i  in  ein  lineares  Bild  aß  verwandelt. 
Dieses  Bild  aß  liegt  ganz  in  dem  Perpendikel  ix  und  hat  die 
Eigenthamlichkeit,  dass  von  jedem  Endpunkte  desselben  nur  ein 
Strahl,  von  jedem  intermediSren  Punkte  aber  zwei  Strahlen  aus« 
gesendet  werden.  Da  nun  das  Gesagte  auch  von  den  anderen 
Punkten  der  Linie  tr  gilt,  so  wird  diese  letztere  durch  die  Bre- 
chung an  der  Austrittsfläche  des  Prisma  eigentlich  zu  einer 
ebenen,  auf  der  brechenden  Kante  senkrecht  stehenden  FUche 
ausgedehnt. 

Diese  Betrachtung  wird  im  Allgemeinen,  unter  Berücksich- 
tigung der  obwaltenden  Einschränkungen  auch  dann  in  Anwendung 
kommen  müssen,  wenn,  wie  das  beim  Auge  der  Fall  ist,  nicht 
alle,  sondern  nur  einige  wenige  Strahlen  eines  solchen  Mantels 
in  dasselbe  eindringen.  Denn  ruhet  das  Auge  gerade  unterhalb 
by  so  wird  es  nicht  bloss  den  Strahl  <6,  sondern  da  die  Pupille 
eine  gewisse  Grösse  hat,  auch  noch  mehrere  andere  Strahlen 
des  Mantels  atb^  die  zu  beiden  Seiten  von  ib  liegen,  aufnehmen 
können.  Es  wird  also  das  Auge  ein  gewisses  Stflck  vom  oberen 
Ende  der  Linie  aß  Clbersehen  können.  Durchwandert  das  Auge 
hierauf  in  der  Richtung  von  b  gegen  a  den  hohlen  Raum  des 
Strahlenmantels  atb^  so  kann  es  von  dem  Eintrittsbilde  t  keinen 
Eindruck  mehr  erlitten,  wohl  aber  von  i,  r  etc. 

Erst  wenn  das  Auge  unterhalb  a  ankommt,  wird  es  wiederum 
den  Strahl  aty  der  nach  ad  gebrochen  wird,  und  mit  diesem  noch 
mehrere  andere  aufnehmen,  so  dass  jetzt  wiederum  ein  bestimmtes 
Stflck  vom  unteren  Ende  der  Linie  aß  sichtbar  wird*  Da  sich 
aber  das  von  dem  Auge  übersehene  Stück  der  Linie  aß  als  ein 
Punkt  auf  die  Austritte^äche  projizirt,  so  wird  es  auch  in  der 
Wahrnehmung  diesen  Charakter  haben. 

Am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  sei  es  mir  erlaubt  das  Er- 
gebnis« desselben  in  wenigen  Worten  zusammenzufassen.  Das 
Ergebniss  ist  die  Thatsache,  dass  durch  die  Brechung  an  der 
Anstrittsfläche  des  Prisma,  eine  Verschiebung  der  Bilder  bewirkt 
werde,  welche  durch  die  Brechung  an  der  Eintrittsfläche  entstehen. 
Diese  Thatsache  hängt  innig  mit  dem  Gesetze  desSneliius  zu- 
sammen  upd  es  ist  dadurch  die  Wirkungsweise  des  Prisma  ge- 
nau charakterisirt. 
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Ad  dieses  Resultat  kniipfl  sich  unmittelbar  der  Gedanke,  ob 
diese  Verschiebung  nicht  yielleicht  die  Ursache  der  prismatiscben 
Farben  sei? 

Betrachtet  mao  durch  ein  Prisma  eine  FiSche,  die  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  eine  gleiche  Beschaffenheit  hat«  so  wird  aus 
der  gegenseitigen  Deberdeckung  ihrer  Bilder  wohl  nichts  Neues 
resultiren  können»  da  immer  Gleiches  über  Gleiches  fallt.  Wenu 
aber  das  Objekt  Kontraste  enthält,  wenn  wir  z.  B.  ein  weisse« 
Quadrat  auf  schwarzem  Grunde  betrachten,  werden  da  nicht  noth- 
wendig  dunkle  Parthieen  gewisser  Bilder  über  belle  anderer 
fallen?  wird  nicht  der  resultirende  Eindruck  ein  anderer  als  bei 
vollkommener  Ueberdeckung  sein  müssen? 

Dieser,  in  der  Theorie  wurzelnden  und  unmittelbar  daraus 
sich  ergebenden  Auffassung  ist  jedoch  die  Lehre  N^wton's  ent« 
gegen,  welche  gestützt  auf  einen  Versuch  die  Farben  als  Be* 
standtheile  des  weissen  Lichtes  erklärt.  So  wie  das  M^asser 
durch  den  elektrischen  Strom  in  seine  chemischen  Bestandtbeile 
zerlegt  wird,  so  wird  nach  dieser  Lehre  der  Sonnenstrahl  durch 
Vermittlung  des  Prisma  in  seine  optischen  Bestandtbeile  zerlegt. 

Wir  müssen  uns  daher  jetzt  dem  Newton 'sehen  Versuche 
zuwenden  und  ihn  genau  durchprüfen,  ob  er  wirklich  jene  Be- 
weiskraft besitze,  die  ihm  zugeschrieben  wird. 

{.  24.     Abänderung   des    Newton'schen    Fundamental- 
versuches. 

Es  sind  bereits  zwei  Jahrhunderte  verflossen,  seitdem  Newton 
seinen  schönen  Versuch,  der  das  Farbenbild  liefert,  angestellt 
hat.  Das,  was  dieser  Versuch  unmittelbar  zur  Anschauung  briii§^ 
die  allgemein  bekannten,  sichtbaren  Resultate  desselben,  sind  qd- 
antastbar;  nicht  so  der  Schluss,  der  daraus  gezogen  wurde,  dass 
nemlich  der  Sonnenstrahl  oder  überh^iupt  das  weisse  Licht  aus 
farbigen  oder  verschieden  brechbaren  Theilen  zusammengesetzt  sei. 

In  Optice,  auctore  Jsaaco  Newton,  1740  finden  wir  auf 
Seite  18  folgeiides  Theorem: 

Lumen  solis  constat  e  radiis  diverse  refrangibilibus.  Pro- 
batio  ab  ezperimentis  desumpta. 

Obgleich  nun  der  Beweis  dieses  Theorems  aus  dem  Versuche 
hergenommen  wird,  so  ist  das  doch  nicht  in  dem  Sinne  zu  ver- 
stehen, als  ob  dieses  Theorem  nichts  anderes  wäre,  als  nur  der 
blosse  Ausdruck  einer  unmittelbaren  Wahrnehmung.  Est  ist 
vielmehr  ein  Schluss,  denn  wir  lesen  weiter  auf  Seite  21 : 
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Cum  igitur  e  contrario  ezperientia  evincator^  imaKinem  latain 
non  rotuiidain  esse,  sed  iatitudinem  ipsiua  circiter  quinqae  parti- 
bus  longitadioe  superari:  omnino  radii«  qui  majori  refractione  ad 
superioreni  iniaginia  extremitatem  mittun tur,  magis  quam  ii  qui 
ad  infenua  ejusdem  eztremum  progredinntur,  refrangibiles  aint, 
necesse  e^t;  nisi  ea  forte  sit  refractionis  bujusce  inaequalitaa, 
qnae  casu  posait  accidere.  Quo  quideni  ampliua  firmatur  id,  quod 
erat  prima  prbpoaitione  comprobandum^  oempe»  quae  lumina  colore 
differant,  ea  itidem  refrangibilitate  intdr  ae  differre. 

Waa  also  der  Verbuch  unmittelbar  darbietet,  ist  die  Wahr* 
nehmung»  das«  das  Spektrum  nicht  rund,  sondern  oblong  sei»  und 
daraus  zog  nun  Newton  jenen  Schluss,  den  er  in  der  Form  des 
obigen  Theorems  der  Nachwelt  überliefert  hat. 

Dieser  Schluss  wäre  nur  dann  ganz  richtig,  wenn  ausser  dem 
dünnen  Bündel  Sonnenstrahlen,  die  mau  durch  die  runde  Oeff- 
nung  des  Fensterladens  in  das  Verfinsterte  Zimmer  leitet,  gar 
keine  anderen  Strahlen  durch  das  Prisma  durchgehen  könnten; 
dann  konnte  man  wohl  und  mit  Recht  behaupten,  die  Farben  des 
Spektrums  mfissen  aus  dem  ireissen  Lichte  herstammen;  dann 
kuunte  man  sie  als  ausschliessliches  Eigeothum  dieses  Lichtes 
betrachten. 

Allein  die  Sache  verhfilt  sich  anders.  Man  kann  doch  an- 
muglich  die  kleine,  runde  Oeffhüng  oder  die  schmale,  Hchtgebende 
Spalte  als  das  alleinige  Objekt  betrachten,  das  sich  im  Gesichts- 
felde des  Prisma  vorfindet  und  dieses  ganz  ausfOllt;  man  kann 
unmöglich  erwarten,  dass  das  Prisma  nur  die  Oeffhüng  und  nicht 
auch  tbeilweise  ihre  Umgebung,  d.  i.  Theile  des  Fensterladens, 
Inwieweit  sie  im  Gesichtsfelde  liegen,  abbilden  werde. 

Wird  demnach  der  Versuch  unter  den  gewöhnlichen,  von 
Newton  angegebenen  Bedingungen  angestellt,  so  gehdn  durch  das 
Prisma  oebst  den  Strahlen,  welche  die  Oeffndtig  liefert,  auch 
noch  solche  hindurch,  die  von  ihrer  Umgebung  herkommen.  Da 
nun  aber  die  helle  OeSbung  mit  ihrer  Umgebung,  welche  dunkel 
ist,  einen  Kontrast  bildet,  so  bestehet  das  Irrthflmliche  Aes  obigen 
Schlusses  darin,  dass  das,  was  möglicher  Weise  die  Wirkung 
des  Kontrastes  ist,  dem  weissen  Lichte  allein  zugeschrieben  wird. 

Um  nun  diese  Frage  mit  Sicherheit  zu  entscheidet,  muss 
man  den  Newton'schen  Versuch  in  der  Art  abändern,  dass  aus 
dem  Gesichtsfelde  des  Prisma  jeglicher  Kontrast  beseitigt  werde. 
Man  erreicht  diesen  Zweck  mit  Hilfe  einer  matt  geschliffenen 
Glastafel.     Diese  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  vor  das  Auge  ge- 
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halten»  die  äusseren  Gegenstände  unsichtbar  and  somit  auch  ihre 
Kontraste  verschwinden  macht.  Setzt  man  sie  aber  der  direkten 
Einwirlcnng  der  Sonne  aus,  so  bildet  sie  im  durchgelassenen 
Lichte  eine  weisse^  gleichförmig  helle  Fläche  und  wird  so  su 
einer  ausgiebigen  Quelle  weissen  Lichtes.  Eine  solche  Tafel 
habe  ich  nun  als  Rfickwand  MN  (Fig.  51)  eines  dunlclen,  vor* 
läufig  aus  Pappendeckel  angefertigten  Kastens  eingesetzt.  In  der 
vorderen  Wand  EF  dieses  Kastens  befand  sich  eine  viereckige 
Oeffnnng  zur  Aufnahme  eines  Prisma.  Dieses  letztere»  ein  ge- 
wöhnliches Glasprima»  wurde  an  den  beiden  Seitenflächen»  die 
den  brechenden  Winkel  einschliessen,  mit  dOnnem,  geschwärzten 
Papiere  bedeckt«  in  welches  man  vorläufig  zwei  schmale,  zur 
brechenden  Kante  parallele»  einander  gegenüberstehende  Schlitze 
oder  Spalten  ab  und  cd  eingeschnitten  hat.  Die  dritte  Seiten- 
fläche pn  wurde  ebenfalls  und  zwar  ganz  mit  Papier  bedeckt, 
aber  nur  desshalb»  um  ihre  störende  Einwirkung  zu  beseitigen. 

So  zubereitet  wurde  das  Prisma  mit  seiner  Axe  vertikal  in 
die  gedachte  Oeffnung  eingestellt»  in  der  Weise»  dass  es  mit  der 
einen  Seitenfläche  mn  in  die  Ebene  der  Vorderwand  des  Kastep» 
zu  liegen  kam.  Selbstverständlich  ist  daffir  zu  sorgen»  dass  das 
von  der  Glastafel  ausgehende  Licht  durch  keine  anderen  Oeff- 
nungen»  als  nur  durch  die  beiden  Schlitze  austreten  könne. 

Ebenso  mnss  man  Vorsorge  treffen»  dass  auch  von  den  dunklen 
Theilen  des  Apparates  selbst  keine  Strahlen  durch  das  Prisma 
hindurchgehen.  Am  ehesten  wäre  diess  von  der  Seitenwand  ISF 
des  Kastens  zu  befärchten.  Desshalb  müssen  die  Dimensionen 
des  Apparates  so  gewählt  werden»  dass  die  erweiterte  Seiten- 
fläche mp  des  Prisma  noch  die  Glastafel»  nicht  aber  die  besagte 
Seitenwand  durchschneide. 

Aus  demselben  Grunde  muss  auch  das  Papier»  womit  das 
Prisma  belegt  wurde»  recht  dann  sein»  weil  sonst  von  den  Rän* 
dem  der  Spalte  üb  Strahlen  durch  das  Prisma  gehen  wfirden; 
da  aber  dfinnes  Papier  durchscheinend  ist»  so  habe  ich  ge- 
schwärztes gewählt»  damit  es  diese  Eigenschaft  in  möglichst  ge- 
ringem Grade  besitze. 

Deberdiess  habe  ich  noch ,  weil  die  Papierbelegungen  doch 
etwas  durchscheinend  sind»  an  der  Vorderwand  des  Kastens  eine 
Kappe  mnhf  aus  Papier  angebracht»  die  dort»  wo  die  austretenden 
Strahlen  ihren  Weg  nehmen»  mit  einem  Ausschnitte  gh  versehen 
wurde.  Nachdem  Alles  so  hergerichtet  war»  wurde  der  Apparat 
an  den  Fensterladen  befestigt  und  dergestalt  die  raattgeschlifene 
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GUstafel    der    direkten   Einwirkung  der    Sonnenstrahlen   anege- 
setst 

Die  Figar  gibt  einen  horizontalen  Durchechnitt  des  bereit« 
in  dieser  letzteren  Lage  befindlichen  Apparates.  Unter  diesen 
Umständen  wird  ein  von  dem  Punkte  k  der  Glasplatte  an^sgehen« 
des  Strahlenbflndel»  nachdem  es  durch  die  beiden  Schlitze  ge* 
gangen  und  durch  das  Prisma  abgelenkt  worden,  einen  vorgehal« 
tenen  Papierschirm  in  i  treffen. 

Und  was  ist  das  Resultat  des  mit  diesem  Apparate  ange- 
stellten Versuches? 

Das  Resultat  ist  der  gangbaren  Ansicht  nicht  gflnstig.  Es 
entsteht  auf  dem  vorgehaltenen  Schirme  kein  Spektrum ,  sondern 
ein  vollkommen  weisses  Bild,  ohne  die  geringste  Randförbung. 
Bestände  nun  das  durch  das  Prisma  geleitete  Licht  wirklich  aus 
verschiedenfarbigen  Theilen,  so  hätte  es  hier  die  schönste  Ge- 
legenheit, diese  seine  Natur  zu  offenbaren.  Da  es  diess  zu  thun 
unterlässt,  so  wird  wohl  die  Folgerung  erlaubt  sein,  dasa  es  aus 
keinerlei  farbigen  oder  verschieden  brechbaren  Theilen  zusam- 
mengesetzt sei. 

So  wie  das  auf  dem  Schirme  entstehende,  —  also  objektive 
Bild  farbenfrei  ist,  ist  es  auch  das  subjektive,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  wenn  man  das  aus  dem  Prisma  austretende  Strahlen- 
bfindel  direkt  in  das  Auge  eintreten  läset. 

Klebt  man  aber  bei  k  auf  die  mattgeschliffene  Glastafel  einen 
schmalen,  schwarzen  Papierstreif,  so  kommen  allsogleich,  sowohl 
beim  objektiven  als  subjektiven  Bilde  Farben  zum  Vorschein. 

Da  nun  das  Theorem  sich  als  irrig  erwiesen  hat,  so  wird  es 
uns  auf  der  durch  das  Gesetz  des  Snellius  vorgezeichneten  Bahn 
nicht  mehr  hindernd  entgegentreten  und  wir  werden  skrupelfrei 
und  entschieden  die  Folgerungen  aus  diesem  Gesetze,  wie  sie  im 
vorhergehenden  Paragraphen  präzisirt  wurden,  anerkennen  dürfen. 

In  diesem  Paragraphen  wurde  zur  Evidenz  erhohen,  dass 
das  Prisma  senkrecht  gegen  seine  brechende  Kante  eine  Ver- 
schiebung der  unzähligen  Bilder,  die  es  von  einem  Objekte  er- 
zeugt, bewirke.  Diese  Verschiebung  nun  ist  als  die  wahre  Ur- 
sache des  auffallenden  Unterschiedes  zwischen  den  beiden  Di- 
mensionen des  Spektrums  in  dem  New  ton'schen  Versuche  ansu* 
sehen.  Aber  zur  Erklärung  der  FarbeA  reicht  sie  allein  noch 
nicht  aus,  sondern  dazu  wird  noch  die  weitere  Bedingung  erfor- 
dert, dass  das  Objekt  eln^n  Kontrast  aufzuweisen  habe. 
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U«  ferner  die  verschobenen  Bilder  nicht  in  einer  Ebene,  8on- 
dem  hintereinander  liegen,  so  dringt  sich  von  selbst  noch  dit 
Frage  auf,  ob  vielleicht  auch  diese  Postposition  zur  Entstehoog 
der  Farben  mitwirke,  ob  sie  etwa  auch  eine  Bedingung  sine  qua 
non  sei? 

Es  scheint  nicht,  denn  bei  dem  objektiven  Spektrani,  wie  68 
nemlieh  auf  einem  Schirme  zu  Stande  kommt,  findet  keine  solche 
Pogtpojiition  Statt  und  doch  zeigt  es  die  Farben  eben  so  gut,  wie 
das  subjektive. 

Am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  muss  ich  noch  eines  wohl 
bekanaten  Falles  erwähnen,  der  volle  Berücksichtigung  verdient. 

Es  sei  ein  Prisma  pmn  (Fig.  52)  und  unterhalb  desselben 
eine  n-eisse  Papierfläche  üfiV,  die  schief  gehalten  bis  an  die  er- 
weiterte Basis  mn  des  Prisma  hinanreicht  und  dieselbe  in  M 
trifft  Hat  man  bloss  das  Element  A  der  Basis  im  Auge,  so  wer« 
den  alle  Strahlen,  welche  von  der  Papierfläche  durch  dieses  Ele- 
ment in  das  Prisma  einzudringen  vermögen,  innerhalb  des  Win- 
kels MäK  liegen.  Davon  wird  der  Strahl  MA^  dessen  EinbllM- 
Winkel  :=  90^  ist,  den  Grenzstrahl  AR  geben,  der  in  der  Rich- 
tung RO  aus  dem  Prisma  austritt,  und  dem  einfallenden  Strahle 
KA  »ird  der  gebrochene  AL  entsprechen,  der  bereits  bei  L  die 
totale  Reflexion  Erleidet. 

RO  ist  ein  Schenkel  des  dem  Elemente  A  der  J7asis  mn 
entsprechenden  dunklen  Winkels  ORn.  Alle  Richtungen,  die 
wir  uns  |1  RO  denken,  werden  ebenso  Schenkel  der  dunklen 
Winkel  sein,  die  den  übrigen  Elementen  der  Basis  mn  entsprechen. 

Schauet  man  nun  von  Oben  herab  durch  das  Prisma  auf  die 
Papierfläche,  so  wird  man  finden,  dass  wenn  man  das  Auge  i.  ß- 
oberhalb  R  hält,  dort  wo  der  von  A  herkommende  Grenzstrahl 
austritt,  rotfagelbe  Farben  auftreten,  obgleich  das  ganze  Gesichts- 
feld des  Prisma  von  einer  weissen  Fläche  ansgefOllt  wird  und 
somit  keinen  Kontrast  enthält. 

Das  ist  Thatsache  und  zugleich  ein  gewaltiger  Einwurf,  ganz 
geeignet  unsere  Zuversicht  von  Neuem  zu  erschüttern. 

Zum  Glücke  ist  jedoch  die  Ursache  dieser  überraschenden 
Erscheinung  unschwer  auszumitteln ;  denn  ruhet  das  Auge  ober- 
halb /£,  so  ist  der  Theil  mA  der  Basis  unwirksam,  —  dieser 
TheiJ  spiegelt  also;  nur  der  andere  Theil  An  der  Basis  ist  wirk 
sam  und  durch  diesen  geschiebt  somit  noch  die  Betrachtung  der 
weissen  Fläche.     Der  reflektirende  Theil  mA  ist  offenbar  die  Cr- 
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•ache  der  obigen  Erscheiuong,  denn  in  diesem  Spiegel  bilden 
sieh  die  Gegenstände  ab»  welche  hinter  der  Prismeiflfiche  pm 
liegen,  nachdem  die  von  ihnen  herkommenden  Strahlen  an  eben 
dieser  Fläche  eine  Brechung  erlitten  haben  und  dieses  Spiegel* 
biid  kontrastirt  offenbar  mit  jenem  Theile  der  Papierfläche,  wei* 
eher  durch  An  gesehen  wird.  Auch  erscheinen  die  rothgelbeo 
Farben  an  der  Scheidegrenze  A  dieser  beiden  Theile  der  Basis. 

Bedeckt  man  die  Fläche  pm  des  Prisma  mit  einem  Blatt 
vretssen  Papieres,  so  sieht  man  mittelst  Am  ebenfalls  eine  weisse 
Fläche»  geradeso  wie  durch  An.  Der  Kontrast  verschwindet  als- 
dann und  mit  ihm  auch  die  Farben.  Bedeckt  man  aber  pm  mit 
schwarzem  Papiere,  so  tritt  die  rothgelbe  Färbung  nur  nm  so 
stärker  hervor. 

Ist  die  Fläche  MN  schwarz»  so  nimmt  das  Auge  an  der 
Scheidegrenze  A  blau- violette  Farben  wahr»  die  um  so  stärker 
hervortreten»  wenn  pm  mit  weissem  Papiere  bekleidet  wird»  hin- 
gegen ganz  verschwinden»  wenn  /im  mit  schwarzem  Papiere  be- 
deckt wird. 

Aus  diesem  Grunde  darf  die  Spalte  cd  (Fig.  61)  nicht  an 
einem  solchen  Orte  angebracht  werden»  von  wo  aus  der  spiegelnde 
Theil  der  Fläche  mp  sichtbar  wird  und  die  Wirkung  der  Spiege- 
lung sich  bereits  bemerkbar  macht. 

Stellt  ferner  A  (Fig.  52)  einen  schmalen  auf  schwarzem  Grunde 
liegenden  weissen  Papierstreif  vor»  der  dicht  an  der  Prismenfläche 
anliegt  und  zur  brechenden  Kante  parallel  ist»  so  siebt  man  ihn 
angeßirbt,  wenn  man  ihn  von  oben  herab  durch  die  andere  Fläche 
pn  betrachtet.  So  wie  aber  der  Streif  nur  ein  wenig  von  der 
Basis  mn  entfernt  wird»  kann  man  schon  deutlich  eine  Färbung 
seiner  Ränder  wahrnehmen  und  es  nimmt  diese  Färbung  mit  der 
Grosse  seiner  Entfernung  za. 

Dass  nnn  aber  ein  Kontrast»  sobald  er  dicht  an  der  Prismen- 
fläche anliegt»  nicht  farbenerregend  wirke»  wird  uns  nicht  auf- 
fallen» wenn  wir  uns  an  das  im  9.  4.  Gesagte  erinnern. 

In  der  That»  ist  A  (Fig.  52)  ein  dicht  an  der  Prismeofläche 
mn  anliegender»  leuchtender  Punkt»  so  werden  die  von  ihm  aus- 
gehenden Strahlen  an  dieser  Fläche  ganz  ebenso  gebrochen,  wie 
wenn  er  in  irgend  einer  messbaren  Entfernung  vom  Prisma  sich 
befände. 

Es  wird  aber  unter  dieser  Voraussetzung  von  A  nnr  ein  ein- 
ziges Eintrittsbild  entstehen  und    zwar  an  demselben  Orte»  .wo 
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•ieb  der  leocbteode  Paokt  selbst  befiDdef.  Indem  nun  aber  die 
▼OD  A  in  «das  Prisma  eingedrungenen  —  also  gebrochenen  — 
Imierbalb  des  Winkels  RAL  liegenden  Strahlen,  an  der  AostrittA- 
flicbe  pn  des  Prisma  eine  svreite  Brechung  erleiden,  entstehen 
wohl  in  Folge  dieser  letzteren  Brechung  unzählige  Bilder  (Aus* 
trittsbilder) ;  da  aber  diese  alle  in  die  nemliche  Senkrechte,  welche 
von  A  auf  pn  geftllt  wird,  zu  Hegen  kommen,  so  findet  keine 
Verschiebung  Statt  und  somit  bt  auch  kein  Grund  zur  Entstehung 
▼on  Farben  vorhanden' 

Das  ist  auch  die  Ursache,  warum  bei  dem  obigen  Versuche 
Aber  die  Dnzerlegbarkeit  des  weissen  Lichtes  (Fig.  51)  das  Pa- 
pier der  Belegungen,  namentlich  jener,  worin  sich  die  Eintritts- 
spalte ab  befindet,  nur  sehr  dünn  sein  und  dicht  anliegen  mos«. 

Gewissermassen  verhält  sich  der  leuchtende  Punkt  A^  lalU 
er  dicht  anliegt,  so  wie  ein  Punkt  der  Prismenfläche  mit  selbst, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  ersterer  nur  mittelst  der  inner- 
halb des  Winkels  RAL  liegenden,  gebrochenen  Strahlen  sichtbar 
wird,  während  ein  Punkt  der  Prismenfläche  auch  durch  Strahlen, 
die,  wie  AS,  ausserhalb  dieses  Winkels  liegen,  gesehen  werden 
kann,  —  also  auch  dann,  wenn  sich  das  Auge  innerhalb  des 
dunklen  Winkels  ORn  befindet. 


9.  25.    Das  achromatische  Prisma. 

Die  Möglichkeit  ein  Prisma  aus  Crownglas  durch  eines  aoi 
Flintglas  zu  achromatisiren,  wird  allgemein  ans  dem  Umstaode 
hergeleitet,  dass  sich  diese  beiden  Stoffe  in  Bezug  auf  die  Bre- 
chung des  Lichtes  nur  unbedeutend  unterscheiden,  während  die 
Farbenzerstreuung  des  letzteren  doppelt  so  gross  ist,  als  die  des 
iBrsteren.  Damit  ist  offenbar  die  Ansicht  ausgesprochen,  dass 
entweder  nur  diese  beiden  Stoffe  oder  doch  nur  solche,  die  ein 
ähnliches  Verhalten  zeigen,  wie  diese  beiden,  des  Acbromatismas 
fthig 


Allein  diese  Ansicht  stehet  offenbar  nicht  im  Einklänge  nitt 
den  Folgerungen,  zu  denen  uns  das  Gesetz  des  Snellias  bereits 
gefilbrt  bat    Diess  dfirfte  aus  Folgendem  erhellen. 

Die  Figur  60  stellt  zwei  Prismen  mnp  und  npk  vor.  Das 
erstere  sei  aus  Flintglas,  das  letztere  aus  Crownglas  und  beide 
miigeo  sich  tnit  ihren  Seitenflächen  so  innig  berubren,  dass  die 
StmMen  aus  dem  ersten  Prisma  direkt  in  das  zweite  eintreten. 
Da  dais  Crownglas  das  Licht  schwächer  bricht,  als  das  Flln^bi> 
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00  wird  an  der  Trennnngsfläche  pn  jedenfalls  eine  Brechoog  vom 
Einfalklotbe  Statt  flnden;  es  ist  daher  der  Vorgang  an  dieser 
Fläche  im  Allgemeinen  ganz  derselbe  und  nur  dem  Grade  nach 
▼on  demjenigen  verschieden,  wie  er  Statt  fände,  wenn  die  Strahlen 
an  dieser  Trennungsfläche  pn  nicht  in  Crownglas,  sondern  In  die 
Laft  eintreten  würden.  Es  werden  daher  die  beiden  Aeste  der 
Austrittsbilder-Kurve  in  dem  gegenwärtigen  Falle  nur  wenig  von 
einander  divergiren,  und  stellt  nun  ae  ein  Stfick  dieser  Kurve  vor, 
80  wird  man  es,  da  es  nur  eine  geringe  Ausdehnung  hat,  als 
geradlinig  betrachten  können. 

Bekanntlich  stellt  ae  das  lineare  Bild  vor,  in  welches  der 
leuchtende  Punkt  O  durch  die  an  der  Treonungsfläche  pn  vor 
sich  gehende  Brechung  verwandelt  wird.  Dieses  Bild  ae  ist  nun 
bezflglich  der  Austriftsfläche  pk  des  Crowoglas-Prisma  als  Objekt 
zu  betrachten  und  hat  pk  eine  solche  Lage,  dass  die  Verlänge- 
rung von  ae,  also  ei\_pk  stehet,  so  werden  alle  Perpendikel, 
welche  man  von  den  Punkten  der  Linie  ae  slu(  pk  iailt,  mit  ein* 
ander  zusammenfallen.  Es  werden  daher  die  Bilder,  welche  von 
den  einzelnen  Punkten  der  Linie  ae  durch  die  Brechung  an  der 
Austrittsfläche  pk  entstehen,  alle  in  die  nemüche  Senkrechte  fallen. 
Da  also  in  diesem  Falle  keine  Verschiebung  Platz  greift,  so 
können  auch  keine  Farben  sich  entwickeln. 

Der  brechende  Winkel  des  Crownglas- Prisma  wird  l|ierbei 
natSrlich  stets  grosser  sein  müssen,  als  jener  des  Flintglas-Prisma 
und  zwar  um  den  Winkel  eio,  den  die  verlängerte  ""ea  mit  der 
Normalen  oi  einschliesst. 

Da  also  zur  Herstellung  eines  achromatischen  Prisma  bloss 
erfordert  wird,  dass  das  Bild  ae±pk,  so  müssen  folgerichtig  alle 
lichtbrecbenden  Stoffe  der  Achroniatisirung  unterzogen  werden 
können,  jeder  muss  fähig  sein,  mit  einem  anderen  ein  achroma- 
tisches System  zu  geben,  mag  ihr  Unterschied  im  Brechungsver- 
mogen  gross  oder  klein  und  mag  das  Verhältniss  ihrer  Disper- 
sionen irelches  immer  sein. 

Dm  nun  diesen  theoretischen  Folgesatz  durch  den  Versuch 
zu  prüfen,  verschaffte  ich  mir  kleine  Troge  oder  Wannen  ans 
geschliffenem  Glase,  wie  sie  im  Handel  vorkommen.  Ich  wählte 
i»olche,  die  genau  ebene  Boden  hatten.  Nur  das  Eine  war  aus- 
zustellen, dass  die  Boden  etwas  zu  dick  waren.  Dieser  Umstand 
schien  sie  jedoch  nicht  unbrauchbar  zu  machen. 

In  der  Figur  63  stellt  abcd  eine  solche  Wanne  vor.  Giesst 
man  in  dieselbe  etwas  von  einer  Flüssigkeit  und  neigt  sie  hier- 
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auf  gegen  den  HorizoDt,  so  erhält  man  ein  flOasiges  Priama  nn^, 
deaaen  brechender  Winkel  p  nach  Belieben  geändert  werden  kann. 
Unterhalb  der  Wanne  hielt  ich  mit  der  Hand  ein  gewöhnliches 
Glaapriama  efg  so,  daaa  es  mit  seiner  Seitenfläche  eg  den  Boden 
der  Wanne  allenthalben  berahrte,  und  dass  der  brechende  Winkel 
dieses  Prisma  nnd  jener  des  flüssigen  entgegengesetzte  Lagen  hatten. 

Hielt  ich  nun  das  Auge  in  O  und  schaute  von  oben  herab 
durch  beide  Prismen  hindurch  nach  einem  auf  schwarzem  Grunde 
befindlichen  9  weissen  Papierstreif  k^  so  erschien  mir  dieser  voll- 
kommen  nngef&rbt,  sobald  ich  dem  brechenden  Winkel  p  dee 
flüssigen  Prisma  durch  Neigen  der  Wanne  eine  bestimmte  Grusle 
gegeben  hatte.  Bei  einer  anderen  Neigung  der  Wanne,  wodarch 
der  Werth  von  p  unter  die  letzt  gedachte  Grosse  herabsinkt  oder 
darüber  sich  erbebt,  zeigt^  der  weisse  Streifen  an  seinen  Rändern 
die  bekannten  prismatischen  Farben  und  zwar  in  umgekehrter 
Ordnung»  wenn  man  von  dem  einen  Falle  zu  dem  anderen  ober- 
gehet. 

Ich  habe  auf  diese  Weise  mehrere  Flüssigkeiten  mit  dem 
Glasprisiiia  kombinirt»  nemlich:  Wasser ,  Weingeist,  Cassiaul, 
Benzol»  Schwefelkohlenstoff  und  Steinol  und  es  wirkte  jede  der- 
selben bei  einer  gewissen  Neigung  der  Wanne  achromatisireod 
auf  das  Glasprisma.  Die  Grosse  dieser  Neigung  richtet  sich 
natürlich  nach  jener  des  brechenden  Winkels  des  Glasprisma. 
Der  Versuch  spricht  demnach  ganz  zu  Gunsten  der  Theorie  nvd 
so  dürfte  der  obige  daraus  gefolgerte  Satz  als  richtig  befunden 
werden. 

Bevor  ich  schliesse,  muss  ich  noch  eines  Versuches  erwäh- 
nen, der  mit  dem  vorhergehenden  innig  zusammenzuhängen  schelDl 

In  Figur  54.  stellt  abc  den  Durchschnitt  eines  Glasprima,  bei 
welchem  jeder  der  drei  Winkel  als  brechender  benutzt  werden 
kann,  also  keine  der  Seitenflächen  matt  geschliffen  ist.  Aach 
wollen  wir  voraussetzen,  dass  die  Winkel  b  und  e  einander  gleicb 
seien.  Ist  nun  o  ein  leuchtender  Punkt,  so  möge  rt  ein  Stüek 
der  durch  die  Brechung  an  der  Eintrittsfläche  ab  sich  ei^beodea 
Bilderlinie  vorstellen.  Da  die  andere  Fläche  bc  des  Prisma  be- 
kanntlich auch  wie  ein  Spiegel  wirkt,  so  Ist  n  bezüglich  diesea 
Spiegels  als  Objekt  zu  betrachten  und  es  wird  somit  das  Spiegel- 
bild r^$'  entstehen.  Dieses  Bild  muss  gegen  den  Spiegel  dieselbe 
Neigung  haben,  wie  der  Gegenstand ;  es  müssen  daher  die  Winkel 
e  und  u  einander  gleich  sein,  und  da  u  als  Scheitelwinkel  =i 
ist,  so  ist  auch  e  =  z.  Die  Dreiecke  bfd  und  ede  sind  also  äbo- 
lich,    well  ja  nach  der  Voraussetzung  auch  Winkel  A  =  e  ist 
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t%  miiMi  abo  auch  der  Winkel  dec  =  bfd^  also  dee  =  90^  Min» 
weil  bfdz=i9ffi  ist.    Die  Verlingerang  von  r^s'  stehet  somit  Jiac. 

Die  Ton  der  Fläche  bc  reflektirten  Strahlen  gelangen  hierauf 
KU  der  Flache  ac  and  werden  an  dieser,  indem  sie  aus  dem  Prisma 
austreten ,  vom  Einrallslothe  gebrochen. 

Befindet  sich  nun  das  Auge  in  der  Richtung  dieser  austre- 
tenden Strahlen»  schauet  es  also  durch  die  Fläche  ac  nach  dem 
Spiegelbilde  rV.  so.  wird  ihm  dieses  vollkommen  farblos  er- 
scheinen. 

Ist  aber  der  Winkel  e  nicht  =  6»  sondern  e>6  oder  c<6, 
io  wird  auch  die  Verlängerung  des  Spiegelbildes  r's'  nicht  mehr 
Xac  stehen^  und  da  erscheint  r's'  bereits  mit  den  prismatischen 
Farben  behaftet.  Die  Anordnung  dieser  Farben  schlägt  in  die 
^i^^S^gciigcAe^zte  um»  wenn  man  von  dem  Falle  c>6  su  dem 
Falle  c<6  übergehet. 

Unter  den  gemachten  Voraussetsungen  haben  die  in  das  Auge 
eintretenden  Strahlen  zwei  Brechungen»  nemlich  an  den  Flächen 
ab  und  ac  und  dann  noch  eine  Reflexion  an  der  Fläche  bc  er* 
Ktten.  Da  nun  aber  die  Fläche  ac  ebenfalls  als  Spiegel  zu  fun- 
giren  vermag»  so  wird  man  bezQglich  dieses  Spiegels  wiederum 
das  Bild  rV  als  Objekt  aufzufassen  haben.  Die  von  bc  reflek- 
tirten Strahlen  werden  daher  an  der  Fläche  ac  eine  zweite  Re- 
flexion erleiden  und  indem  sie  hierauf  gegen  die  Fläche  ab  ge- 
worfen und  daselbst  gebrochen  werden»  werden  sie  von  dem  etwa 
in  O  befindlichen  Auge  aufgenommen  werden  können. 

Das  Auge  betrachtet  in  diesem  Falle  durch  die  nemliche 
Fläche»  durch  welche  auch  die  vom  leuchtenden  Punkte  herkom« 
menden  Strahlen  in  das  Prisma  eindringen»  —  nemlich  durch  die 
Fläche  ab,  das  in  dem  Spiegel  ac  entstehende  Bild.  Cm  in  dieser 
Beziehung  volle  Gewissheit  zu  haben»  bedeckt  man  die  beiden 
anderen  Flächen  ac  und  bc  mit  Papier.  Da  das  in  dem  Spiegel 
oc  entstehende  Bild  nicht  mehr  Jiab  stehet»  so  wird  es  farbig 
erscheinen. 

ich  habe  diesen  letzteren  Versuch  mit  einem  gleichseitigen 
Prisma  angestellt»  dann  aber  auch  mit  einem  solchen»  bei  dem 
bloss  die  zwei  Winkel  6  und  c  gleich  und  etwas  >60^  waren. 
Als  Objekt  diente  eine  Kerzenflamroe. 
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Sur  rint^gration  des  ^quations  aax  dörivees  partielles 
du  prämier  ordre. 

Par 

Fn   G.  Imschenetsky, 

profetsear  k  l'UniTeriit^  Impöriale  de  Kasan. 


Dradmt  du  russe  par  J.  Hoüel^  professeur  ä  la  Faculti  de$  SdencM 
de  Bordeaux j  manbrB  honoraire  de  PUnwersiU  de  Kazcau 


Introdaetion. 

La  th^orie  de  IMntögration  des  ^quatlons  auz  deriv^es  par- 
tielles  da  premier  ordre  de  la  forme  la  plus  gön^rale,  cr^äe  par 
les  travaux  des  plus  grands  g^ometres  des  temps  modernes, 
forme  actuellement  la  partie  la  mieuz  approfondie  et  la  plus  aebevee 
du  Caicul  integral.  Dans  Thistoire  du  developpement  de  cette 
th^orie,  on  rencontre  ce  fait  remarquable,  que  les  successeurs  im* 
roödiats  de  Lagrange,  son  v^ritalile  foiidateur  (1772),  considö- 
rerent  comme  impossible  de  suivre  la  voie  qu'il  ai^ait  trac^e;  tandis 
qu'au  contraire  les  derniers  progres  de  cette  tböorie  Tont  raroe- 
n^e  de  nouveau  auz  principes  de  Lagrange.  Pfaff,  le  pre- 
mier, se  pla^ant  a  un  nouveau  point  de  vue,  est  parvenu  (I8U) 
1^  la  Solution  coroplöte  du  prohlöme.  Mais  sa  metbode,  theori- 
quenient  ezacte,  s*est  trouvee  peu  conimode  dans  la  pratique,  par 
sttite  des  diflicult^s  que  präsente  Finlegration  successive  de  plo- 
sieurs    systemes   d'öquations   diflT^rentielles.     Cauchy    (1819)  et 
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Jacobi  (1837)  y  par  des  proe^d^s  difförents,  et  sans  que  le  se- 
coDd  eüt  aacune  coi^naissance  des  travaux  du  premier^  inontrÄreot 
qae  le  but  auquel  condiiisait  la  m^thode  de  Pf  äff  poavait  ^tre 
atteint  plus  simplement,  par  la  seule  Integration  compl^te  du  pre- 
niier  des  systömes  d'^quations  diff^rentielles  qui  se  rencontrent 
dans  cette  ro^tbode.    La  question  paraissait  d^s  lors  coropl^te- 
meiit  ^puis^e.    N^anmoins  rinfatigable  et  f^cond  g^ole  de  Jaoobi 
n'abandonna  pas  ses  inirestigations   sur    ce  probidme,   auquel    il 
avait  d^jä  fait  faire  de    si  grands  pas,  et  auquel  s*attacbait  un 
nouvel  int^r^t,   depuis  que  len  rechercbes  d'Hamilton  avaient 
inis  en  «Svidence  la  liaison   qui  exiate  entre  cette  thöorie  et  Tin- 
ti^gration   des   ^quations    diff^rentielles  de   la  Pynamiqne.     Pen- 
dant que  Jacob!  se  livrait  ä  ses  nonvelles  ^tudes  sur  cette  double 
question,    la  thöorie  continuait  ses  progr^s,   gr&ce  aux  remarqna- 
bles   publications    d'autres    analystes,    Liouville,    Bertrand, 
Donkln,  Bour,  etc.,  qui  se  sont  occup<$s  du  m^nie  objet,  et 
dont  les  d^couvertes  devaient  laisser  moins  k  faire  au  göom^tre 
allemand,  quoique  souvent  aussi  eiles  dussent  coYncider  avec  les 
r^sultats  qu'il  obtenait  de  son  c6t^.    Nous   ne  pouvons  ^mettre 
ici  qne  de  simples  conjectures,  puisque  le  travail  de  Jacob i  n'a 
paru  qo*apr^ssa  mort,  redig^  par  Clebscb  d'apr^s  les  mat^riaox 
troavi^s  dans  ses  papiers.  Ces  d^tails  expliquent  les  röclamations 
de  priortt^  auxquelles  cctto  publication  a  donnö  Heu  de  la  part 
de  plusieurs  auteurs,  relativement  soit  aux  thöordmes  fondamen- 
taux  de  la  .„nouveile  mötbode''  de  Jacob  i^  soit  k  son  principe 
g^n<$raL   Mais  sans  aucun  doufe  le  nom  du  grand  g^omdtre  restjsra 
attach^  k  cette  tb^orie,  fond^e  sur  ses  cooceptions  et  constitu^e 
par  luim^me  sous  une  forme  systömatique  compl^te,  lors  m^me 
que  des  parties  isol^es  et  secondaires  de   cet  ensemble  appar» 
tiendraient  k  d'autres  inventeurs. 

En  me  bornant,  pour  le  mbment»  k  cette  courte  esquisse  du 
döveioppement  successif  de  ce  probidme,  je  me  r^serve  de  revenir 
plus  longttement  sur  les  d^tails  historiques  dans  les  Notes  qui 
acGompagnent  le  texte,  et  je  vais  donner  maintenant  un  aper^u 
g^neral  dn  contenu  de  ce  Memoire. 

Dans  le  Chapitre  1^,  j*examine  les  diflMrentes  formes  d'int^- 
l?rales  des  ^quations  aux  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre;  et» 
de  llnt^grale  compl^te,  je  dödnis  Tint^grale  singuli^re  et  Tint^- 
tn'ale  g^n^rale,  par  la  möthode  de  la  Variation  des  constantes 
arbitraires,  en  me  fondant  sur  les  proprietös  des  d^terminants 
fonctionnels. 

Dans  le  Cbapitre  II,  je  considöre  la  forme  partiouli^re  d'infö- 
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grale  g^nörale  qai  conduit  k  des  «SquatioD«  linöairet  pw  rapport 
aoz  d^riT^es  partielles»  et  je  doane  an  abriSgtf  de  la  thtforie  de 
cea  derni^res»  d'apr^s  Lagraage  et  Jacob i. 

Dans  le  Chapltre  III,  j'expose  Tetat  göo^ral  de  la  qoestion, 
confornM^ment  aox  vues  indiqu^es  dans  le  dernier  travail  de  Ja- 
cob!» et  j'y  introduis  les  conditions  d*int^grabilit^  de  Lloaville 
et  de  Donkin.  Aprds  avoir  roontr^  que,  dans  le  cas  particulier 
de  deuz  variables  ind^pendantes,  la  m^tbode  de  Jacobi  revieDt 
identiqneroent  k  celle  de  Lagrange  et  de  Charpit,  je  repreodi 
la  qoestion  gänärale,  et  j'effectue  one  premi^re  simplification  des 
^quations,  par  r^limination  de  la  fonction  inconnne»  en  tant  qa'elle 
y  entrait  ezplicitement;  je  signale,  en  outre»  le  defaut  du  procede 
employ#  par  Jacobi. 

On  voit,  par  le  contenu  des  chapitres  pr^ödents»  qae  l'objet 
principal  de  nion  ^tude  est  la  „nonvelle  niöthode"  de  Jacobi. 
Apr^s  Tavoir  ezpos^e,  j'ai  fait  remarquer»  d*accord  avec  TopiDion 
ezprim^  par  Bour  dans  un  M^Smoire  fmpriniö,  et  par  Bertraod 
dans  ses  le^ons  publiqaes,  que  Jacobi  n'a  pas  donntf  k  la  con* 
straction  analytiqne  de  sa  th^orie  tonte  la  siniplicit^  possible.  En 
suivant  les  indications  de  ces  deux  geomdtres»  conformes  auz  re- 
sultats  de  mes  propres  recbercbes»  j'ai  essay^»  dans  le  Cbapitre 
IV,  d'^tablir  le  th^ordnie  fondaniental  de  la  möthode  de  Jacobi 
sor  les  principes  les  plus  simples. 

Dans  le  Cbapitre  V,  j'expose  avec  detail  la  marche  des  iotf 
grations  qu'exige  la  in^tbode  de  Jacobi.  D'abord»  poar  pre- 
senter  le  proc^d^  fondamental  sous  la  forme  la  plus  simple,  je 
n'ai  pas  r^uit,  dans  les  ^quations,  les  variables  k  lenr  nombre 
minimnm;  en  ou^re,  j'ai  indiquö  les  difficulf^s  qui  pouvaient  se 
rencohtrer,  et  j'ai  examin^^  des  cas  oü  le  proc^d^  s'applique  tr^* 
simplement.  Enfin,  par  I  Elimination  des  variables  superflues,  j'ai 
stabil  la  tb^orie  de  la  niöthocle  dans  tout  son  döveloppement,  et 
j*ai  donn^  des  exemples  ponr  bien  faire  comprendre  la  marcbe 
du  caicul. 

Le  Cbapitre  VI  est  consacr^  ä  Tinti^^ration  des  ^oations 
simultan^es  aux  deriv^es  partielles  du  premier  ordre.  Apr^< 
avoir  montrö  que  la  Solution  de  cette  question  plus  generale  pent 
se  faire  par  les  procädds  qui  ont  servi  ä  r^sondre  le  probleme 
traiti^  dans  les  Chapitres  prec^dents,  j*appliqae  eette  thi^orie  ä  dr^ 
probl^roes  d^terniines  et  ind^fermin^s  auz  d^riv^es  partielles  do 
premier  ordre,  conduii^ant  i^  Tintegration  d'<$quations  simaltaneeis. 
fm^aires  ou  non  Unfaires.  Pour  fermtner,  je  consid^re  &  un  noo- 
▼eau  point  de  vue  la  question  g^nörale,  interessante  d'atlleors  par 
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eUe*m^me»  de«  condition«  d'int^grabiiitö  immMiate  d'ane  ezpres- 
8100  anx  differentieUes  ordinaires  d'ordre  quelconque. 

Dana  le  Chapitre  VII,  j'ezpose  la  th^orie  de  rint^gration  des 
^qoatioiis  aimoltanäes  aax  diff^rentieile«  ordinaires  de  la  forme 
caDonique;  j'explique  la  llaiaon  qiii  exiate  entre  le  th^Sordme  de 
Poiason  relatif  aoic  Integrales  da  ces  ^qoations  et  le  tb^oreme 
foodamental  de  M  m^thode  de  Jacob!»  et  je  d^niontre  le  pro- 
c^d^  de  Bertram d  poar  l'int^gration  des  ^qoations  de  la  Dyoa* 
roiqae  au  moyeli  do  tbiSordme  dePoisson.  J'applique  ä  an  mtoe 
exemple  les  deax  tbiSories. 

Enfifi,  dans  le  Cbapitre  VIII,  pour  coropleter  Taper^u  des  mö- 
tfaodes  dlnftögration  des  i^qoations  aux  d^rivites  partielles  da  pre- 
mier ordr«,  j'al  pensö  qu'il  ne  seralt  pas  inutile  d'ajouter  an  ex- 
posd  gön^ral  de  la  ro^tbode  de  Caucby. 

'  J'ii  profitd»  dans  ce  travail.  des  secours  qae  m'ont  offerts 
les  ^blications  acadömiques,  les  journaux  matbi^matiques  et  les 
oumges  spiScianx,  et  j*ai  indiqaö  les  soorces  aux  endroits  cor* 
r#spondants  du  texte.  Je  me  suis  efforc<$i  dans  ma  rödaction, 
d'unir  k  la  clart^  et  k  la  rigueur  la  plos  grande  g^nöralitiS  possible. 
Mals  je  ne  puls  m'empAcber  de  craindre  que  Toeil  p^nätrant  de  la 
critiqae  ne  troove  que  j'ai  manqai^  plos  d'une  fois  k  cette  triple 
condition,  et  n'apergoive  encore  d*autres  d^fauts  dans  roon  travail. 
Dans  ce  cas,  mon  excuse  sera  qu*en  g^n^ral,  dans  un  premier 
essai,  ou  n'atteint  qu'lnparfaitement  le  bat. 


ClmptCre  I«^. 

8.1. 


1.  Une  «Sqaation  diflKrentielle  aox  d^riv^es  partielles  du  pre- 
mier ordre  est  une  relation  donnöe  entre  un  certain  nombre  de 
variables  ind^pendantes,  une  foncfion  inconoue  de  ces  variables, 
et  les  dtfriv^es  partielles  du  premier  ordre  de  cette  fonction. 

Dösigoons  par 

les  n  variables  indäpendantes ;   par  z  la  fonction  Inconnue  de  ces 
variables,  et  par 
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Im  iMv6es  partielles  da  premier  ordre  de  eetta  fonetion,  de 
8orte  qo'oD  ait 

^     dz 

D*apr^8  cea  notations«  le  type  gäo^ral  des  «Squatlons  dont  il  s'agit 
se  pr^sentera  sous  la  forme 

la  caractäristlqoe  F  d^signaot  une  fooctiou  dornige. 

Le  Probleme  de  l'integratton  de  T^quatioo  (1)  consiste  a  dö- 
terminer  Texpressioti  la  plus  g^nörale  de  la  fonction  2,  teile  quen 
la  substitaant  avec  ses  d^riv^es  partielles  dans  l'^qaatioD  (I), 
Celle- ci  se  change  en  identit^.  Mais,  avant  d'exposer  les  diff6- 
rentes  ni^tbodes  d'int^gration,  il  n'est  pas  inutile  d'ezaroiner  les 
diffärentes  formes  de  relations  primitives  entre  Xi»*..,  Xmp  t,  qui, 
par  des  diff^rentiatlons  et  des  ^liminations  älgöbriqoes,  peuveot 
dooner  oaissance  k  one  ro^me  ^qaation  de  la  forme  (j). 

2.  La  forme  la  plus  simple  d'one  teile  relation  est  ane  ex- 
pression  de  z  en  fonction  explicite  des  variables  indi^pendantes, 

dans  laqaelle  entrent,  en  putre,  n  constantes  arbitraires  ii|, 
Of,....,  an«  En  diff^rentiant  la  valeur  de  1  par  rapport  k  cbacnoe 
des  variables  ind^pendantes,  on  obtiendra  A  ^qaations  de  la  ferne 

et  entre  ces  ^quations,  jointes  k  T^quation  (2),  on  pourra  ^limlner 
les  n  quantit^s  a|,....,  a«.  Si  T^qaation  aux  d^rivees  partielle« 
ainsi  obtenue  est  l'^quation  donnöe  (1).  alors  T^quation  (2)  repri^ 
sentera  Tint^grale  de  (1).  üne  teile  Integrale,  renfermant  danü 
son  expremsion  autant  de  constantes  arbitraires  que  T^quation 
donnäe  contient  de  variables  independantes,  a  etö  nomin^^e  par 
Lagrange  une  integrale  compl^te. 


8.2. 

3.  II  est  ais^  de  voir  cependant  que  l'integrale  coropUte  (2) 
ne  repr^sente  pas  encore  Texpression  la  plos  gön^rale  de  la  fonc- 
tion f  qui  puisse  satisfaire  k  l'^quation  (I).  En  effet,  cette  ^qua- 
tion  (I)  se  däduit  de  (2)  au  moyeo  des  öquations  (3),  et  si  ces 


Digitized  by  VjOOQ IC 


aux  diriv^es  parüeiieß  du  premier  ordre.  Ch,  A  $.  2.    283 

deroi^es  ne  cbangent  pas  de  formen  röquation  (2)  continuera  k 
repr^seoter  Tint^grale  de  (1),  de  quelque  mani^re  que  Ton  ait 
göneralis<$  la  significatioo  des  symboles  Oj , . . . . ,  on.  Supposons 
doDC  que  a|,....,  a«  d^signent  des  foDctioos  des  variables  ;r|,...., 
x%,  et  voyone  qaelles  conditions  cea  fonctioos  doivent  remplir 
poor  qae  les  ezpressiooe  des  d^riv^es  partielles  pi >••••»  p%  con« 
servent  leor  forme  primitiF^  (3). 

4.  En  diff^rentiaot  Täquation  (2)  par  rapport  k  chacone  des 
▼ariables,  conform^ment  aux  Douvelles  suppositions ,  on  obtiendra 
9  ^qoatioDs  de  la  forme 

lesqnclles  se  rMaisent  ä  l'ancieDDe  forme  (3),  si  les  fonctions 
üi,.....  Ob  remplissent  la  conditio» 

pour  toates  les  valeurs  de  i  depuls  1  jusqu'ä  n.  Ces  n  conditions 
se  pr^seotent  sous  la  forme  d*uu  Systeme  d'^quations  lio^alres 

par  rapport  aux  d^riv^es  partielles   ^  ,  .  .  .  .  ,  ^«   En  ^limi- 

nant  toutes  celles^ci  k  Texceptlon  d'une  seule,  nous  trouveroos  des 
^quations  de  la  forme 

(5)  Ij  •«  =  <>. 

poor  toutes  les  valeurs  1,  %....,  n  de  Tindice  i. 

Les  conditions  (5)  peuvent  dtre  satisfaites  de  deux  manleres : 
F.    En  posant 

pour  f  =  ly  29..«.,  n.  On  obtient  aiiisi  n  öquations,  süffisantes 
pour  la  d^termination  des  fonctions  a|,...«,  an;  les  valeurs  trou* 
T^es  ^tant  substituees  dans  r^quation  (2),  la  fonction  z  ne  ren- 
fermera  plus  dans  son  expression  rien  d'arbitraire.  L'integrale 
formte  par  la  combinaison  des  äquations  (2)  et  (6)  est  ce  que 
Lagrange  appelle  Tint^grale  singuli^re. 

2^.  On  peut  satisfaire  aux  conditions  (5)  d'une  mani^re  gön^ 
rale,  en  posant 
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Or  la  quantitiS  R  est  le  d^terroinant  du  ayat^nie  des  ^oatioDs 
(4),  composö  des  ffl  ^löments  repr^sentös  daos  le  tableaa  saiviat, 


(A) 


Le  d^terminant  ainsi  forai^»  aa  moyeo  des  d^rivees  partiellet 
de  n  fonctionsy  contenant  chacune  n  variables  indäpendantes,  a 
re^o  de  Jacohl  le  nom  de  döterminant  foDctionoel,  et 
Jacobi  a  d^monträ  que,  si  le  dötemiinaiit  fonctionnel  est  ideoti- 
queroent  nul,  les  fonctions  qol  entrent  dans  sa  forroation  ne  «oot 
pas  ind^pendantes  entre  elles,  et  qa'one  oo  plasleurs  de  ees  foac- 
tions  doivent  pouvoir  s*expriiner  les  aoes  au  moyeD  des  aotres. 

(.  3. 

5.  D'aprös  le  plan  que  j'ai  adoptö  daos  ce  travail,  j'aorai 
plus  d'une  fois  h.  m'appuyer  sur  ce  tb^or^me.  C'est  pourqooi  je 
peose  qu'il  ne  sera  pas  ioutile  d'en  rappeler  Ici  la  dömoastration, 
qai  est  d*ailleurs  trds-simple  *). 

CoosidäroDs  le  systdme  d'^quations 

Qi  =  ^|y     a%  =  9j| 9    o«  ^  fpn, 

qni  sertä  ezprimer  a|,  fft»*--*»  ^  ^^  fenetions  de  Xi^  a%,....,.c^. 
De  l'une  de  ces  ^quations,  contenant  Xi»  tirons  la  valeur  de  eette 
variable  en  fonction  de  i^i»  d?« *■•"-»  *'^«'  ^^  substituant  eette  ex- 
pression  dans  Tone  des  äquations  restantes,  contenant  Xi  et  x^, 
dans  la  seconde.  par  exerople»  nons  aurons  a%  exprinM$  en  fonction 
de  Ol,  x^  x^,...,,  Xu,  et  nous  tirerons  de  lä  x%  en  fonction  de 


*)  Nous  avons  Hg&reroent  chang6  la  dömonstration  qne  donoe  le 
texte  original,  et  qne  Ton  rencontre  chei  im  grand  iiombre  d'anlenri,  II 
nout  a  tembl^  qae  le  raieonnemeDt  pooTait  ^tre  pröftenU  d*aoo  nmoi^ 
plot  claire,  el  le  Dr.  R.  Baltxer,  k  qui  nout  avont  couimuniqo^  cetle 
modification,  Tavalt  autti  trouy^e  de  ton  c6te,  et  te  propotait  Ü^a  de 
rintrodnire  dant  la  8«  Edition  de  «on  Trait^  des  Ddterminaata.  (Kote 
dn  Tradncteur.) 
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fli»  a^  ^s,....,  JT».  En  substitaaot  les  ezpressions  trouv^s,  pour 
Xi,  s^  dans  one  des  ^aations  restantes,  qoi  avec  cea  deuz  va- 
riables contienne  en  outre  ap^,  dans  la  troisi^me,  par  exemple, 
noosaaroDS  a,  ezprimö  en  fonction  de  ai,  a^,  ^Tj,....,  jt«,  et  nous 
tirerons  de  Ik  x^  exprime  en  Oi»  a^,  a^,  x^,....,  a:^    En  eooti- 

Duant  de  la  sorte,  les  expressions  primitives  de  Oi^  a^, a« 

seront  transform^es'  en  d'autres  telles>  qo'en  gön<$ral  cri  se  trou- 
Vera  exprimtf  an  moyen  de  ai,  a^....,  a^_p  x^,  x^^^,....,  Xn-  Re- 
pr^sentöns  par 

Qi  =  tf^i  (^T] ,  dr«), 

a^  ^  iffj  («1,  .T2»«..M  a:»), 

«»  ^  ^8  (^1»  ^»  arj,....,   Xn)f 


les  expressions  ainsi  obtenues«  On  retronvera  les  valeurs  primi- 
tives de  Hg,  Hs»....,  m,....  en  o?!,....,  ^Tm»  si  Ton  remplace  suc- 
cessivement  dans  le  second  membre»  de  cbaque  ^quation,  a|» 
a^y...«  par  les  valeurs  tir^es  des  äquations  pr^^dentes.  On 
anra  donc,  en  diflMrentiaot  dans  cette  hypoth^se^ 

dxk^dai  dxk^"'^  duM  dxk  "*"S«i* 
d'ou  Ton  tire 

m\      ?*'  _      öv^i  3öi  9^  »5-1       dat 

^"^^       dxk 8ai  8^»  •"••••  ""  8a/-i    8ar*    '^  ST*' 

NoQS    condarons   de    cette   formnle   qae'  le  döterminant   du 
Systeme 

8tff|      8^1      8vj|  8^1  » 

Sii'     SS;'     8ara*-    ••'     S^' 


0, 


8j^      8^,  8^,- 


« 


0,       0,         0,, 


peat  se  mettre  sons  la  forme  du  produit  da  döterminant  du  sy 
sttoe  (A)  par  eelui  du  Systeme 
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1.  0.  0, ,    0, ' 

.?^  1  0  0 


Ed  effet^  la  formule  (M)  faif  voir  que  la  aorome  des  prodoits 
des  öUments  appartenant  ä  la  P^*  ligne  horizontale  do  aysiime 
(C)  et  k  la  k^^"*^  li^ne  horizontale  du  Systeme  (A)  forme  l'äe- 
ment  du  Systeme  (B)  sitoö  k  rintersection  de  la  ^^**  ligne  hori- 
zontale avec  la  A-'^'"«  ligne  verticale.  Mais,  dans  chacan  des 
systömes  (ß)  et  (C)  les  ^l^ments  sito^s  de  Tun  des  cdtes  de  la 
diagonale  principale  soot  nuls;  donc  les  d^terminants  de  ces 
syst^mes  sont  ^gaux  auz  produits  des  dUments  de  leurs  dtago* 
nales  principales  respectives.  Par  consöquent 

6.  Si  le  d^terroioant  R  est  identiquement  ^gal  k  z6ro  il  faot 
alors  qu'un  des  facteurs  du  produit,  dans  le  premier  membre  de 
(7),  seit  ^gal  k  z^ro.  Mais  les  it-— 1  premiers  facteurs  de  ce 
produit  sont,  en  g^n^ral,  difförents  de  z^ro,  puisque,  d'apr^  oe 
qu'on  a  supposö,  la  fonction  ^|  contient  ^|,  la  fonction  ifi^  con- 
tient  x^,..*.9  la  fonction  ^»-.i,  contient  wn^u    Par  cons^qoeBt, 

le  dernier  facteor  g-^   doit  ^tre  identiquement  nul;  c'est-ä-dire 

que,  par  suite  desisubstitutions  successives  que  Ton  a  op^rto, 
la  fonction  n«  ne  doit  plus  contenir  Xn  explicitement»  et  peut  s*ez- 
primer  au  moyen  des  seoles  quantitös  Oi,  a^,..*.,  a»^u  Cepeo- 
dant  il  peut  se  faire  aussi  que,  par  suite  des  suhstitutions  ei 
question,  aucune  des  fonctions  ^a,  ^n-i»-*.-»  ^«-ft  ne  cootieDne 
ezplicitement  Xn»  otii-i »•••••  o^n^jk;  II  est  ävident  alors  que  Tod 
aura  identiquement 

et  chacone  des  fonctions  an,  Oii— i» t  a»^k  s'exprimera  aa  raoyeo 

des  seules  quantitds  Cg,  o«,....»  iIa-*-i. 

7.  La  proposition  reciproque  est  Evidente.  Si  les  foDCtionf 
a|,  a% »  an  ne  sont  pas  inddpendantes  les  nnes  4ea  autres» 
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mais  qo'au  contraire  Tune  d'eotre  eile«  a«»  oa  plusieura  d'entre 
ellea  0%,  <i«.i,....,  ff«-*  piiisaent  s'ezprimer  au  nioyeti  des  aeules 
foDctioos  reatantes  a^^  n«»....»  an^k—\f  alors  la  premi^re  des  4ga- 
litös  iq)  oa  toutes  lea  iSgalites  {q)  auront  lieu,  d'oü  il  räaultera 
que  le  d^terminant  R  sera  ideotiquement  oal. 


5.4. 

8.  Ainai  on  peot  satisfalre  1^  la  condition  R^Q  Ae  la  ma- 
nidre  la  plus  g^n^rale,  en  prenant  une  des  fonctious  «ri»  a^ . . . . , 
an  egale  ä  nne  fonction  entierement  arbitraire  de  toutes  les  autres» 
en  posaot»  par  exemple» 

(8)  /i«  =  n(ai,  o»,....,  a«-i); 

ou  d'une  manidre  nioins  genärale,  en  ^galant  quelques -unes  de 
ces  fonctions  ä  des  f'onctioos  arbitraires  des  autres«  par  exemple» 
en  faisant 

\  fla-t  =  3S«-ft(ai,     o«.*---.     «»-fc-i)- 

En  introdnisant  cette  derni^re  hypotbdse  dans  les  conditions 
(4),  et  reroarquant,  de  plus«  que,  pour  toute  valeur  de  Tlndicb 

m'Zn  et^,« — A,  on  a 

dxi  "~  8<ii  8;rf  "■■*•••  "■■  Söi^-i      dxi  "* 
nooa  r^duirons  ces  conditions  k  la  forme  suivante, 

V8ai  ^  8«.-*    8ai        "•"*'"'■  87c,,    8ai/  8:ri 


4.  ( ^     ^f        -L      8/^         8ygw~lr  -L  -?^        C^tn      \8a«-*-i 


-l\ 

8ar< 


Molflptions  cette  ^qnation  par  dxu  et  faisons  ensaite  la 
somoie  de  toutes  les  ^qaations  analogues,  obtennes  en  donnant 
k  i  4oate«  les  valeurs  ontiirea  depuis  l  josqu'ä  n\  tl  Tiesdra 
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+  8«^  -^,  +••• +?;^  ^;*'»        I 

/     8/       .      8/      8«.-*  ^        .    V      3»-    \ .  ( 


=a 


Les  fonctions  Ap  Og......  a»-k-i  iiant,  par  hypothise,  eom- 

pl^teineot  indtfpendanfes  entre  elles,  ii  fant  aiora,  poar  qoe  1'^ 
qoation  prec^ente  ait  lieu  qaelles  qoe  soient  les  ralean  de 
dtti ,  dam-it-\,  que  Ton  poae 

<*''>        5^  +  li^Ii^Sr+-  +^  857  =  ®' 

eo  attribuant  k  i  fiuccessivement  toutes  les  valeom»  depuis  1  Jos- 
qu'ä  n— Ä— 1. 


9.  Poar  uiie  forme  donniSe  des  fonction«  arbitraires 
^,  00  peut  tirer  des  ^quations  (10)  les  valenrs  des  qoaDtitei 
a|»....,  Qu^k-i;  puisy  au  moyen  des  ^qnations  (9)»  les  valeors 
des  quantit^s  on^ky^^^^f  a«;  apr^s  quoi  r<$qaation  (2)  donnera  U 
däterminatioD  compl^te  de  la  fonction  z  au  moyen  des  variables 
Xi9....,  Xn*  De  cette  roaniöre»  le  systdme  des  <$quatioDs  (2),  (9) 
et  (10)  reprösente  une  Integrale  de  röquatioo  (1).  Dans  cette  in- 
tegrale, Texpression  (2)  de  z  renferme  k  +  1  fonctions  arbitraire« 
de  ft — A — 1  fonctions  donn^s,  et  plus  le  nombre  k  est  petit, 
plus  Texpression  de  z  est  gäni^rale.  Pour  k^=0,  eile  atteint  la 
plus  grande  gänäraliti^  possible.  Dans  ce  demier  eas»  les  ^oa- 
tions  (9)  sont  remplacäes  par  la  seule  öquation  (8),  et  les  ^aatioiu 
(10)  par  les  i^qnations 

qul  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  1  josqa'i  n— l 

L'intögrale  qui  r^sulte  de  la  combinalson  des  i^qaatloBS  (2), 
(8)  et  (11)  a  i^ttfappeltfe  par  Lagrange  Tintägrale  g^nörale. 


§.  5. 

10.  Pour  Computer  Tötude  de  la  forme  des  foncttoDs  qm 
peuTent  ötre  des  inti^grales  d'une  <$quation  aux  däriv^s  partielles 
du  premier  ordre,  d^mootrons  que  toute  foncdon  donn^  t  des 
▼ariables  Xi,  a^,....,  Xn,  satisfalsant  ä  l'äquation  (1),  est  rellfe^ 
mtfe  comme  cas  particulier  dans  le  ^yst^me  des  solutioDs  de  cette 
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^natioD,  qni  se  compose  de  rintögrale  compl^te,  et  de«  iot^ 
grales  singaliires  et  gi^n^rales  qui  s'en  dedoisent. 

Soit»  en  eCet, 
la  fonctioD  donn^»  aattsfatsant  ä  l'^quatioti 

(1)  F(a?j,....,  Xn,    2,  Pi, 1711)  =  0, 

et  aoit 

(2)  «  = /(a?!,....,  Xn,  Ol,....,    an) 

J'intögrale  complöte  de  cette  equation. 

En  ^crivant  le  aystöme  des  n  ^quatioos 

on  pourra,  en  gön^ral,  di^termioer  ies  valeurs,  coostantea  ou  va- 
riables» des  n  quantiti^s  ai»....,  a«,  qui  v^rifient  ces  äquations. 
Ces  valeurs  satisfont  näcessairement  aussi  ä  röqaation 

(14)  f=  g>. 

En  effet»  mettons  röquation  (1)  sous  la  forme 

z=zF(xi o:,,  pi,....,  pn); 

en  substituant  pour  x  Ies  ezpressions  (12)  et  (2),  nous  obtiendrona 
Ies  deox  identit^s 

(»5)  9>  =  F(*. ,  ^..    ^. g;). 

La  derniere  de  ces  identitös  a  liea  pour  des  valeurs  arbi- 
traires  quelcooques  de  ^i,....,  er«,  et  par  cons^quent  anssi  pour 
leg  valeurs  de  ces  quantit^s  tirees  des  ^qnations  (13).  Mais,  par 
la  substitutioD  de  ces  derniöres  valeurs»  le  second  membre  de 
(16)  devieot  coropUtement  identique  avec  le  second  membre  de 
(15).  D'apr^s  cela,  Ies  premiers  membres  de  ces  ^galit^s  devien- 
nent  identiqueroent  ägaux,  c'est-ä-dtre  que  Ton  a  /*=9.  On  d<^- 
rooDtrera  absolument  de  la  m^me  mani^re  qu*en  gön^ral,  si  Ies 
valeurs  trouv^es  pour  ffi»....,  On  v^rifient  n  equations  quelconques 
da  Systeme  (13)  et  (14),  etles  satisfont  aussi  ä  la  (n  +  1)*^"*^ 

TKeil  L.  20 
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11.  Si  l'oD  diff^rentie  T^galitö  (14)  par  rapport  k  chacnoe  des 
variables  indäpendantes,  en  observant  que  Oiy..^  Oa,  qni  entrent 
dans  le  premier  membre  de  cette  equation  et  qai  sont  dötermi- 
nöes  par  les  equations  (13),  doivent  ^tre  consid^räes  coranie  des 
fooctions  des  variables;  on  trouve  n  ^galit^s  de  la  forme 

dxi  "*"  Sfli    dxi  •""•'■•■  ^on  dxi       hxi  * 
lesquelles^  en  ayant  ^gard  a  (13)»  se  rödolsent  aux  suivantes, 

Soi   dxi  ■'•••■  öu^  gjjj.  " 

Mais  ces  derni^res  ont  la  forme  des  <$quations  (4);  par  con- 
sequenty  les  valeurs  de  Hi»....,  an*  tiröes  des  ^qaations  (13)  et 
ramenant  Tint^rale  complete  (2)  ä  la  forme  (12),  sont  renfermees 
dans  ie  systöme  des  valeurs  giSnärales  de  «i ,....,  an  qai  trans- 
forment  l'int^grale  complete  dans  Tintögraie  singuli^re'  ou  dan« 
Tintegrale  gänörale. 

8i  les  valei|rs  de  d],....,  an»  tiröes  des  iSquations  (13)  et 
(14),  sont  toutes  constantes^  alors  Tint^grale  (12)  est  un  cas  par- 
ticulier  de  Tintögrale  complete.  81  les  valeurs  sont  des  fonctioDs 
des  variables,  satisfaisant  ä  une  on  k  plasieurs  relatlons  nece»- 
saires,  de  la  forme  ' 

9>(«if  fl«t....,  Qn)  =  0, 

alors  rintegrale  (12)  sera  un  cas  particulier  de  Tint^graie  gen^ 
rate.  Enfin»  si  ni  Tun  ni  l'autre  de  ces  deaz  cas  n'a  lieu,  llnte- 
grale  (12)  est  Tint^grale  singuliere. 


§.  6. 

12.  Nous  avons  consid^r^  Tintögrale  complete  de  r^aation 
(1)  sons  la  forme  d'une  fonction  ezplicite  z  des  variables  ar| ,...., 
Xn»  Mais  sl  cette  intögrale  est  donni^e  soas  la  forme  d'ime  fooc- 
tion  iroplicite>  d^termini^e  par  Täquatioo 

fp{Xx9*..*t  Xn,    h  Ol,....,   Ob)  =  0, 

la  m^thode  de  la  Variation  des  constantes  arbitraires  s'appilque 
daos  ce  cas  absolument  comme  dans   le  pr^c^dent    En  effet,  en 

consid^rant  Oi, an  comme  des  fonctions  des  variables  oti,...., 

Xn,  Zy  nous  pourrons  les  dtftermlner  d'abord  au  moyen  des  öquatioctf 
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Stti 


=  0, 


dans  lesqoelles  doqs  donnerons  k  i  tontes  les  valeurs  depois  1 
jüsqn*k  lt.    Noiis  obtieodroos  ainsi  TiDtögrale  singnliere. 

En  secood  Heu,  eo  sopposaot  que  an,  On-i»***«»  On-k  soieot 
des  foDctions  eoti^remeot  arbitraires  de  Oi,  a^^.,..,  on-k-u  on 
pent  di^terminer  ces  dernidres  quantitäs  en  fonction  des  Tariables 
par  les  i^quations 

8y  8y     dä»-^k  d<p  San_^ 

Bai^dan^k    Sai    ^  "" '^  don  dai^^' 

oü  Ton  suppose  i=:l,  %....,  n — £  — 1.  L'int^grale  obtenne  de 
cette  roani^re  est  uoe  integrale  g^nörale,  et  eile  a  sa  plus  grande 
g^o<^ralltö  pour  £  =  0. 

Eo  effet,  il  est  facile  de  voir  que,  dans  chacan  des  trois 
modes  de  d^teimination  pr^c^dents  des  qaantit^s  Oi^.,..,  On,  on 
obtient,  en  diflUreDtiaot  l'^quatioD  9?  =  0  par  rapport  h,  chaeune 
des  Fariables  indäpendantes,  n  äquatioos 

d'one  Beule  et  ni^me  fonne  dans  les  trois  cas.  Par  cons^quent^ 
ia  d^teriDination  de  ai»...*,  Oa  au  moyen  de  ces  ^quations  et  de 
g9=rO  cooduit  dans  ces  trois  cas  k  une  seule  et  m^me  ^quation 
aux  d^rivees  partielles,  puisque  le  räsultat  de  rälimination  ne  d<$- 
peod  pas  des  valeurs  attribuöes  aux  quantlti^s  ^limioiSes. 

13b  Remarquons  que»  si  IVquation  aux  däriväes  partielles  ne 
renferme  que  denx  variables  ind^pendantes,  avec  une  fonction 
de  ces  variables»  ces  trois  variables  pourront  ^tre  consldöröes 
comme  les  coordonnöes  d*nn  point  de  Tespace.  Alors  riotögrale 
compl^te  repr^sentera  Töquation  d'one  surface»  renfermant  deux 
param^tres  arbitraires.  La  möthode  ro^me  qui  sert  k  trouver  Tin- 
tögrale  göo^rale  et  l'intögrale  singuli^re  au  moyen  de  Ia  Variation 
des  contftaotes  arbitraires  devient,  dans  ce  cas,  complätement 
identique  avec  le  proci^d^  employö  en  G^om<$trie  pour  d^terminer 
les  surfaces-enveloppes,  savoir:  dans  le  cas  de  Tintägrale  singn- 
liere» en  faisant  varier  ind^pendamment  les  deux  param^tres;  dans 
le  cas  de  Tiiit^grale  generale,  en  ^tablissaot  entre  ces  parametres 
iine  dependance  arbitraire. 


20* 
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Clwpitre  II. 

5.7. 

14.  Noaa  avons  va  (§.  4.,  art.  9)  que  la  forme  la  pliu  gini- 
nie  de  la  foDction  ezplicite  x  satisfaisant  k  r^quation  aux  d<ri> 
v^es  partielles  du  premier  ordre 


F(xi,. 


''"''s^r 


Bx_ 

Sxn 


)  =  0. 


est  la  soivante» 

qui  renferme  dans  soo  expression  les  n  variables  indi^peadanteji 
Xi,.».»,  Xu,  puis  n — 1  fonctions  donn^es  ind^peodantes  entre 
eiles,  Ol,....,  üu-i  de  ces  variables,  e^  enfin  une  fonction  arbi- 
traire  te  de  ces  fouetions  dono^es.     . 

Consid^roDs  nn  cas  particulier  de  cette  forme  g^oörale,  celui 
oü  ^  ne  contient  explicitement  ni  oti,...  ,  x%,  ni  oi, ....,  a«-i; 
nous  aurons  alors 

(1)     2=/*[3r(oi,..,  a«-i)],  ou  simplement  2=:?r(a|,..,  a«-i), 

paisque  n  est  une  fonctioo  arbitraire. 

L*^qaatioD  aaz  döriv^es  partielles  du  premier  ordre  correspon- 
dante  k  cette  forme  d'int^grale  s*obtient  tr^s-simpleroent»  en  s  ap- 
puyant  sur  le  th^or^me  du  {.  3.,  en  vertu  duquel  le  dätermioaut 
fonctionoel  des  fonctions  z,  a| »....,  On-i  est  ^gal  ä  z^ro,  iors- 
quoD  a  entre  ces  fonction  la  reiation  (1).    11  vient,  d'apr^s  cela, 


(2) 


8t 
dx. 

Bz 
BF,     • 

Bai 

Ba^ 
dx^     ■' 

da, 

■•       Bxn 

Son-l 

Sxi 

Ban-i 

Bx,     " 

Bom-l 

■■       Bxn 

=  0. 


ou,  eo  döveloppant  le  d^terminant  de  degrö  n,  qui  forme  le  pre 
mier  membre  de  cette  öquation,  suivant  les  däterminauts  partiell 
de  degr^  n— 1 ,  qui  ne  renferment  pas  les  ^l^ments  de  la  premiere 
ligne  horizontale» 
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lei  coefficieotii  A|,  Z?«,...,  Aa-i  ötant  les  d^terinioante  de  degr^ 
n— 1  formlos  avec  les  ^l^ments  da  däterminant  (2)«  en  suppriniant 
constamment  la  prämiere  ligoe  horizontale,  et  saccesnivement  la 
1'*,  la  2«, . . . . ,  ia  n'*"^  ligne  verticale«  de  sorte  qae 


Ärf=r(-.l)(«-l)(i-l) 


L*eqaation  (3)  est  de  forme  lini^aire  par  rapport  aux  di^rivi^es 

partielles  ö —  > . . . »  » — ;  eile   n'a  pas  de  terme  qoi  oe  coutienoe 

aucane  d^riväe  partielle»  et  ses  coefficients  ne  contieDoent  pas  la 
fonction  x, 

15.  Prenons  mainteoant  la  seconde  forme  de  Ttotägraie  ge- 
nerale (§.  6.), 

par  iaqoelle  ilnconnae  z  est  determioee  cororoe  fooctioo  impiicite 
des  variables  independantes.  lei  <p  däsigne  une  fonction  dono^e, 
;i  uoe  fonction  arbitraire,  et  les  fonctions  donni^es  Oi,.,,.,  an—i 
cootienneot,  outre  les  variables  independantes ,  la  fonction  z  elle- 

meme. 

Considerons  le  cas  particuUer  oü  «i,....,  On.i  n'entreot  pas 
directement  dans  tp,  mais  seulement  par  la  fonction  n;  alors  l'e* 
qnation  präcödeote  est  de  la  forme 

fp[xi,....,  JCnf  2,  7r(iii,....,  «ii-.i)]  =  0; 

en  rösolvant  cette  ^qaation  par  rapport  ä  »^  il  vient 

7i;(a„....,   a«-i)  =  5t(^i»---»  ^n,  z), 

X  d^signant  nne  fonction  connue.  Si  Ton  pose,  pour  runiforroite, 
;(:=a»,  et  qa'on  profite  de  ce  qne  la  fonction  n  est  arbitraire»  on 
peot  remplacer  la  relatlon  pr^cedente  par  celle-ci  qni  Ini  est 
äquivalente, 

(4)  ^(«u  «Ä» ««-i.  fln)  =  0. 

Voyons  de  qaelle  forme  est  röqaation  anx  deriv^es  partielles 
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de  la  fonction  t  qui  correspond  ä  la  forme  d'int^ale  (4).  Pov 
ramener  ce  cas  aa  präcödent,  prenons  d'abord  l'^quation 

(5)  y  =  «(oi,,...,  an)\ 

en  verta  de  cette  relation  entre  les  fonctions  y»  a|,....,  a«,  il 
8'eosait  qua  lenr  döterminant  fonctioonel  est  nul»  c'e8t-l^*dire  qae 
i'on  a 


(6) 


3i 

8o, 

So:," 

"ST 

da. 

da« 

da« 

•82 

=  0, 


oo 


<7)  «^>^+«'''3^+-+*<-+*>|  =  0. 

12(0  ^tant  UD  d^terminant  de  degr^  n,  form^  d'ane  maoitee  ant- 
logue  aux  Ri  de  l'art.  pr^cödeot 

Mais  si,  entre  les  fonctions  a| »....,  Om  on  ätablit  la  relation 
(4),  alors  on  a 

y  =  0, 

et  t  peot  ötre  considör^  comme  uoe  fonction  de  a?i,....»  f»  En 
diilärentiant  dans  cette  Hypothese  la  derniöre  i^quation  par  rap- 
port  ä  chacune  des  variables  indäpendantes,  nous  obtenons  lest 
^quations 


an  moyeD  desqaellea  l'^quafion  (7)  se  chaoge  dans  la  snivanto 


(8) 


ßd,  J^  +  Ä(«,  ^+....  +  ß(-)  gi-  =  «("+*>. 


Cette  demiöre  ^qaation  est  encore  lin^aire  par  rapport  anx  deri- 
vees  partielles  de  la  fonction  z;  mais  eile  est  d'ane  forme  plu» 
g^n^rale  que  T^quation  (3),  piiisqu'elle  a  un  terrae  iZ(M-i}  qoi  n« 
renferme  pas  les  d^rivees  partielles  de  z,  et  que  la  fonction  : 
elle-m^roe  entre  dans  les  coefßcients  avec  les  variables  inde- 
pendantes. 
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16.  Ainsl  86  trouve  i^tablie  la  forme  la  plus  gön^rale  d'uoe 
relation  primitive  entre  les  variables  Incl^pendaDtes  et  une  fonc- 
tioD  de  ces  variables»  conduisant  ä  une  ^quation  lin^aire  par  rap* 
port  aux  deriväes  partielles.  Cette  ^qaation  lio^aire  peut  dtre, 
par  coDs^qoent,  de  l'une  des  deuz  formes  g^nörales  (3)  oa  (8); 
mais  l'analyse  pröcödente  fait  voir  qae  de  Täquatioo  (8)  onpeut 
remoDter  ä  T^quatioD  (7),  qui  est  de  la  meme  forme  que  (3),  si  ce 
n*est  qa'elle  contieot  one  variable  indi^pendante  de  plus.  L'^ 
qnation  (6),  äquivalente  ä  (7),  est  v^rifi^e  identiqoement,  si  Ton 
substitae  a  ia  fooction  y  une  quelconque  des  fonetions  at»...»  a«, 
paisque  le  d^terminant  qui  forme  le  premier  roembre  de  cette 
<k|uation  a  daos  ce  cas  deux  de  %^m  iigoes  horizontales  identiques 
entre  elles.  Par  snite,  a|,....,  a«  soot  n  Solutions  ou  integrales 
particnli^res  de  i'^quation  (7)»  et  l'expression  la  plus  generale  de 
la  fonction  y  ^si^  comme  Tindique  la  formule  (5)>  une  fonction  ar- 
bitraire  de  ces  Integrales  particnlieres.  Enfin»  cette  fonction  ar- 
bitraire,  etant  ^galöe  ä  «^ro  (ou  ä  une  constante  arbitrairOt  ce 
qui  n'augm^nte  en  rien  la  gäneralite)»  donne»  comme  le  montre  la 
formule  (4)»  Tintegrale  generale  de  T^quation  (8). 

D^aprds  cela^  on  peut  döjä  pr^voir  ia  marcbe  generale  de 
Tintegration  d*une  ^qnation  lin^aire  de  la  forme  (8),  lorsque  les 
coefficieots  ßO  sont  des  fonetions  donn^es  quelconques  de  ^i,..» 
Xu%  z.  On  la  ramdnera  ä  la  forme  (7),  puls  on  döterminera  n 
fonetions  independantes  v^rifiant  cette  öquation  (7).  Alors,  en 
^iant  ä  z^ro  une  fonction  arbltraire  de  ces  n  fonetions,  on  aura 
riotegrale  generale  de  r^quation  considäröe* 

CeCte  Provision  est  pleinement  conGrmee  par  la  theorie  ex? 
pos^e  dans  les  deux  paragraphes  suivants. 


§.  8. 

17.  Lagrange>  apr^s  avoir  ötabli  une  premi^re  theorie  de 
rint^gration  des  ^quations  linäaires,  Ta  preseotöe  finaleraent  sous 
la  forme  suivante. 

Prenons  une  öquation  lineaire  par  rapport  aux  dörivees  par- 
tiellesj  de  la  forme  generale 

dans  laquelle  A^  J|,..*.«  An  d^signent  des  fbnctions  donnees  de 
^t9**.*>  Xn  et  de  2. 
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Reprösentons  son  integrale  par  Töquation 

(10)  y(a:i......  xn.  i)  =  0, 

aa  moyen  de  iaqaelle  on  poarra  döterminer  t  eo  fonction  de  jti,.., 
Xn.  En  ia  dliKrentiant  dans  cette  bypoth^e  par  rapport  ä  cha- 
cune  des  variables  independaDtes«  oous  aurons  les'n  ^galitös 

Par  coDs^uent,  en  multipliant  i*äquatioD  donn^  far-^ ,  ettraos- 
portaot  toas  les  termes  dans  le  second  membre«  on  obtient  l'e^galite 

D*antre  part,  en  consid^rant  z  comxne  une  fonctioo  diSterroinöe  par 
r^quation  (10),  et  prenant  Ia  diff^reotielle  complete  de  y  dans 
cette  supposition,  nous  aurons  ideiitiquement 

rfy  =  0. 
Or 

dy  dy  Sy 

donc,  en  snbstituant  ici  Ia  valeur  d'uue  des  därivöes  partielles  de 

dy 
y,  de  -K-  par  ezemple,  tiräe  de  Tägalit^  (1 1),  II  viendra 

r 

Cette  expression  montre  quo  dy  deviendra  identiqaement  nul,  si 
entre  les  variables  jr,....,  ar^,  z  on  etablit  des  relations  satisfai- 
sant  aux  equations 

(12)  ^i"-}  ^'  =  0 '  dxn-^dz  =  0. 

Mais  pour  les  n  öquations  simultan^es  aux  difli^rentielles  ordi- 
naires  (12)  du  premier  ordre  entre  n-j-l  variables,  on  peut  d^ter- 
roiner  n  integrales  distinctes,  renfermant  n  constantes  arbitraire« 
rt, ,  — ,  rfi,.  8iip[>o«ons  que  ces  integrales,  resolues«  par  rapport 
aux  con8tantes  arbifraires,  ««oient 

(13)  q>i{Xi, . . ,  or»,  2)  =  Ol,  qp^C^i , . . ,  OTn,  2)=W3, . . ,  (pn{Xi^9  •.*««*  z)=a»' 


\ 
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An  inoyeo  de  ces  n  äquatioos,  repr^sentant  les  integrales  des 
eqnatioDS  (12),  on  peut  aossi  exprimer  n  des  variables  Xi,..9.acn9 
t  en  fonetlons  de  la  variable  restante  et  des  constantes  arbitrai- 
res.  Ed  sabstltnaot  ces  ezpressioos  dans  la  fonction  y  (a:|,..>a;ii,  2), 
la  variable  restante,  en  fonctions  de  laquelle  soot  ezprlm^s 
tontes  les  autres,  devra  disparattre  d'elle  -  mdme,  paisqoe  dy  doit 
etre  dqI.  Par  coDSÖquent,  aprds  la  sabstitatlon,  y  ne  contiendra 
pias  qae  les  constantes  arbitraires  Oi, . . . . ,  On- 

De  \k  il  s'ensuit  ävideninient  qne  la  forme  la  plus  g^n^rale 
qua  pnisse  avoir  la  fonction  y  ponr  satisfaire  k  la  condition  pr^- 
cedente^  est  la  forme 

;7  d^signant  ane  fonction  complätement  arbitraire,  et  q>is  92,...., 
<pn  ötant  les  fonctions  qai  forment  les  premiers  membres  des 
eqnations  (13).  En  effet,  si  Ton  r^soot  les  ^quations  (13)  par 
rapport  k  n  quelconqaes  des  quantit^s  Xi,....,  Xn»  *,  et  que  Ton 
sabstitae  de  nouveau  les  valeurs  obtenaes  dans  les  i^quatlons  d*oii 
eiles  ont  6X6  in6eB,  celles-ci  devront  se  räduire  k  des  identitiSs,  9i 
se  changeant  en  Oi,  (p^  en  a^  etc.  Par  snite«  l'intägrale  gän^ 
raie  de  T^qnation  (9)  est  ^ 

^ (9>u  9a>* •  •  •  f  9«)  ==^  0. 

C'est  k  peu  pres  sous  cette  forme  que  la  thäorie  des  ^qua- 
tioDs  Unfaires  a  M6  ezpos^e  dans  la  Le^on  XX  du  Caicul  des 
Fonctions  (Edition  de  1806).  Lagrange«  apr^s  avoir  d^ve* 
loppe  cette  tb^orie  pour  le  cas  de  deux  et  de  trois  variables  in- 
dependantes,  ajoote:  »^L'anaiyse  pröc^dente  est  plus  simple  et 
plus  directe  que  celle  que  j'ai  donnäe  dans  la  Theorie  des 
Fonctions  (n**.  101);  c'est  ce  qui  ma  engag^  k  la  mettre  ici, 
dautant  qu'elle  s*applique  avec  la  möme  facilit^  aux  äquations 
semblables  entre  un  plus  grand  nombre  de  variables.  Dans  les 
M^motres  de  Berlin  de  1779^  je  m'etais  content^  de  prouver» 
a  posteriori,  la  lögitimitö  et  la  g^neralitä  de  la  metbode. '' 


§.  9. 

18.  D'apres  la  tböorie  de  Lag  ränge,  l'intögration  de  Töqua- 
tion  ItniSaire  aux  däriväes  partielles  (9)  se  raro^ne  k  Tint^gration 
du  Systeme  d'equations  simultan^es  aux  diSi^rentielles  ordinaires 
(12).  Mais,  comme  la  fait  voir  Jacobi  (Journal  de  Grelle, 
T.  II),  les  Solutions  de  ces  deux  qnestions  sont  li^es  par  une 
d^pendance    mutuelle.      La    dämonstration    de    cette    prop^sition 
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coropldte  et  eclaircit  la  thöorie  de  Lag  ränge,  et  nous  foarniten 
ni^iiie  temps  l'occasion  de  präsenter  une  esquisse  göoöraie  de  la 
theorie  de  l'intögration  des  ^qaatiens  simultaoees  de  la  forme  (12). 

Les  öquatione  (12)  peuveot  s'^crire  soas  forme  de  proportions, 

dz dxi  düßn 

^"- j7~  —  :sr' 

lesquelies  eoot  Texpression  de  ce  prob! toe :  Etablir  entre  les  Yana- 
ble»  2,  OTiy...,  Xn  des  reiatioos  telles,  qae  les  dME^reotlelles  de 
ces  variables  soient  proportionnelles  aux  foocHoDs  doon^s  A^  il|,..i 
An.  Ed  prenaot  une  des  variables^  z  par  exempie,  poar  variable 
indöpendaote»  oo  peot  coosiderer  toutes  les  aatres  :r| »....,  «■ 
conime  des  fonctlons  de  2 >  et  les  öquations  pr^c^deutes,  ^rites 
sous  la  forme 

dxx  __^  Ai  dxn  ^^  An 

H—l •  ~di'^  A' 

donneront  les  expressions  des  dMväes  premi^res  de  ces  fonctioM 
aa  moyen  de  z,  oti,...»  w^  H  est  facile  d*end^duire  des  expres- 
sloDS  semblables  pour  les  d^rivt^s  dordres  plus  i^levtfs  de  ces 
mömes  fonctions.  Pour  cela,  en  diff^rentiant,  par  exemple,  Te- 
quatlon 

dxj       Ai 

plusieurs  fois  cons^cutivement  par  rapport  ä  z,  considör^  comme 
la  variable  indäpendante»  dont  :r|,...,  x^  soot  des  fonctions,  et,  a 

mesure  que  "J^y*»  -^s'lntrodnisent  dans  lesseconds  membre^. 

les  rempla^ant  par  leurs  valeurs  respectives  '"^»••••^  "^^  0°^^ 
tieodra  les  expressions  demandöes,  qui  scront  de  la  forme 

dxi        At        ,    ,  V 

-3-^  =  "j"  =  Vi  V*»  a?|,....,  j:«;, 

d^Xi 

■3^  =  '**(«»  a?i,....,  ar«). 


(14) 


d^Xi  j 


On  troavera  de  cette  maui^re  les  expressions  des  dMv4es  dor- 
dres supärieurs  de  toutes  les  fonctions  «!»•.••,  «■• 
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'  Sopposons  maintenant  qa'a  ane  valeur  particali^re  dornige  z^ 
de  la  variable  iod^pendaote  z  correspondent  des  valeurs  Xx^, 
aj^,...,  Xf?i  choiaies  arbitrairement  ponr  les  fonctions  Xi^  x%f.,, 
Xa.  Od  pourra  dövelopper  alora  chacune  des  fonctioos  Xi,..,  Xu 
CD  s^rie  infinie  par  la  formale  de  Taylor.    On  aura  de  cette  manl^re 

xi^xiH^(*^f  V» ««^-y- 

(;5  — ,0)» 

AiDst  86  tronve  di^monMe  rexistence  des  n  fonctions  cherch^s, 
remplissant  les  conditions  vouloes,  et  dous  voyons  en  mdme  temps 
qae  tootes  ces  expressions  renferment  les  mdmes  constantes  ar- 
bitraires  Xi^,,..,  Xifi.  Pour  ce  qni  est  de  la  qnantit^  Tfi,  eile  doit 
^tre  coDsidöröe  comme  nne  coostante  donn^e,  par  exemple  comme 
QD  norobre  donni^.  Reraarqnons  encore  qae,  au  liea  des  con- 
stantes arbitraires  Xi^,...,  Xtfi,  on  peat  en  introdaire  d'aatres, 
ii^s  avee  les  premi^res  par  des  relations  arbitraires,  poarva  qae 
les  nottvelles  constantes  arbitraires  pnissent  ^ire  d^termin^es  de 
teile  nianldre  qae,  poar  ane  valear  donn^  quelconqae  de  z,  les 
fonctions  d^,..,  ^n  pnissent  prendre  des  valears  cholsies  k  volonte« 

19«  Poar  döterminer  les  expressions  finies  des  n  fonctions 
cherch^s  ^Ti,...,  o?«,  il  faat,  en  gi^ndral,  tronver  n  ^qaatlons, 
DomnK^es  inti^grales»  entre  ces  fonctions,  la  variable  ind^pen- 
dante  x,  et  n  constantes  arbitraires.  Ce  probtöme  peat  ötre  r<^sola 
daos  certains  cas,  sans  clever  Tordre  diiUrentiel  des  öqaations 
(12),  et  le  Saccus  däpend  finalement  de  la  forme  des  fonctions 
donn^s  A,  Ai,.,.,  An» 

II  existe  encore  an  autre  procäd^:  l'^liroination  de  n — 1  des 
fonctions  tnconnaes,  et  la  r^duction  du  problöme  k  Tinti^gration 
d'une  seale  ^qaation  diiTärentielle  ordinaire  da  n*^^  ordre.  Pour 
cela,  prenons,  par  exemple  les  n  premiöres  ^qaations  (14),  et  ^li- 
mioons  entre  elles  les  n — 1  quantit^s  ort,**.»  ^f~i,  a?ifi,...,  ^r«. 
Nons  obtiendrons  de  cette  roaniöre  une  seole  equation  entre  2,  la 
fonction  xt  de  z  et  les  dörivöes  de  cette  fonction  jnsqa'aa  n^*"* 
ordre,  et  cette  ^qaation  sera  de  la  forme 

^,  elxi  d*xi.       ^ 

Une  ^uatlon  de  Tordre  n  entre  deux  variables  a,  comme  on  sait, 
n  inti^grales  premi^res,  qai  se  pr^sentent  sous  la  forme  d'öqaa- 
tions  diff^rentielles  de  Fordre  n  — l,  renfermant  chacone  une  con* 
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8tante  arbitraire.    En  r^solvaot  ces  i^qaations  par  rapport  aus  cod- 
atantes  arbltraires  Ci,..,  Cn,  noaa  aarona  n  öqoations  de  la  forme 


(15) 


Od  peat  obtenir  uo  ayatöme  d'äqaatioDs  äquivalent  k  celui-ci, 
en  trouvant  Tiot^grale  complete  de  T^quation  diCerentielle  du 
nj^jN«  ordre,  iaquelle  reDferme  n  conatantea  arbitraires,  en  ladife- 
rentiant  it — 1  fois,  et  tirant  des  n  öqaations  ainsi  obtenuea  les 
valeara  dea  coostaotea. 

20.  En  sobatitnant  dana  les  äquationa  (16)  lea  valeura  (li) 
des  d^riväea  de  la  fonction  xu  noaa  obtiendrona  les  n  relations 
cherch^s  entre  z,  Xi,.,..,  Xu»  ou  les  integrales  des  tfqoatioDS 
(12),  lesqaelles  peavent  s*<$crire  ainsi,  , 

(16)         ^(Zf  *!>•••#  a:ii)  =  Ci,..,,  fpn(t,  J?!,...,  X||)  =  Co* 

Les  ^quations  (16),  devant  ^tre  les  integrales  des  äquations 
(12),  jouiront  de  cette  propriete,  que  si,  au  moyen  de  ces 
roemes  equations  et  des  autres,  on  en  dedait  des  relations  entre 
les  variables  z,  d7i,...,  Xn  ne  renfermant  point  de  constantes  ar- 
bitralres,  ces  relations  devront  etre  des  identites.  Dans  le  cas 
contraire,  en  effet,  nous  ne  pourrions  plus,  pour  une  valeur  don- 
ode  de  z,  choisir  ä  volonte  les  valenrs  correspondantes  de  j!i,,.,x». 

Remarqnona  encore  que  les  premlers  membres  des  öquations 
(16)  reprösentent  n  fooetions  qui  restent  constantes  pour  les  va- 
riations  aimultanees  de  z,  a?|,...,  Xn>  Par  consequent,  leurs  dif- 
förentielles  sont  ägales  ä  z^ro. 

D'apres  cela,  on  a 

dq>i  =  0,    - 
ou 

8yi  ,  Sjw  dxi  Stpi  dxn  _  ^ 

Bz  +3^1    dz  ^"'^dxu'di  """• 

dXt  dXn 

En  mettant  pour  -j-f*»  ~^  leurs  valeurs  tir^es  des  l^|aation8 
(12),  et  multipliant  le  resultat  par  A,  il  vient 
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<$qaatioti  qai  repr^sente  une  relation  entre  x,  ^T]  » . . . »  jt«,  et  qui  ne 
cootient  aacune  constante  arbitraire.  Uonc,  d'apr^s  la  rtniarque 
pröcMente»  cette  ^quatioo  doit  ötre  Ideotique. 

Par  Gonsi^quent,  loa  fooctions  qni  forment  les  premiers  mem- 
brea  des  i^quations  (16)  aatiafont  ä  Täquation  aus  d^riväea  par- 
tielles 

qoe  nous  avions  daos  le  paragraphe  pröc^dent,  II  y  a  plus :  oiie 
fonction  arbitraire  d'une«  de  plusieurs  ou  de  la  totalit^  de  ces 
foDctioos  satisfera  pareillement  k  r^quation  (11).  Eo  effet,  si  Ton 
convient,  pour  abröger«  de  reprösenter  par  A{y)  le  premier  mem- 
bre  de  r^qaatioD  (11),  nous  aarons  ideotiquement 

^(9i)  =  0,....,  -4(9«)  =  0. 

Ed  prenant  nne  fonction  n  des  fonetions  9i»....,  (pn,  il  vient 

on  ^^  07t  dtpi  dn  d^ 

dn  ^^^  dn  d<Pi  dn  dip» 

dxi  ""  891  S57  ■  •  •  * '  ■  3g>n  3a?f  * 

Multiplions  la  seconde  de  ces  öquations  par  Au  et  ajoutons 
la  sornme  des  ezpressions  analogues  pour  t  =  1,  2,....,  n,  ä  la 
premi^re  ^quation  multipli^e  par  A\  il  viendra 

Cr  le  second  membre  de  cette  ögallt^  est  identiquement  oul;  il 
en  est  donc  de  m^me  du  premier. 

Enfin»  la  sapposition  de  y=:0  permet  de  consldörer  z  ou  l'une 
des  quantit^s  x^y.,.,  Xu,  par  exemple  Xi,  comnie  une  fonction 
de  toutes  les  autres  variables;  dans  ce  cas,  T^quation  (11)  se 
ram^ne  k  Tune  des  snivantes. 
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et  l'^quatioti 

n  (tpi  *•...,  9>fi)  :=  0 

sera  l'intägrale  coinplöte  de  ces  ^qaations  auz  d^^riv^e«  partielles. 

Cea  conclasioDS  sont  complätement  conrormes  k  la  th^rie  de 
Lagrange,  et,  eo  leg  prenant  pour  basea,  on  poarra  consid^rer 
la  m^thode  d'intdgration  des  ^quations  linäaires  aux  d^riv^es  par- 
tielles comme  one  simple  addition  anx  propriötös  dämontr^s 
plas  baut,  des  iot^grales  des  ^qaations  simoltaD^es  de  la  forme  (12). 

21.  Pour  achever  de  mettre  en  lanii^re  la  liaisoti  Intime  et 
la  d<$pendance  räciproqae  des  deux ,  probidmes  de  Tint^ation  de 
l'äqaation  (11)  et  de  Celle  des  ^qnations  (12),  dtfmontroDS  encore 
le  tb<$or^me  suivant: 

Toute  fonetion  ^  des  variables  x,  Xi,....,  Xm»  satis- 
faisant  k  T^quatlon  liu^aire  aux  däriv^es  partielles 
(11),  conserve  une  valenr  constante,  lorsqn'on  fait  Ta- 
rier simnitanäment  la  qnantitä  z  et  les  quantitäs  :r|,... 
Xn»  consid^räes  comme  des  fonctiona  de  z  d^termint^es 
par  les  ^quationa  (12);  et  par  consequent 

^  s=  const 

est  une  des  integrale«  do  Systeme  d'^quations  siranl- 

tan^es  (12). 

En  effet,  en  prenant  la  diff^rentielle  de  ^  dans  Thj^poth^ae 
de  «1,...,  Xu  fonctions  de  z,  on  a 

or,  en  vertu  des  ^quations  (12), 

ixi  ^Ai  dxn  ^  An . 

dz  -^  il'-'   dz-^  A' 


dx] 
donc 


dz 

d^=:A(^).2' 


D'aprds  les  conditions  du  thäoröme,  A(ilf)  est  identiquement  ^gal 
k  zäro.    Partant, 

d^  =  0,    d*oü    ^  =r  const. ; 

ce  qu'il  fallait  dämontrer. 
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De  \k  r^sulte:  P.  Qu'ayant  dätermine  d*uiie  mani^re  qael- 
conqne  n  fonctions  distinctes  ou  ind^peodantes  entre  elles  ^i,...» 
(pu,  satisfaisant  ä  r^qoationa  (II)»  nous  aurona  un  syatöme  coni- 
plet  dlntegralea  des  ^quations  (12),  soua  ia  forme 

9,  =s  conat.  =  Ci ,     ^  =  Gonat.  =  c«, . . . ,    911  =  const.  =r  c« ; 

2^.  Que,  coDnaissant  un  syatöme  d'int^gralea  des  ^quationa  (12), 
tel  qne  le  pr^cädent,  on  peut  former  un  nombre  infini  d'autres 
aystemes,  de  Ia  forme 

»i  (^»•••»  9n)  =  conat.  =  cW, 
n^  (9i^...9  g>n)  =  conat.  =  c^). 


^uivi9"'»  9«)  =  conat.  =  c^"). 


II  eal  clair  que  ce  paaaage  d*un  aystime  d'inti^^rales  ä  un 
aotre  revient  ä  remplacer  lea  conatantea  arbitrairea  primitive«  par 
de  noQTellea  conatantea,  liäea  avec  ellea  par  des  relations  choiaies 
arbitrairement, 

Äl(Ci,...,  Cn)  =  C^),...,   nn{Ci,...,  C«)  =  c("). 

22.  Parmi  les  diffiSrenta  ayat^mes  d'int^gralea  des  equations 
(12),  celui  qui,  dana  beaocoup  de  caa,  m^rite  Ia  präfi^rence  est  le 
Systeme  dana  leqnel  entrent,  comme  constantes  arbitrairea,  des 
valeura  arbitrairea  Xi^,..,  acn^  des  fonctiona  :ri,..,  Wny  correapon- 
dantes  k  nne  valenr  quelconque  i^  de  Ia  Tariable  ind^pendante 
z.  II  est  facile  de  dMuire  ce  ayatöroe  d*iotägrales  d'iin  autre 
ayat^rae  donn^  quelconque ,  par  exemple,  du  ayateme  (16).  En 
aoppoaant  que,  pour  2=2^,  on  alt,  pour  valeura  eorreapondantea, 
a:i=:ri^,...,  :rii=:irA  nousaurona,  entre  lea  anclennea  conatantea 
et  lea  nouTellea,  le«  relationa 

ipiiiP,  ari^...,  Xtfl)  =  c,,...,  ipn(x^,  ari»,...,  ar„o)  =  c«, 
OQ,  en  räaolvant  cea  ^quationa  par  rapport  k  :r|^,...,  afim, 

Si  Ton  aub#titue  ici  lea  valeura  de  cri,..,Cii,  tir^ea  dea  i$quationa 
(16),  nooa  aurona  le  ayattoe  demandö  d'int^gralea,  aoua  Ia  forme 

<Pi(t.  a?!,...,  a:«)  =  9>i(»o,  OTi®,...,  jrm% 
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Ott  encore  6oas  celle-ci 


Chapftre  III. 

$.  10. 


23.  Nous  allons  maiDtenant  consid^rer  le  probl^ftie  de  Tiote- 
gration  des  ^quatioos  aux  därivöes  partielles  da  premier  ordre  de 
la  forme  la  plus  gänörale,  c'est-ä-dire,  sans  restriction  relative  au 
nonibre  des  variables  ind^pendantes  oa  ä  la  forme  de  i'^quation. 

Ed  cooservant  les  notations  adoptöes  au  §.  1,  reprösentoM 
encore  le  type  gäoäral  de  ces  ^qaations  sous  la  forme 

(1)  F(ari,...,  ar«,  2,  pi,...,  pii)=0. 

La  d^termination  Imm^diate  de  Tintägrale  g^o^rale  de  l'i^oatioD 
(1)  constitaerait  an  problöme  trop  complexe;  ä  caase  de  cela,  od 
cherchera  d'abord  son  iot^grale  compl^te,  renfermant  n  constaDtes 
arbitraires,  de  laquelle,  comroe  on  Ta  d^moDtr^  plus  baut  (Chap.  L 
§$.  2.-6.),  on  di$duira  ensuite,  par  la  Variation  des  constantes  ar 
bitrair^,  les  integrales  genärales  et  rint^grale  singuliere.  Uoe 
autre  mani^re  de  traiter  le  problöme  consiste,  au  lieu  de  d^ter- 
miner  iromädiatement  Fint^grale  compl^te,  repräsent^e  par  noe 
^quation  entre  les  variables  independantes  Xi,,..,,  Xn»  ia  fonction 
2  et  n  constantes  arbitraires,  k  chercher  d'abord  les  expressions 
des  d^rivi^es  partielles  pi,..>,pn  de  la  fonction  z.  En  substitiiaot 
ces  expressions  dans  Täquation 

(2)  dx=spidxi+p^dx^  +  ....  i-pHdxn,  - 

qui  donne  la  diff^rentielle  totale*  de  la  fonction  z,  et  int^grant 
cette  ^qoatioo»  on  obtient  rint^grale  complete  cberch^e.  Si  Ton 
met  cette  derniöre  sous  la  forme  d'une  ^quation  r^solae  par  rap- 
port  k  une  des  constantes  ai,...>  On»  on  a 

(3)  A^i»'-»  *«»  ^»  «15.. .♦  an-Ossan; 

d'oü,  en  diff^rentiant  par  rapport  a  chacune  des  variables  inde- 
pendantes^ on  tire 
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df_  9f^ 

Px y~»    ••»  P«  —     3/    • 

di  di 

Par  suite^  /^»•••»/'b  doWent  ^tre  des  fonctions  de  ^|,..»  ^a,  s, 
et  renferm^r  dans  leura  ezpresaions  n  —  1  constantes  arbitrairea 
flif.-f  «•— 1- 

De  plos«  poor  qae  räqaation  (2)  admette  une  integrale»  teile 
qua  (3),  il  est  n^essaire  qua  les  fonctions  jfi»..*»  p«  remplissent 
les  cooditioDS  dHatägrabUit^,  lesquelles  sont  de  la  forme 


t  et  k  repr^entant  tont  k  tour  toutes  les  combinaisons  diff^rentes 
des  noDibres  1»  2,.,.,  n,  pris  deux  ä  deax.    Par  suite,   ces  con* 

ditioDs  sont  an  oombre  de  — ^ — -,  et  on  les  ^crira  toutes,  sans 

omissions  ni  r^petitions,  en  donnant  ä  Findice  t  les  valears  snc- 
cessives  1»  2«...,  n — 1,  et,  pour  cbaque  valeur  de  i,  donnant  ä 
l'iodice  A  successivement  toutes  les  valeurs  plus  grandes  qne  i, 
inaquk  n  inclusivement. 

Introduisons,  pour  abr^ger,  la  Dotation  suivante:  u  ^tant  une 
fonction  quelconqoe,  qui  renferme^  outre  les  variables  ind^pen* 
dantes  aci,,.,^  am,  la  fonction  z  de  ces  variables,  nous  ref^r^sen* 
terons  la  d^rlv^e  partielle  de  u  par  rapport  a  l'uoe  des  variables 

g-^.j»    au    lien    d'öcrire 

du       Bu 

^ ^  ^^'*    D'apres  cette  Convention,  le  type  gänöral  des  condi- 

tioiis  d'int^grabilitö  prendra  la  forme 


(fe)  =  (l7) 


§.        11. 


24.  Pour  d^terminer  les  nhjaiAons  p,*  .'.Ü.T^jbo.»  qui  condui- 
sent,  par  rintägration  de  reqii^tion  (2),  ä  Tint^grale  compl^te  de 
(1),  il  faut  en  g^neral  trouver  n  ^quations  entre^  ces  fonctions, 
les  variables  Xg,....,  Xm  i  et  n  —  1  constantes  arbitralres  ai,..., 
Oa-i*  Nous  avons  döja  une  de  ces  n  ^quations,  savoir,  l'^quation 
aux  d^rivees  partielles  donn^e  (1);  il  reste  äd^terminer  lesn— 1 
Thta  L.  ai 
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au t res*  En  suppogant  ces  derni^res  räsolaes  par  rapport  aax 
constantes  arbitraires,  repr^sentaiis  le  Systeme  considdrö  des  s 
equatioDg  comme  il  sult^ 


(5) 


F  =  0,     Fi=fli,     F^  =  a„. 


F,-i  = 


Fj ,  Fn-i  desi^ivaDt,  comme  le  premier  membre  F  de  reqaa- 

tion  donnee  (I),  des  foncticns  de  J^i,...,  Xn*  Zt  /'i»-**»  pn»  4^1  ^^ 
renfennent  pas  de  constantea  arbitraires. 

De  cette  manierej  au  jleu  de  determiner  n  foDctions  pw.pt, 
renrermant,  avec  les  n+  1  variables ,  n — 1  constantes  arbitraire», 
te  Probleme  %e  rameue  a  (a  reebercbe  de  n  —  1  foDctions  F|,.... 
Fn^i,  de  2n  +  1  variables  cbacune,  mais  ne  renfermant  pas  de 
constantes  arbitratres.  I^our  la  d^termination  des  foDctionspi,..,pt> 
on  donne  lea  equatioos  de  conditio D  (4).  Voyons  quelles  conditioiu 
doi^ent  retnplir  les  fonclioTis  Fj,....,  Fn-i,  en  sapposaot  que  les 
valeurs  de  pi,.*,.,  pn,  tir^es  des  ^qaations  (5),  satisfassent  ani 
Gonditions  (4),  Paur  cela,  prenons  deax  quelconques  des  ^qoations 
(5),  par  exemple.  le«  equationa 

Fi  =  fl,»        Fk  =  ak, 

et  diff^rentlons-le«;  successivement  par  rapport  ä  chacone  des  va- 
riables independantea  :r|,...,  xn.  On  trouve,  en  diflfi^rentiant  par 
rapport  ä  j:|. 


«n  differeatiant  par  rapport  ä  x^, 

\dxzJ      ^ihKdxt/      cpiVo^t/  dp,\dx^ 

/an\  .  BF,  /e/^  \    en  /a/^,\  ?^*/'^»\  _  «. 

VW  +  5p,  V8x J  +  Bpt  V  W  *      ■  *  3/»«  Va«»/  "    ' 
*K^Ä4t  suite;  enfin    An  differentiant  par  rapport  ä  Xa, 


W)^  W; 


"'i//'/.. 


'V>. 


ß!'::) 


J 
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Elimiooos,  entre  lea  dem  premier  es  öquatioos  pr^cödeotee,  (^)> 
eotre  les  deuz  suivantes^  (d  }'"**'  ®°^°'  entre  les  deux  der- 
niäres»  \^y    Nous  obtieodrons  aiasi  les  n  äquations 

Vax, )  öp.    api  V  8^1/  ■*■  1 8/^t  3a    3;ii  dp^  ]  \dxj 

^  (dFi  dFk     SFidF_k\  fdpn\  _  ^ 

\.8;rj8p.      8p«VaarJ+  \8/i,  dp^      »PtBpii\SxJ 
.(dFidFk     8^8flW^\_ 
+  •  •+  \dpudp^'^dp^dpui\S:rJ'-^' 

/8fV\8n     8Ff/8n\      f8^8n_8fi8n\/8pi^\ 
Var J  a/>,      dpn \dxnJ  ^  1 8/i|  dpn      8/»,  8pi  I  V8W 

.         ,j  dFi  dFk     dFi  dFk\/dpt^i\      ^ 

.    Introdaisons  maintenant  les  conditions  d*iiit^grabilitä  (4), 
et  remarqaons  que,  dans  les  ^quations  (6),  les  coefficients   des 


ces 


qaantites  \^)  et  (ö^  )*  QQi  doivent  ötre  Egales  en  vertu  de 

conditions»  sont  eax-mömes  ^gauz  en  grandear,  mais  de  signe 
contraire.  Sl  nous  faisons  la  somme  de  toutes  les  öqaations  (6)* 
totts  les  termes«  k  Tezception  des  deux  premiers  de  chaqne  ^qua- 
tion,  se  d^truiront  deoz  ä  deux,  et  nous  obtiendrons  l'equation, 

/7.     (^J±\^lh     ^f^Ij\.     ^rdFi\dFk     dFi/dFk\_^ 

^^^    \dxJdp,^dpXdxJ^'^\dxJdfn''dj^n\dxJ-^' 

qni  devra  ötre  satisfaite  par  toutes  les  combinaisons  deux  ä  deux 
des  fonetions  qui  formen t  les  premiers  membres  des  equations  (5). 

La  loi  de  composition  du  premier  membre  de  l'^quation  (7) 
au  moyen  des  därivees  partielles  des  fonetions  Fi  et  JPjt  est  M- 
dente;  nous  adopterons«  pour  le  däsigner,  le  signe  conventionnel 
{Fi,  Fk\,  D*apr^s  cela,  le  type  g^näral  des  conditions  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  fonetions  F,  Fi,....,  Fn^i,  sera 

(8)  [Ff.  Ft]  =  0, 

i  et  k  repr^sentant  toutes  les  combinaisons  diffärentes  des  indices 
0,   1,  2,....,  n  — 1»   pris   deux  a  deux,   avec  la  supposition  de 
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FqSs  f.    Par  suite,  les  conditlons  (8)  sont  en  mdme  noinbre  qie 
les  conditioos  (4),  savoir»  au  nombre  de 

w(n-l) 

Remarqaons  de  plus  quo,  si  dans  l'i^quatlon  (7)  une  de»  ctetti 
foDctions  Fj,  Fk  est  donn^et  cette  ^quation  aera  de  forme  Hnealie 
par  rapport  aux  d^riv^es  partielles  de  Tautre  fancüoD,  qut  e^t  m- 
coDDue.  Ainsi,  par  exemple»  en  faisant,  daos  l'equation  (7),  Fk-^\ 
et  äcrivaoty  par  suite»  Täquation  sous  la  forme 

dFdJ\      SFdFi  ,5F^f 

dpi  dxi  "■  Sp^  3xj  +•••'+  ^  g^^ 


(9) 


,(      dF  ^      dF,      ^      BF\BFi 

(ÖF,      9F\BFi      (BF         8F{8Fi 
~W,-*-P^Ti]Wt'-\8^,-*^f*Tt]B^ 

!  (BF  ,      BF\ BF(      „ 

\  -■■'•- W.-^P'b;]b^,='^' 

Dous  avons  une  ^quation  Unfaire  par  rapport  aux  deri%*öe8  par- 
tielles de  Fif  dont  Tintegration  (Chap.  11»  ${.  8  et  9)  se  ramene  a 
rint^gration  du  Systeme  suivant  d*äquations  simultan^es  aux  dif- 
f^reotielles  ordinaires, 

/         dxi  dx^  _    dxn 


8F     ""     8F     dF 

Bpi  djPt  ^P» 

dz 

(10) i ""       aF~        8F~      7      BF 

' — dpi -—dpt       _  —  dpn 

—  W~       BP"  dF  ^       BF BF  ^        BF' 


§.  12. 

26.  En  coDsid^raot  le  oombre  et  la  forme  des  equations  (8), 
k  Tiotegratlon  desquelles  se  rani^oe  notre  probl^me,  II  est  aise 
de  remarquer  que  le  cas  de  deux  variables  ind^pendantes  se 
distiDgue  des  autres  par  sa  plus  grande  simplicitä.  En  efet, 
lorsque  ii=2,  alors,  pour  compUter  r^quation  doon^e 
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il  suffit  de  former  one  aotre  äqoation 

F,  (xi,  x^  X,  pi,  Pf)  =  Ol, 
dont  le  premier  membre  /\   vtfrifie  la  condition  uniqae 

[F.  F,]  =  a 

Cette  ^uation  est,  comme  noua  Tavona  tu»  one  ^nation 
lio^aire  par  rapport  aax  d^riväea  partielles  de  la  fonction  Fi, 
doot  rint^gration  se  raro^ne  k  rintegration  da  syattoe  (10)  d'^ 
quationa  almoltan^ea  aox  diflMrentielles  ordioaires,  leqael  prend^ 
dans  le  cas  actael>  la  forme 

dxi    Afa & 

"~5F^—     BF    "•       BF  .       BF 

_      — rf|?i -"<(Pa 

-8F"; — 5F=äF"^ — gp- 

Ed  oatre,  il  est  Evident  qu'il  sufBt  de  dötermlner  sealement  une 
int^ale  F|=:a|  de  ce  ayat^me»  qui  renferme  aa  moina  nne  des 
qoaotit^a  pi,  p^  et  one  conatante  arbitraire  a|.  A  l'aide  de  cette 
integrale  et  de  l'^uation  donn^e»  od  d^termlnera  lea  expreaaiona 
de  pi  et  de  p^    En  aubatitaant  ces  expreaaiona  dana  röqaatioD 

dx'-pidxi^p^^  =  0, 

i*int^gration  de  cette  tfqnation,  maltipli^e»  s'ii  est  näcessaire«^par 
UD  facteor  d'lnt^grabilitä»  fera  connattre  Tiiitögrale  compidte 
cherchf^. 

27.    Pour  ^ciaircir  cette  mäthode,  appliqoona-la  k  T^quation 

ou  , 

Le  Systeme  correspondaot  d'^qaations  dlf^entielles  simaltanöes 
prend  ici  la  forme 

dxx dx% da 

Ä*+l""^Pa+ö— «""^Pt"+(«-«)Pa  +  Pk 

P\P%      Pi* 
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c. 

L'^quation  formte  en  ögalant  le  premier  et  ie  dernier  de  ces  rap- 
porte  donne^  en  l'int^grant, 

Oo  tire  de  la,  au  moyen  de  l'^quation  doonäe> 

% — a 


Ed  sabatituant  cea  valeurs  de  pi  et  de  p^  dans  r^quation 

dz-^Pidxi — |92^a  =  0, 
il  vient 

Cette  eqaation,  mnltipli^e  par 


±V(£L+£L)V,_a 


+«1 


2 
se  ramdne  k  la  forme 

Par  suite,  Tint^grale  comptöte  de  r^uation  donn^e  sera 

ou 

.-=(±V"^Py+T+fL+fl)(a^+«.). 

Si  Ten  prend,  dans  le  ayatöme  d'öqaations  aimaltan^es,  l'e- 
quation  form^  en  egalant  les  deox  derniera  rapporta,  rint^gratioo 
donne 

Pi  =  «ift» 

a^   d^lgnant  une  Doayelle  conatante   arbitraire.     An   moyen    de 
cette  ^quation  et  de  T^quation  donnäe,  on  troave 
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par  cons^qoeot, 

dx—pidxi  — fV^i  =  rfx—  («irf^i  +  dx^  y  — 1=0. 


Y^ 


En  divUant  cette  ^quation  parV 1,  et  int^grant,   on  ob- 

tient  l'int^grale  complÄte  de  l'^aation  doon^e,  soas  cette  autre 
forme, 

00 

(tt|Xi-i-J?ffa«)*  ,   ^^ 

f-n- Sj;^ +  «!• 

O)  ^tant  ane  noavelle  constante  arbitraire. 

28.  La  m^thode  pr^cädente  poar  Tint^gratioD  des  equations 
aux  d^riv^es  partielles  k  deax  variables  iDdäpendantes  a  ^tä 
etablie  par  Lagrange  dds  TanniSe  1772.  t 

L*^qaatioD  lin^aire  k  rint^gration  de  laqoelle  il  ratn^ne  le 
Probleme  n'a  pas  la  forme  sym^trique  de  r^qaafion  [F,  F,]=0; 
mais  eile  renfernie  moios  de  variables.  Ezposons  en  quelques 
roots  le  proc^dö  de  Lagraoge. 

Les  d^riv^es  partielles  pi,  p^  doivent  etre  eonsid^r^es  coinme 
des  foDctions  de  Xi,  x^,  x,  dont  il  suffit  de  d^terminer  ane 
seale,  la  valear  de  l'aatre  se  dädoisant  de  l'^quation  donn^e 

F(xi,  x^  X,  pi,  P2)  =  0. 

Si  Ton  substitue,  r^ciproqaement,  ces  deux  valeurs  daos 
cette  meme  ^uatioD,  eile  se  changera  en  une  identit^:  par  con- 
a^qaenty  on  pourra  la  diflCärentier,  non-senlemeot  par  rapport  k  x^^ 
mais  encore  par  rapport  k  x,  considör^  anssi  comnie  une  variable 
ind<$pendante.    Nous  aurons,  de  cette  manidre,^ 

SF^aFdp^_^dFdp^^^ 
^Xi    '  opi  oxi      op^  dxi        ' 

dF    dFdn    dFdpt 

En  y  joignani  la  conditioD  d'int^grabilitä 
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et  äliminant  entre  ies  trois  tfqoation«  prtScMentes  lea  dimie» 
partielles  de  p^  od  obtient  one  tfquatloo  Unfaire  par  rapport  an 
d^rivtfes  partielles  de  la  fonction  pi, 

ÖF^      8F^     /     BF  dF\Bpt 

dpi  aar,  '^^dp^Bxt  "*■  \^  Bpt  ^l'^SfJ'di 

I  dans  leg  coefficient«  de  laquelle  p^  doit  ^tre  reniplac^  par  sa  va- 

I  lear  tiröe  de  röquatioo  donn^e  F=0.    Par  cette  ^quation,  pi  eft 

d^terniin^  eo  fonction  de  x^  a^,  i;  puia  la  valear  de  la  fonction 
p^  »e  d^duit  de  Täquation  donnäe.    Les  deax  fonctions  satUfont 
^  ä  la  condition  d*intägrabilit^ ,  qoe  Ton  a  prise  pour  baae  de  leur 

I  d^termioation.    üonc,   par  la  aubstitation  de   leurs  valeurs,  1*^ 

Z  quation 

dz — p|i&r|— p^cLra  =  0 

devient   integrable,   et  son   Integration   fait  connattre   la  soiotioD 
*'  cherch^e. 


r» 


l^ 


Remarqnons    que    l'^quatioD  Unfaire    pr^cMeote    condait  ao 
«ystÄme  d'^quations  siniultan^ea 

dxi    ^^    Art dl —  rfpt 

""8F"  ""     BF     -       dF^      8F  —  W         W ' 

qui  eat  ^videmnient  le  m^me  que  celai  de  Tart  26,  k  cela  pres 
que  Ton  y  supprime  le  dernier  rapport,  et  que  Ton  y  remplacepi 
par  aa  valeur  tir^e  de  Tequation  /^  =  0a  Les  deux  proc^d^  soot 
donc  au  fond  complätement  identiques,  et  conduisent  k  ane  seule 
et  möine  Solution,  si  Ton  se  borne  k  d^duire  du  Systeme  präcä- 
dent  d'equations  simultan^es  une  integrale  renfermant  pi  et  one 
constante  arbitrairefr  Mals  Lagrange  avait  cru  d'abord  que,  pour 
avoir  l'ezpression  de  /i|,  il  fallait  d^terminer  Tintägrale  g^o^rale 
de  r^auation  Unfaire,  laquelle  doit  ötre  de  la  forme 

en  designant  les  iotägrales  du  Systeme  correspondant  d*f$quations 
simultan^es,  resolues  par  rapport  au  constantes  arbitralrea,  par 
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9i  (*i»  «•»  «»  J^i)  =  canst  =2  «, 

9^8  (^li  a:^  *.  Pi)  =  const  =  y, 

et  repr^sentant  par  la  caractiSristique  n  ane  fonction  arbittaire. 

Si  Ton  soppose  qae  de  T^quatioo  qai  reprä«ente  Tint^grale 
generale  on  puisse  tirer  ia  valear  de  px  sana  donner  une  forme 
particuli^re  k  Ia  fonction  n^  nous  atirons  aus«!  cette  fonction  dana 
Texpression  de  p^.  Cependant  ii  est  Evident  qae«  entre  une  re- 
lation  primitive  qoi  iierait  x^  x^  z,  et  qtii  serait  de  la  forme 

f[xi,  JTj,  2,  7c(q>x,  (p^]  =;  0 

(f  ^tant  une  fonction  donnee,  et  n  une  fonction  arbitraire)>  et  le» 
deox  ^quationa  obtenues  par  la  differentiation  de  la  pr^cedente 
par  rapport  ä  or^  et  ä  a;t»  il  n^eat  paa  posaible  d'^liminer  les  troi« 

rooetiott»  7t,  g—  f    g—  • 

Dans  le  Caicul  des  Fonctions  (p.  390)«  Lagrange  pro- 
pose  an  moyen  pour  concilier  cette  Contradictlpn.  Mais  il  faut 
remarquer  qu'elle  ne  se  rencontre  paa  datont>  s\,  conforra^ment  ä 
la  remarqne  tr^s-juste  de  Charpit^),  au  lieu  de  Tintägraie  g^närale 
de  requation  Unfaire,  on  prend  une  inti^grale  particuli^re  renfer- 
mant  la  variable  p^,  Ce  dernier  proc^de,  au  lieu  de  conduire  k 
rint<^grale  g^n^rale,  conduit  k  l'int^grale  compl^te  de  T^quation 
donnee  F=Oy  et  a  de  plus  l^avantage  de  ne  pas  eziger  Tint^- 
gration  complöte  du  Systeme d'^quations  simultan^es.  Lagrange, 
en  terminant  son  exposition,  T^tablit  aussi  par  cette  m^thode, 
Sans  citer  d'ailleurs  le  nom  de  Charpit^  k  qni  eile  appartient 


§.  13 

2Ö.  Si  le  nombre  des  variables  ind^pendantes»  dans  T^qua- 
tion  aux  d^iv^es  partielles  du  premier  ordre»  est  plus  grand  que 
2|  alors  le  problöme  de  l'integration  präsente  un  caractdre  plus 
coropliqa^.  En  effet,  ddjä  dans  le  cas  de  trois  variables  ind^ 
pendatitesi  il  faut  (§§•  10  et  11)^  ^tant  donnee  la  fonction  F  des 
variables  o?!^  a:^,  x^,  z,  pi,  p^j  Pzi  qai  forme  le  premier  merobre  de 


*)  Memoire  prdsent^  «  l'Acad^mio  dei  Sciflncea  par  Charpit,  le  30 
jnin  1784. 

21» 
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l'^aatioD  propos^e  F=0,  d^terminer  deux  fonctions  F^,  F^  de 
ces  m^mes  variable« »  satiafaisant  aux  cooditioDa 

[F,  F,]=:0,        MF,    F,]=0, 


([F,    F,]=0, 
\  [F,,  F,]  =  0. 


Par  coiia^quent,  la  fonction  F|  peut  ^tre  däterroin^e,  de  meme 
que  dans  le  cas  pr^cedent  de  deuz  variables  iud^pendante«, 
comine  integrale  particulidre  d*uHe  ^qaatioo  lin^aire  du  premier 
ordre;  mais,  pour  deterniioer  la  fonction  JP^,  il  faat  trouver  une 
integrale  particulidre,  satisfai^ant  ä  la  Ibis  aux  deux  autres  equa- 
tions  siniultanöes  lio^aires  aux  däriv^es  partielles. 

Si  le  nonibre  des  variables  ind^pendantes  est  n,  alors,  etaot 
donoäe  la  fonctioD  F  des  variables  Xi,.,.,  Xn,  z,  Pu-"*  fny  qui 
forme  le  premier  membre  de  Tequation  proposee  /"^O,  il  faot 
deterniioer  n — 1  fonctions  Fp  F^,..,  Fs— i  des  ni^mes  variableis, 
qui  satisfassent  aux  conditions 

[F,  F,]=0,   /[F,  FJ=0,  JF,  F3]  =  0,  .  |   [F,      F«.i]=ft 

F,.-i]=ft 


|[F,  FJ=0,   ,[F,  F3]  =  0,  .  I  [F, 
U^i.^al-O,     [F,,F,]=0,  .      [Fl. 


[F|i-a,F.-i]=0. 

La  fonction  Fi  se  d^termine  comme  une  integrale  particnlt^re  de 
la  premi^re  des  ^quations  pr^ci^dentes ;  la  fonction  F^  comme  one 
integrale  particuliere  satisfaisant  simulfanöment  a  la  2*  et  ä  la  3' 
<$quation>  etc.;  et  enfin  Fn^i  doit  ^tre  une  integrale  particuliere 
satisfaisant  simultan^ment  aux  n— 1  derni^res  eqoations. 

C'est  de  cette  roaniere  qü'a  ät^  präsentä  le  probl^me  de  Tin- 
t^gration  des  equations  aux  döriväes  partielles  du  premier  ordre 
dans  le  AJömoire  de  Jacobi  intitule:  Nova  methodua,  etc. 
(Journal  de  Crelle-Borcbardt,  t.  LX).  Quoique  ce  nonveao 
proc^de  de  Solution  soit,  par  lepoque  de  sa  d^couverte,  poste- 
rieur  aux  autres»  cependant  il  forme  par  sa  nature  la  continuatioD  j 
directe  des  premiers  pas  faits  par  Lagrange  et  Cbarpit  dats 
la  thäorie  du  probl^me  qui  nous  occupe.  C'est  pour  cela  qoe 
j*exposerai  ce  proc^d^  avant  de  parier  d'une  autre  m^thode  de 
Solution,  proposäe  par  Pfaff,  et  perfectionnäe  par  Jacobi  loi- 
m^me  et  par  Cauchy. 

§.  14. 
30.    Jacobi   commence  par  transfornier  Tequatioo  dounee 
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(a)  F(j:„...,  xuf  I,  ;>i,...,  pfi)  =  0 

en  une  aufVe,  ^galeiuent  auz  d^rivees  partielles  dn  premier  ordre» 
mais  dans  laquelle  la  fonctioo  inconnne  n'entre  pas  elle-mtoe 
expliciteinent,  et  oü  fe  nombre  des  variables  iodöpendantes  est 
plus  graod  d'une  unite. 

Mais  dans  cette  transforniation  s'est  gliss^e  une  inadvertance, 
sigoalee  par  Bertrand»  et  qui  consiste  en  ce  que  Jacobi  lie  la 
nourelle  fonction  inconnne  k  Tancienne  par  uoe  relatipn  de  forme 
particuli^re»  d*oü  il  r^sulte  que  le  passage  de  Tint^grale  de  1'^ 
quation  transform^e  ä  celle  de  requation  propos^e  conduit  dans 
la  plupart  des  cas  k  des  impossibilit^s. 

En  effet»  Jacobi»  en  introduisant  une  nouvelle  variable  in- 
dependante  t,  et  d^signant  la  nouvelle  fonction  inconnne  par  y,  pose 

On  tire  de  lä»  en  differentiant  par  rapport  ä  chacune  des  varia- 
bles independantes» 

-??     ii  — 1-?L  Sz  _l  dy 

""  dt*  Bxi  "^  t  dxi  * '  *  *  *  öa:«  "^  t  dxn 

En  sabstituant  dans  l'öquation  proposäe  les  valenrs  pr^c^dentes 
de  la  fonction  z  et  de  sqs  däriväes  partielles»  on  la  transforme 
dans  la  suivante» 

Dans  cette  äquatioo  les  variables  ind^pendantes  arj»...»  arnt  <  sont 
ea  Dombre  plus  grand  d'une  vnitä  que  dans  la  proposi^e»  et  la 
fonction  inconnue  y  y  entre  seulement  par  s^a  d^riv^es  partielles 
da  premier  ordre. 

Mais^  pour  que  de  l'integrale  de  T^quation  ainsi  transform^e 
on  pulssor  tirer  Tintägrale  de  T^quation  donn^e»  il  faut»  en  vertu 
de  la  d^pendance  que  Ton  st  supposee  entre  ces  integrales»  que, 
dans  la  preroiere»  la  variable  ind^pendante  i  n'entre  qu'en  facteur 
coromun»  ce  qui  ^videmment  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  des  cas 
particuliers.  Par  cons^quent»  la  transforniation  pr^cedente  n*atteint 
pas,  la  piaspart  du  temps»  le  but  proposi^.  II  vaut  mieux»  d*aprös 
cela,  ne  pas  cboisir  d*avance  arbitrairement  la  forme  de  la  relation 
qai  doit  exister  entre  les  deux  integrales»  mais  employer  pour  la 
transformation  le  rodme  procöde  g^n^ral  qui  nons  a  servi  dans 
Hntegration  des  ^quations  linäalres  aux  deriväes  partielles. 
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31.    Si   Tod   repräsente,    an    effet,    Tintägrale   de  Täquation 
doDD^e  eoue  la  forme 

et  qu'oo  la  diffärentie  par  rapport  ä  cbacane  des  variables  Mi- 
pendaotes,  on  troave,  par  chacune  des  valeurs  issl,  2«...,  n, 

dz 

Eo  portant  ces  Taleurs  de  pi  dans  Täquation  donnöe»  eile  prend 
la  forme 

Dans  cette  derni^re  <$quatit>n,  on  devVa  considerer  Xi,..,  xn,i 
comme  Tariables  indöpendantes.  La  methode  de  Jacobi,  ainsi 
que  noas  le  verrons  plus  loin ,  fournit  Tintägrale  complete  y  de 
requation  pr^ödente  sous  la  forme  d'upe  fonction  ezplicite, 

W  y  =  A^l»--'»  ^n,  «,  «1,...,   an)  +  an^U 

Oi9«-*»  0«»  o^i  däsignatit  des  constantes  arbitraires.  Par  conse- 
quent»  en  retrancbant  du  second  membre  de  r^galitä  (g)  la  con- 
stante  arbitraire  on^),  qui  y  entre  par  simple  addition»  et  ^galant 
ce  second  membre  k  zi$ro,  nous  ob^endrons  l'intägrale  de  requa- 
tion doDoäe,  sous  la  forme  d'une  fonction  implicite  z,  däterminäe 
par  requation 

(rf)     y  — fli|+i  =  0,    QU    A^i,...,  ar«,  2,  fli....,  fl«)  =  0. 

En  effet,  puisque  Täquation  (c)  reprösente  Tinti^grale  de  T^ 
quation  (6),  en  substituaot  dans  celle-ci  la  fonction  /'an  Üeu  de 
y,  on  aura  Tidentitä 

K  K 

(f)    F(fi »^n.  »»--|r — ^)^^' 

Bz  Bz 

qni  a  lieu  poor  des  valeurs  quelconques  de  Xi,...,  Xn»  z.  Sap- 
posons  maiotenant  la  derniire   de  ces    variables   däterminee  eo 
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fooctioD  de  tootes  les  autres  aa  moyen  de  T^quation  {d) ;  eile  eera 
alora  Tint^grale  de  T^quatlon  (a);  car  de  T^quation  {d)  oii  tire 

df  df^ 

dz  __        ^i  St   _^         dxu 

dz  dz 

et,  en  sabstituant  ces  valears  des  derii^i^es  partielles  de  z  dans 
l*equation  (a),  od  retombe  sur  Tidentite  (f),  qui  a  Heu  poar  uiie 
valeur  quelcooque  de  z,  et  par  suite  aussi  pour  celle  qoi  est  tMe 
de  r<^qaatioo  (d). 

II  est  ainsi  demontrö  que  Tint^gration  d'uiie  ^qoation  dans 
laquelle  la  fonction  inconnue  entre  uon»seolement  par  ses  d^ri- 
▼^8  partielles  du  premier  ordre,  mais  encore  explicitement  par 
elle*iii^ine,  peut  toujours  se  ramener  k  rint^gration  d'une  autre 
^oatioo,  dans  laquelle  le  nombre  des  variables  indöpeodantes  est 
plus  grand  d'une  unit^,  et  oü  la  fonctioo  inconnue  n'entre  que  par 
ses  d6mäes  partielles  du  premier  ordre. 


S.  15. 

32.  Si,  dans  T^quation  propos^e,  la  fonction  inconnue  n'entre 
qae  par  ses  dörivöes  partielles  du  premier  ordre,  alors  son  type 
g^D^ral  pourra  etre  reprösent^  sous  la  forme 

oa 

en  faisant  gön^ralemeut 

dz 

Ici  H  designe  une  fonction  donnee,  a  une  constante   determin^e, 
qui  peut  dtre  aussi  ägale  k  zi^ro. 

Le  Probleme  de  Tint^gratioa  coroplöte  de  l'f^quation  pri^ce- 
deute  peut  ^tre  reduit  ä  la  d^termination  de  n— 1  öquations, 

dans  lesquelles  a^  a^,...,  o«.!  d^signent  des  constantes  arbitrai- 
res,  et  ITi, ...,  Hu^i,  de  möme  que  £f,  des  fonctions  des  varia- 
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bles  0719..,  Xn  et  des  d^rivöes  partielles  pi,..*»  p«,  ind^pendantes 
entre  elles  par  rapport  ä  cea  d^riv^es"*)»  et  ne  conteoaot  pas  leg 
coiistantes  arbltraires  a|,...,  an— i.  Si  les  fonctions  £f|,..,  Em-i 
•oDt  deterinin^es  de  teile  nianiere  que  les  valeurs  de  Pi,p^.,,p%, 
tirees  des  ^quations 

(1)  Il=a,     £fi  =  Ol, . . .,  Ä-i  =:  II«-l, 
traiisforment  le  second  meoibre  de  l'^quation 

(2)  d2=pidxi  +ptdxt  + ...  -^pndxn 

en  ane  diflKrentielle  exacte,  alors  TiDtcSgrale  complete  cbercböe 
s'obtiendra  par  Tintegratlon  de  cette  dernidre  ^qaation,  et  sera 
de  la  forme 

iz=:  f(xi,..,,,  Xu,  Oiy'9  a»— l)+fl«. 

Par  hjrpotb^se»  les  fonctions  H,  Hif,  Bn-i  ne  contienDeot 
pas  z;  par  satte,  les  vaieurs  de  pi,...,  pn*  tlr^es  des  tfquations 
(1),  seroot  exprimees  ao  moyen  des  seules  variables  lodi^pen- 
daotes  07|,..,o:«,  et  les  conditions  d'integrabilit^  du  second  membre 
de  r<$qaation  (2)  seront,  dans  le  eas  actuel,  de  la  forme 

En  sapposant  que  les  valeurs  de  pi,....  pü,  tirees  des  ^qnatioM 
(l),  satisfassent  aux  conditions  (3),  on  pourra  trouver  les  coodi* 
tipns  auxqueljes  doivent  satisfaire  dans  ce  cas  les  fonctions  Hi, 
H^t.,,  Hn-u  exacteroent  de  lamöme  roaniöre  que  neos  avons  trouve, 
an  {.  II,  les  conditions  analogues  ponr  les  fonctions  ^|,..,  Fm-i- 
D'aprös  cela,  pour  ^viter  les  repetitions,  nous  neos  boroerons  a 
dire  qae  les  r^sultats  du  §.  12.  s'appliqueroot  au  cas  actnel,  si 
nous  y  remplagons  F,  Fi,,,.,  F«i-i  respectivement  par  H,  Bi,.», 
Ai-i,  en  effa<;ant  les  parentheses  qui  eiitourent  les  d^riv^^s  par* 
tielles,  et  quI  sont  maintenant  inutiles,  puisque  les  fonctions  con- 
sid^ri^es  ne  contiennent  plus  z. 


*)  C*eft-&-dlre  qnVntre  les   fonctions  //,  Af| ;....,  £r«.i   il  ne  doit 
eiister  aucone  relation  n^cessaire  de  la  forme 

0(ff,  Hl,...,  ffn,  arj,...,  Xn)  =0, 

dans  laqoelle  les  variables  Pi,..,,  pn  n'entrcnt  pas  ezpltcitement.  En 
vertu  do  thöor^me  du  $.3,  cette  condition  est  remplie,  lorsqne  led^ter- 
miaant  foncUonnel  de  H,  ff^,»..,  Hn^\,  consid6röes  comna  fonctions  de 
PifM  Pfi>  n'est  pas  identiquement  nnl. 
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33.    II  s'ensuit   de  ce  qui  pr^c^e  qu'entre  les  fonctions  Hj 

Hl ,   Hn-i,  prises  deuz  k  deuz,  on  doit  avolr  des  relatioiis 

de  la  forme 

ggf  BHkdHi  dHk      Sffi  Bffk      dHj  dffk 

8xi  "Sp^       dpi    Bxi  ^  da:^  dp^        dp^    da:^ 

(^M  dHj  dHk       dffi  dHk  _  ^ 

+   '"+  aar.  dpn^  Bp.   Bacn"    ' 

que  notts  repr^senteroos  sous  la  forme  abr^gäe 
(5)  (Hu    Ä)  =  0. 

En  faisant  successiveroent,  dans  requation  (5), 
»  =  0,  1,  2,....  n— 2 

{Bq  ^tant  considöre  comme  =  Ä),  et,   pour  chaqoe  valeur  de  », 
donoaDt  successivemeiit  ä  l'indice  k  toutes  les  valeurs  >  t,  juaqu'^ 

«—1  iDclusivementy  nous  aurons  toutes  les    ^ —     conditions 

qui  d^coolent  de  la  formule  (5),  et  que  Ton  peut  disposer  dans 
Tordre  suivaot: 

/(ff,Äi)=0;aÄ.   #a)=0,/(»,  H^)=0,...,,(H.      Ä-i)=0, 

\(Ä|,  Ä.)=0;  (£fi,/f,)=0,...,i(^i.     1/— 1)=0, 

(6)^  ((»„Ä,)=0;...,W     /^«-i)=0, 

HH^^,n^i)^o. 

Si  Ton  considöre  ces  conditions  comme  des  äquations  diff^ 
reotielles  servant  ä  la  d^termination  des  fonctions  cberch^es,  on 
pourra  trouver  Hi  par  Tintägration  de  la  premiere  öquation;  en 
substitoant  la  valeur  de  Hi  dans  les  ^quations  de  la  seconde  ligne 
de  chaque  groupe>  on  devra  deterroiner  la  fonction  H^  comme 
une  integrale  satisfaisant  simoltan^meot  aux  deux  ^qaations  du 
second  groupe;  en  substitoant  la  valeur  de /f^  dans  les  ^quations 
de  la  troisi^me  ligne  de  chaque  gronpe,  on  devra  d^terminer  la 
fonction  JH^  comme  une  integrale  satisfaisant  siinultani^ment  aux 
trois  öquations  du  troisieme  groupe;  et  ainsi  de  snite. 

34.  Mais,  pour  r^aliser  ce  plan  de  Solution,  il  faut  trouver 
aoe  m^thode  d*intögratioo  simultanöe  pour  les  deux  ^quations  du 
2«  groupe,  pour  les  trois  equations  du  3^  groupe , . . . ,  et  enfin  pour 
les  w  —  I  Equations  du  (n  —  1)«*««  groupe. 
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I  Ootre  cela,  toates  les  ^quations  (6)  sont  de  forme  identiqne, 

1^  et  contiennent  cbacane  2n  variables  ind^pendantes;  mais  \\  est 

r  clair  que  Ton  peut  se  servir  de  r^qaation  donni^e  Hz=za  et  des 

|<  equations  qoe  Tod  d^termine  successivement,  £f|=:a|«  A^szuj,.., 

'^  poar  diniinuer  an  für  et  ä  mesure  le  nombre  primitif  2»  des  t^ 

riables  independantes,  en  passant  d*one  groupe  d*^qaatioDS  simnl- 

tanees  au  suivant. 

r'  EnGn,  retnarqaoDS  aassi  que  nous  avons  demontrtf  que,  si  les 

^-  valeurs  de  pif...»  pn,  tir^es  des  Equations  (1)>  v<$rifient  les  con- 

^;,  ditions  (3),  alors  les  fonctions  Hi^  H^^*,,,  JUn-i  satisfont  aox 

P  equations   (6).     Mais»    pour  avoir  le  droit  de   preiidre  celles-ci 

i,v'  comme  uioyen  de  d^termination    des    fonctions  ^fi».*.»  /f«.!,  il 

\4i  faut  s'assorer  encore  que  la   conclusioii  r^ciproque  a  lien;  c'est- 

|V;  ä  dire  qu'il   faut  d^montrer  que»   si   les  fonctions  ind^pendantes 

i';  entre  elles  (dans  le  möme  sens  qui  a  ^t^  explique  plus  haut)  B, 

ir-  ^ifM  ^«—1  v^rifient  les  conditions  (6)»  alors,  en  les  egalant  a 

1^  des  constantes  arbitraires»  on  obtient  des  equations  d'oü  Ton  peut 
tirer  des  valeurs  de  pi,...>  p«  satisfaisant  aus  conditions  (3). 

;  L'^tude   plus   approfondie    des    propri^t^s    des    expressions 

(HiyHk)t  exposöe  dans  les  deux  paragraphes  suivaots»  donne  les 
nioyens  d*atteiiidre  le  but  indiqaö  ci-dessus,  et  permet  en  outrede 
I  dednire  encore  d^autres  conclusions  utiles  par  leurs  appllcations  a 

{.  Tint^gration  des  equations  simultanäes  seit  aux  diffi^renttelles  or- 

1'  dinaires,  soit  aux  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre. 

W 
l 


Chapitre  IV« 


L 

r  §.  16. 


35.  Solent  9)  et  ^  deux  fonctions  quelconques  des  variables 
0?!,....,  Xn^  pw'^ffn*  Prcnons  les  d^riväes  partielles  de  ces 
deux  fonctions,  d'abord  par  rapport  aux  variables  ^tj,..^.»  JTaj  pois 
par  rapport  aux  variables  pi»...»  pn»  et  öcrivons  les  premieres 
au-dessus  des  secondes  dans  l'ordre  suivant, 

Stp  8tf;  ^  dg>  ^ 

dxi  Sxi  dj?2 

dg)  B^ ,  dq> 

dpi*  Spi*  öpa ' 


8fp       8t|». 

•••'      ^n'     ^.* 

•'•'      dpn'     Bpm 
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DivisoDs  ces  deux  lignes  de  terines  en  groapes  conipos^s  le 
premier  des  deux  premiers  termes  de  ehaque  li^ne,  le  second 
des  deox  suivanfs,  et  aiosi  de  suite;  multiplioos  en  croix  les  ter- 
mes de  ehaque  groupe,  en  prenant  avec  le  signe  -f  les  termes 
qui  forment  une  des  diagonales,  et  avec  le  signe  —  les  termes  quj 
fornient  Fautre  diagonale.  Nous  obtiendrons  de  eette  maniere 
une  suite  de  d^terniinants  du  second  degr^,  dont  la  somme 
forme  l'expression 


dg)        d^ 

8<p       d^ 

B(p 

öt(/ 

dxi      dxi 

Ba:^'    SjTa 

B^n 

5ar, 

8q>        8^ 

+ 

dtp       d^ 

+  ....+ 

B(p 

8* 

3pi'     dpi 

W    Sp^ 

Bpu 

Bpn 

qoe  nons  conviendrons  de  d^signer  par  la  notation 

(qp,     ^). 
On  a  ainsi,  d'apres  cette  d^finition» 


(I)     (ip,  if/)  =  ^.- 


Btp  Bi(f 

Bau'  Bxi 

Bq>  Bip 

Bpi  Wi 


—  üf^   3^  __  8qp    8;^\ 
*\Bxi   BjH       Bpi   BxiJ* 


la  soromation  s'^tendant  ä  toutes  les   valeurs   de  i  depuis  1  jus* 
qn  a  n. 

Lorsqn'on  examine  les  cbangements  de  forme  de  l'expression 
{(p,  '^)  pour  differentes  hypothöses  faites  sur  les  valeurs  de  q>  et 
de  tp,  OD  obtient  d'abord  les  formules  Evidentes 

(2)  {g>,  q>)  =  0,     (qp,  t^)  =  —  (tj;,  qp)»     (-9>*  *)  =  -  (<Pf  ^). 

Bit;  B^  ^ 

(jTf,  i(;)  =  ^ ,     (pi,  '^)  =  -  g^,     (ü  =  const.,  fp)  =  0, 

(a:,-»  pi)  =  —  (pi,  Xi)  =  1, 

(xi,  Xk)  =  (pi,  pk)  =  (xi,  pk)  =  0. 


(3) 


36.  Relativement  au  mode  de  dependance  qui  existe  entre 
les  fonetioDs  qp,  '^  et  les  variables  oti,...,,  x^  Pif»,  pn,  oous  ne 
feroDS  aneune  espece  de  restriction;  nous  supposerons  d'apr^s 
cela  que  ces  variables  entrent  dans  les  fonetions  Gonsid<$n$es  tant 
expUcitement  qu  implicitement. 

Seit,  par  exemple, 
TUil  L.  29 


Digitized  by  VjOOQ IC 


'^"^W 


322 


Pif 


Imscheneuhy:  Sur  finUgration  des  eguations 

^  = /'(oTj,...,  o:«,  pi,...,  /In,  6|,...,  6«), 

Or  et  6|,....,  6«  dösignant  des  foDctions  de  ar|,....,  x«, 
fhi»     On  a,  par  däfioition, 


\.F.f]  =  ^i 


=  £i 


8iF  ,  dF  Bai 


BF  dar     Bf  ,  BfBbi 


Bf  3b, 


^"•"öoicj»«  "*■•'"•"  aar  clp*'  ejpi+aft.Spi''"'  +86,  8p, 


En  appliquant  saccessivement  les  formoles  Evidentes 


(4) 


A+a,  A 
B\b,  B' 

mA,    nA' 
mB,  nB' 


=mH 


A,  A' 

B,  B' 

A,  A' 

B.  Bf 


a,  A' 

b,  W 


BF 


on  tire  de  \k 
[F,  f]  =  (F.  f) 

+  ^(F.6,)  +  ...  +  f.(F.A.)+|^(«,./0+. 
8F  Bf  BF  Bf  BF  Bf 

+  5^  8*1  <"»•  *»^ + 8^  8ä;^">'  **>+••  +  85;  8*;  ^''"  *•> 

+  87.83,<««'*»^  +  S^8^(««'  *«)+    •  +  8S.56-(''-*'> 


^^f  ^f  ,       *  X  .  3''  V  /      A  ^  j^      ^SF  Bf  .       .  , 


oa 


(8) 


[F.  /l  =  (F,  ^  +  ^*  |£  (F.  bk)  +  ^*  1^  (o,.  /^ 


II  est  clair  qa1ci  les  expressions  [F,  f]  et  (F,  f)  D'oat  pa« 
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la  meme  signification :  la  premiöre  sappose  la  Variation  complöte 
des  fonctioDS  F  et  f,  loraqu'on  fait  varier  les  quantiti^s  o?!,..,  o?«, 
Pi,'"t  pu  en  tant  qu'elles  entrent  soit  explicitement,  soit  impli» 
citement;  la  seconde  suppose  seulement  ane  Variation  partielle, 
lorsquon  oe  fait  varier  oti^...,  Xn,  Pi*'"»  p»  qu'en  tant  qu'elles 
entrent  explicitement. 

II  est  ais^  de  remarquer  Tanalogie  qui  existe  en  g<$n^ral  entre 
Topi^ration  exprimee  par  le  symbole  [F,  f]  et  la  diff^rentiation 
des  foncttons  coroposi^es.  On  peut  obtenir,  en  effet,  toas  les  ter* 
mes  da  second  membre  de  (5),  en  ayant  egard  tour  ä  tour  k  la 
Variation  de  chacun  des  ^löments  des  fonctions  F  et  f,  consid^r^ 
comnie  variant  seol. 

37.     Si  Ton  suppose 

*  ^  r,    et    Oj  =  bi,     or^  =:  63, . . .,     or  =  br, 

la  formule  (5)  devient 


(6) 


( 8F  a/^       dF  Bf\.  . 


Dans  la  derni^re  soromation  du  second  membre  ^  on  fera  succes- 
sivement  1=1,  %»>.,  r  —  l,  et.  pour  chaque  valeur  de  i,  on  pren- 
dra  pour  k  toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  t,  jusqu^ä  r  in- 
closivement« 

Si  les  fonctions  F  et  /*  ne  contiennent  pas  explicitement  les 
variables  oti,...,  j:«,  pw-,  pn,  la  formule  (6)  prendra  la  forme 

Si  la  fonctiori  F  contient  les  variables  Xi,,.,,  Xn,  Pi,*-*,  pn 
seulement  sous  forme  explicite,  et  que  la  fonetion  /*  ne  contienne 
ces  variables  que  dans  les  fonctions  a|,...,  ar>  on  a  alorft,  par  la 
formale  (6)» 

=  (F,«.)^+(F.«,)|^+..+(F.«,)^^. 

38.  Les  expressions  des  döriv^es  partielles  de  (g),  ^)  s'ob« 
tiennent  tr^s-siropiement.  En  designant  par  u  une  qaelcooqae  des 
variable«  Xg,...,  Xn,  Piy.*>  Pn,  on  a 
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dtp       d^ 

du      -du^' 

dXi'      dxi 

dq>       3t^ 

dpi'    dpi 

8^(p         d^ 

dq> 

a«T/^ 

Bxidu'     dxi 

dxi' 

d:Et  dti 

=  2i 

S^q)         8i>; 

^2i 

dg> 

5V 

dpi  du      dpi 

dpi' 

dpi  Bn 

o» 


^®^  ^dir  -{du'i')-*^V''du)- 

Quoique,  dans  la  theorie  de  Integration  des  equations  aux 
däriväes  partielles  du  premier  ordre,  nous  n'ayons  pat«  occasioD 
de  rencontrer  les  d^riv^es  d'ordres  saperieurs  de  (q>,  ^),  reroar 
quons  cependant,  en  passant,  la  forme  tr^s-simple  de  leur  expres- 
sioD,  semblable  a  celle  que  Leibniz  ti  donn^e  pour  la  yaleur  de 

d*.y(jr)^(j?) 
La  formule  (9)  donne»  en  effet, 

du*     -  \J^*'  V^    W  W  +  V'''  W' 

On  conclut  de  Ik,  par  la  m^thode  ordinaire  de  d^monstration  des 
propositioDs  trouv^es  par  analogie,  que  l'on  a 

+    1.2    Vau»-«'   8u«y 

n(n-l)  i^^      ?L-±^\ 


/d(p    a»-i^\     /     a"t(;\ 


§.  17. 

Les  formales  generales  du  paragraphe  pr^c^deut  s'appliqaent 
d'one  maniere  tres- simple  ä  la  d^monstration  de  toas   les  theo- 
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remes  sur  lesquek  est  fondöe  la  nouvelle  m^tbode  pour  Tin- 
tegration  des  öquatioDS  aux  dö^riv^es  partielles  de 
Jacobi. 


Th^ordme  I. 

39.  Soient  Ay  B^  C  trois  fooctions  des  variables  j^x,...,  Xn, 
P\f*'f  Pn\  d^sigDons,  pour  abr^ger,  lears  d^riväes  partielles  par 
\es  lettres  correspondantes  affect^es  des  variables  comine  indices 
infärieurs,  de  sorte  qu'on  alt 

M.-A        ^-n       ^-r 
^-A       ^^-B       ^^-r 

En  faisant,  dans  la  formule  (ß), 

F=zA, 

il  vient 

[.I,  (Ä,  C)]  =  (J,  B,,)<Vj-(^.  Ä„)C., 

+ ...  +  (J,  Ä.,)  C^^ - (A,  »,,) C,^ 

+  U.  C,^)Bs^-(A.  C,^)Bp^ 

+  :.  +  (A.  CpJ Bs^ - (A.  Cs^ B,^ . 


oo 


(rt)     iA,  (B,  C)]z=  £i 


(A,  Bx^,  Cxf 
(A,  Bf.),  Cff 


.£i 


(A,  Csf),  Ä,,. 
(A,  Cp^),  Bp^ 


Ed  pennntant  circolairement  les  lettres  A,  B,  C,  od  troave 


(6)     [B,  (C,  A)\  =  Si 


(B,  C»j),  Ax^ 
(B,  Cf^),  A,^ 


-£i 


{B,  A,^),  Cs^ 
(B.  A,^),  Cp. 


Od  poorrait  obtenir  de  la  mime  manidre  FeicpreMion  de 
[^C,  C-^  B)1;  mais  il  vaut  mieuz  employer  pour  eela  an  autre 
moyen.    En  vertu  des  formules  (]),  (9)  et  (4),  on  trouve 
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dC         d(Ay    B) 


(c)     [C.  (^,  fi)]  =  2i 


=  2?. 


dC      d(A,  B) 
dpi '         dpi 

C,,.,  (J,^,  B)  I 


+  2:' 


Ell  ajoutant  Ie8  <$galites  (n),  (6),  (c),  od  remarque  imm^diateroeDt 
que  dans  la  soiiiroe  totale  des  secotids  roembres,  il  se  prodait 
des  r^ductions.  En  effet,  la  premiöre  sonime  da  second  membre 
de  (a)  d^truit  la  «econde  soranie  da  second  membre  de  (c),  etU 
Meconde  somme  du  second  membre  de  (6)  la  premi^re  somme  du 
(»ecoud  membre  de  (c).     On  a,  d'aprös  cela, 

(aO  [^,  {B,  Q]  +  [B,  (C,  A)]  +  [C,  (^,  B)\ 

^  ^  I  (Ä,  C,.),  il,.    I  ^       \{A,  Cr.),  Äx,    I 
'  I  {B.  Cip,  ^p.  1"-^'!  (J,  C^.\  Äp.   |- 

On  en  tire,  en  per  mutant  circulairement  les  lettres. 


(*') 


(c') 


[B,  (C.  J)]  +  [C,  (A,  ß)]+[A.  (B.  Q] 


=  2i 


{C.  A,p,  Bs, 
(C,  Ap^),  Bf. 


-£i 


(B.  A,^).  C, 


[C,  {A,  B)]  +  [^  (B,  0]  +  [Ä,  (C,  A)\ 


=  2i 


(A.  Ä.,).   Cr, 


--S. 


(C,  B,,),  ^,, 
(C,  Äp,),  Apf 


Ajoutons  les  ^galit^s  (a'),  (6')>  (c'),  en  remarquant  que  lenrs 
Premiers  roembres  sont  identiques;  qoe  dans  les  seconds  mcio- 
bres,  en  vertu  de  la  premi^re  forrauie  (4),  les  soiumes  se  r^dui- 
aent  deux  ä  deox  ä  nne,  et  qu'en  vertu  des  formules  (9)  et  (1), 

La  1''*  somme  de  (a')  -f  la  2*  de  (c')  doonent  l'expression  de 
-[A.  (B.  €)]; 

La  V  somme  de  (b')  -f  la  2'  de  (a')  donoent  -  [B,  (C,  A)]; 

La  I'«  somme  de  (c')-l-ia  2*  de  (b')  donuent  -  [C,  (A,  B)]. 

11  vient  alors 
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3|[^,  (fi,  C)]  +  [B.  (G  i^)]+[C,  (^,  Ä)]l 

=  -|[J.  (Ä,  C)]  +  [Ä.  (C,  i^)]  +  [C,  (J,  Ä)]|, 

et  par  suite 

[^,  (Ä,  0]  +  [Ä,  (C,  ^)]  +  [C,  (il,  Ä)]  =  0. 

Ncias  voyons  par  iä  que  le  th^or^me  exprim^  par  Tidentit^ 
pr^c^ente,  et  qui  forme  le  principe  fondaineDtal  de  la  neu v eile 
mi^thode  deJacobi,  se  tire  imm^diatement  et  tres-simplement 
des  proprl^t^s  «^l^mentaires  de  i'expression  (9,  1^). 

Passons  ä  la  d^monstration  d'autres  th^or^mes. 

Th6ordme  II. 

40.    Soient  n  ^quations 

(Ä)  H  ^a.    Hl  =  «1,. . .,    Hn-i  =  an-u 

a,  ai,..,an—i  däsignant  des  constantes  arbitraires,  et  H,  Hi,,.,  Hn-i 
des  foDctioDS  des  variables  a?!,...,  Xn,  Pi»*-,  Pm  vdrifiaot  identi- 
qaemeot  les  conditions 

( A,  Hk)  =  0, 

pour  toates  les  valeurs  des  indices  t  et  k,  prises  dans  la  s^rie 

0,  1,2,...,  n-1. 

N0118  allons  d^montrer  qu'en  tirant  du  Systeme  des  (^quations 
prec^dentes  les  valeurs  de  pi,...,  pnt  ces  valeurs  satisfont  iden- 
tiqnement  aux  conditions 

Spt  _  dpk 
dxk       dxi* 

ponr  toutes  les  valeurs  des  indices  s  et  k,  prises  dans  la  s^rie 

1.  2....,  n. 

Sapposons  qu'an  moyen  des  ^quations  (A)  on  alt  obteno  les 
valeurs 

fi  =:F(«i,...,  Xuf  a,  Ol,...,  aii.i), 

pk  ^=  f  (Xif'9  Xnt  a,  ai,...,  On^i). 

Si  Ton  consld^re  a,  a|,....,  on-i  comme  des  fonctions  des 
▼ariables  ;r|,...,  x%9  pi,...,  pn  d^termin^s  par  les  öquations  (A), 
i    on  trouve,  d'apr^s  la  formnle  (6), 


Digitized  by  VjOOQ IC 


328  Imschenetshy:  Sur  NtiUgraiion  des  iguaiions 

[F.  n  =  (F.n^^i  {(F.  <'i)^-(f>  «oll} 

Hais,  en  sabstituant  les  valeurs  az=:H,.,.,  o«-i=/fa-i,  la  fonc- 
tion  F  se  change  en  pi,  la  fonction/enpjt,  et  Je  premier  membre 
de  r^galit^  prec^dente  prend  la  forme  [pi*,  pk];  par  suite,  il  est 
ideDtiqoement  egal  ä  z^ro.  Le  premier  terme  du  second  membre 
est  aussi  oul»  puisque  Texpression  (F,  f)  est  formee  en  conside- 
rant  a,....,  rin-i  comme  des  constantes,  et  que  les  fonetions  F 
et  f  ne  contiennent  pas  explicitement  les  variables  pi  ,...•>  p%' 
Le  troisi^me  terme  du  second  membre  est  nul,  par  snite  des 
conditions 

Donc  le  second  terme  da  second  membre  doit  dtre  aussi  nul, 
c'est-i^>dire  qu'on  aura  identiqement 

Le  premier  membre  de  cette  ioiigalitä  peut  se  mettre  soos 
une  forme  plus  simple,  en  sobstitnant  les  valears  de  (F,  m)  et 
de  (f,  a().     En  effet,  on  a 

öiFaa8Fao^  ,   BF  da  BF    da 

^^'  «>  -  8x,  dp,  +  8a:,  8p,  +'  +  dxk  dp„  +"  "'■  8*.  dp,' 

,       dFdon-i  .    8F8a— 1.      .  dF  da,-i ,      ,  dFdom-i 
(t,  «»-i>  -g^^  ^    ^^^dp^  ^'^dxk  dpi  +  •■'■8a:»  dpn  ' 

Ajoutant  ces  ägalit^s,  apr^s  les  avoir  maltipliäes  respectivemeDt 
P"  8S äiüTx'  '•"«»* 

^'  ^''  "*>  dat  -    8a:i  \dadpt  +   •  •  +  8a«_»    8/»,  J 

BF  f  Bf  da  J^  8a.-i\ 

■•^  8a:Aao  8;»*  ■•■••••  ■'■  8a,_i  8pt  / 


.BF /Bf  da  Jf_  8a,_i\ 

■»■  8x,  Kßa  8p,  ■•■•••  •  ■*"'8a,_i    8p.  /" 
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Hais  8\,  dans  reqüation 

fk  =  A*i*v*  ^n,  a,.. .,  an~i), 
D0U8  avons  ^gard  aux  ^galit^s 

a  =  Hf    «i  =  JUi, .. . ,    a«— 1  =:  Hn-i$ 

cette  ^uation  devient  alors  identiqoe.  En  la  diflUrentiant  par 
rapport  a  l'mne  qoelconque  p  des  quantit^s  Pi,...,  /^n,  on  trouve 

3p       3a  öp  dun—i     ^p   * 

et  il  est  clair,  d'apr^s  cela,  qae  le  second  membre  se  r^duira  ä 
Tüfiife  81  p  =  pk9  tandis  qoe  dans  tous  les  autres  cas  il  se  rö- 
duira  k  zero.    Par  coosequent 

On  dimontren  de  möroe  quo 

Od  a  donc  rideDtiM 

ce  qa'il  fallait  dömontrer. 

Eo  vertu  de  ce  qui  a  et^  ^tabli  (§§.  11  et  15)  et  du  th^o- 
reme  pr^cädent»  on  doit  eonsid^rer  les  (^quations 

comme  des  consäquences  reciproques  les  unes  des  autres,  et  Von 
peut  prendre  les  secondes  aussi  bien  que  les  premi^res  pour 
cooditions  d'intägrabilitö  de  Texpression  differentielle 

Pi  dxi  +  pida:^  + . . .  +  pndxm. 

Jacobi  donne  encore  deux  autres  formules  pour  les  condi- 
tioDs  d'iotegrabilit^  9  que  nous  allons  ^tablir  par  le  mdnie  inoyeii 
qae  la  präcedente. 

Th^or^me  in. 

41.     Ed  coDservant  les   hypotheses   du  Theoreme  pr^cedent, 

22* 
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m^ 


imaginons  que,  k  l'aide  des  systdraes  d'öqaations  (A),  cbacune 
des  fi  premi^res  quantites  de  la  a^rie 

Pi9  P29  Psf'ß  P«>  ^1»  ^if  arj,...,  Xm 

aoit  expriiiK^e  en  fonction  de  toutes  les  variables  qui  la  suivent 
daos  cette  s^rie,  et  du  nombre  necessaire  de  constantes  prise^ 
dans  la  suite  a,  üi,..,,  an— 1;  et  sapposons  qu'oii  alt  ainsi  trou?e 

Pi  —  F(pi^l,...,  pn,  OTi,...,  Xn,  a,  Ol,...,  0,-1)*=:  0, 

J»*— /*(p*+l/.,.,  pn,  0?!,...,    Xn^  ß,  «|f...f    flib-l)=0, 

pour  t<A;. 

N0U8  allons  d^moDtrer  que  les  preniiers  membres  de  ces  equa- 
tioos  satisfont  Ideotiquement  ä  la  condition 

poar  toates  les  valeors  de  t  et  de  k  coniprises  dans  la  suite  des 
Dombres  1,  2,...,  n. 

En  coosid^raDt  a,  Oi««..»  On-i  comme  des  fonctioiis  des  va- 
riables» dötermiDi^es  par  les  i^quatioos  (A),  nous  aurons,  en  vertu 
de  la  formule  (5), 


m=Ut~l 


[F.  n=z(F,n+  -s  (F. ««)  X  -"^  V.  M^ 

m=0  vutn        m=:0  vum 


I. 


l 

1: 


r- 


En  substituant  les  valeurs  a^iH^  ii|=£f|,...,  la  foDction  F 
se  changera  en  pi^  la  fonction  /*  en  pu»  et  le  premier  membre  de 
la  derni^re  ^galitö'prendra  la  forme  [pu  pk\\  il  sera,  par  coose- 
quenty  identiquement  nuh  Le  dinier  terme  du  second  membre 
•st  nul,  en  vertu  de  la  condition 

(a«,  ai)^{Hm,  Hl)  =9. 

On  a,  par  suite,  identiquement 


0=(F.  /)+  ^  (F.  a.)g£;-  ^  (A  «.)g^. 

Les  deuz  sommes  du  second  membre  de  cette  egalite  peu- 
vent  se  ramener  ä  uoe  forme  plus  simple.  Pour  cela,  prenoos 
les  «^galitös 
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/r     N  SF  da  ^  .   ö£!  öa 

BF  aa  _        _^  ^ 

(F,a*-,)=    ä^^-^+-    •+gF,-^ 

^  8F  öfft-i  _        _  8F  Oat-i . 
"^8p,    öoTi       *  *  *      3/>«   8^7«  * 

Bf               Bf 
inultiplioiis  les  respectivement  par  J- ,  •  •  • »   g #    et  ajoutons- 

le8,  ce^.qoi  donne 


m=0 


^       SF^  /Sf    Ba  Jf_  dak-i\ 

Bxi   \da    Sp^    +  • '  •  +  g|||^_j    g^^  J 

•   ••••• ••<,• 

+  fix«  Ua    ap.   +  •  •  •  +  aai_i    Bpn  ) 

_JF_  /Bf  Ja_  _Bf_   Bttk-i\ 

Bpi-i-i  \Btt  dxi^i  ■•■•••'•"  3oi-i  Bxi^J 

_   BF  /Bf    Ba  Jf_  Bn-x\ 

Bpn  \Ba    Bxn   ■•"•••  +  dak-1   Bx»  )' 

Mais  si  I'on  fait  assH,  «i|  =//],....,  I'^quation  f=pkBe 
changera  en  identit^,  et  eo  la  diff^rentiant,  on  anra 

Ba    ap,  ^  •  •    ■*■  Bttk-i  Bpt    ~~  "• 


Bf    Ba 
BaBpk-i'*'  ' ' 

Bf     Bak-i_Q 

'  ""a«»-!  8pk-i      ' 

Bf    Ba 
Ta    ^t+- 

.     Bf    Bak-i       , 
•+Sa»-,    Bpk   ='• 

Bf  Ba 

Bf    aa*_i_          Bf 
' '  "*'  Bak-i  dpk+i          Bpk+i' 
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V     öfl.  _8A.  8flfc-i  _  _  8/* 

8/;j«_  /^8/     8flt-i  ^         8/   ^ 

8a82:f4.i       •  •  •  +  dak-x  8x1+1  8x1+1' 

80     8xn  "*■•'•+  8flifc-l     8xn  8x«* 

D'aprea  cela,  on  peut  donner  ä  Tegalit^  firi^ci^denta  la  forme 

«=0       '       ^f^m       dxk       dxki-i  Spk-^1      ""       dxudpn 
En  changeant  F  en  f,  k  en  i,  et  vice  versa,  il  vient 

m=0       '■     "*    3«m        8.rt-         8xt.|.i  8/?|.f  1        "  *  *       8X11  dpn 

Oo  tire  de  lä,  par  eoustraction, 

On  aara  donc  identiquenieiit 

ou  ^ 

c'est-a-dire 

(F-pu    f-pk)^0. 

N0U8  d^montrerons  absolument  de  U  m^me  maniere  cet  autre 
th^oreme»  ^galement  n^cessaire  pour  ce  qui  doit  suivre: 

Th6ordme  IT. 

42.  En  conaervant  les  conditions  des  deux  th^orömc^s  pr^- 
cedents,  supposons  que,  parmi  les  ^quations  (A),  on  prenne  m 
equatiops  quelconques,  par  exemple  les  m  preniieres. 
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H  :=  Os  Hl  =  a|,...,   jGfm-l  =  Om-l, 

(en  sopposant  naturellement  i?i<n).  Aa  inoyen  de  ces  ^quations, 
noQs  poarroDS  expriroer  m  quelconques  des  quantites  pi,ptffPn 
en  fonction  des  n — m  autres,  des  variables  a?!,...,  a:n  et  des  con- 
Staates  n,  ajy...,  am—i»  Concevons  qu'on  ait' di^termin^  de  cette 
maniöre  pi,  p^,,,.,  pm,  et  soient  i  et  k  deux  nombres  qoelcon- 
qaes,  noD  plus  grands  que  m.    Supposons  qqe  Ton  ait 

Pi  —  q)(ai,...,   X%,  pm-i-lf'»  Pn,  Of   Ol»...»   Om— l)  =  0, 

;?*— -^(ar,,...,  xn,  Pm^h'»-,  p%>  a,  «if..,  am-i)  =  0. 

Nons  allons  d^montrer  qoe  les  Premiers  membres  de  ces  ^qaa- 
tions  satisfoot  ä  la  condition 

(Pi  -  g>f  ;?*—*)  =  0. 
En  effet,  en  faisant 

a  zu  H,  Ol  =  Hl, .  • .  9  am— 1  =  Hm-^u 
on  a,  par  la  formale  (6)» 

/89   8i|;       8«)  8if-Y 

Aiais,  par  la  Substitution  des  valeurs  de  a,...,  am~if  le  premier 
membre  et  le  dernier  terme  du  second  menbre  de  cette  ^galitö 
se  r^duisent  k  z^ro;  donc 

(«)   i<p.  *)+ 'XH^''  "'^S-^'»''  '">IS}=o- 

On  a,  de  plus, 

dtp       da  dtp       da       ^  dq>       da 

^9^''*^-         d^i       dji      ^       d^^      dp^     +....+       g^^      g^^ 

dqp        da  d^         da  dq>      da 


dpm^l  dXmi-l  dpmi-2  dXm^2        ""  dpn      dXn 


8y     Saiw-i  dfp     8flm-i 8y  8am~i 
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En  ajoutant  ces  ^galites,  apr^s   les  avoir  multipliees  respective 

8^              diu 
roent  par  -^>...9  k $    et  niettant  en  facteurs  commuDS,  dau8 

le  second  membre,  les  d^riv^es  partielles  de  q> ,  on  verra,  abso- 
lainent  comme  dans  la  d^monstration  da  theoreme  pr^c^dent,  que 

les  inultipJicateurs  de  k— >•••>  -^^  sont  nul«,  a   fetceptioD  du 

dop 
niultiplicateur  de  ^ — »  qui  est  egal  ä  l'unit^.  Les  multiplicateurs  de 


' 

dq) 

»   •  •  •  J 

dq>           dq> 

8<p 

"  cpn 

deviennent  respeetivement 

dpm+1  "" 

>       "^ 

dpm 

.  .  ,    — 

ce 

qui  donne 

r=:m— 

r=0 

>              dtl; 

89 

8^ 

8/>m+l 

—  .  .. 

89) 
""80:« 

8^ 

3g, 

8if; 

8a7m+l 

+  ... 

dtp  dil; 

'^  dpn  dXn 

En 

changeant  9  en  % 

A;  en  t^  et  vice  versa^  il 

Tient 

3i/; 
Sxi 

BXm^l 

89) 
Bpmi-i 

^~  •  •  • 

dXn 

8<p 
8/^ 

» 

at/, 

8a?m4-i 

+    ... 

8tfi 

8i  Ton  retranche  ces  ^galit^s  l'une  de  Tautre,  on  trouve 

r=0 


r{<'-"'S-"-''K}=fe-s-^<»-*>- 


En  substituant  le    second   membre  de  cette  ^galit^   au    premier 
dans  r^quation  (a),  nous  aurons 


c'est-ä-dire. 


l^,-&-(9>.^)=0. 


ipi'-tp,  /?*-i(;)=0. 
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Chapitre  V. 

§.  18. 

43.  Les  propositions  d^montr^es  dans  Je«  deux  para<;raphe8 
pr^^denta  peuveiit  ^tre  coimid^r^es  conime  des  lemmes  auxiliai- 
res.  Ces  lemmes  (^taiit  ^tablis^  nous  pourrons  mainteiiant  exposer, 
sans  faire  de  digressions,  la  roethode  de  Jacobi  pour  Tint^gra- 
tion  du  Systeme  des  ^quations  (6)  du  §.  15,  ä  la  ri^solutioD  duquel 
nons  avons  ramene  ^notre  probteme  de  rint^gration  d'une  ^()iiation 
aox  diSrivees.  partielles  du  premier  ordre  ä  un  nonbre  quelconque 
de  variables  iudäpeodautes. 

Nous  exposeroiis  d*abord  cette  methode,  en  nous  servant  seu- 
lement  des  tb^oremes  1  et  11  du  §.  17;  puis  nous  ferons  voir 
commeot,  ä  Taide  des  thi^orömes  III  et  IV,  on  peut  siniplifier  et 
coropl^ter  la  theorie  de  ce  probl^me. 

44.  En  vertu  de  l'^quation  donn^o  aux  d^riv^es  partielles  du 
premier  ordre 

il  faut  d*abord  d^terminer  une  ^quation  de  forme  analogue 

HiiXi,...,  Xn,  Pi,'",  pn)  =  a,, 

daos  laquelle  Oj  d^signe  une  constante  arbitraire,  et  H^  une  fonc- 
tion  inconnue.  Cette  fonction  doit  ötre  d^terminee  de  mani^re  ä 
äatisfaire  k  T^quation  lineaire 

^^*'^>-a^  3^-^35:  + 

8^1   8g     agt  dJl_ 

^  Sxn    dpn       dpn   dxn  ""  "' 

D'apr^s  cela,  en  prenant  le  Systeme  d'equations  simultanees  aux 
diff^rentielles  ordioaires 

(a)  ^^     —  H^P^   «,  <^n  —dpn 

^""^       dB  -   8^ —  =  "w^  =  ^Är' 

^Pl  8ari  hpn  dxn         , 

«t  ddterminant  uoe  de  leurs  integrales 

/l  (*lf  ••  •»  Xnf  Pi,>  . .,   Pn)  =  CODSt., 
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iious  poorrons  poser  £f|=/i;  et,  en  designant  par  a|  la  coo- 
stante  arbitraire»  nous  aurons 

H  =^  Oy      Hl  =z  fi  zn  Ol, 

45.     Od  devra  ensuite  diSterininer  T^quation 

dans  laquelle  a^  represente  une  constante  arbitraire,  et  O^  uoe 
fonction  inconoue^  qa'il  faudra  cfaoisir  de  maniere  k  satiafaire  aux 
deux  ^quatioDS  lineairea 

(2)  (B^H)^O,    (Ä»,  A)  =  0, 

dont  l*iiRe  est  ideotiqae  avec  l'^quation  (i),  et  l*autre  se  dedait 
de  (1)  par  le  chaogement  de  U  en  ^. 

En  s'appuyant  sar  le  Th^or^me  I  (§•  17),  Jacobi  a  d^mootre 
que,  sl  Ton  connait  l'int^grale  de  Tune  des  öquations  (2),  od  peut 
troaver  la  Solution  commune  de  ces  deux  ^quations,  par  rinte- 
gration  d'une  ^quation  lini^aire  auxiliaire  oü  le  nombre  des  varia- 
bles  est  moindre  que  2n. 

On  commencera  donc  par  däterminer  une  integrale  de  Taoe 
des  ^quations  (2).  Si  Tod  prend  une ,  integrale  de  la  premiere, 
cette  integrale  devra  etre  diffäreote  des  deux  integrales  dejä  con- 
nues  B  z=a  et  /*]  =  a^.  Supposons  que  cette  troisi^me  inte- 
grale soit 

fpiXi,..,,  ÜPn,  Piy  ..,  Pn)  =  CODSt. 

Par  des  substitntions  successives  dans  le  premier  membre 
de  la  seconde  des  äquationa  (2),  on  obtient  les  fonctions 

^         \  ....,    (9t-i»  A)  =  9'>••'• 

Cette  suite  peut,  en  g^n^ral,  se  prolonger  ind^finiment;  mais  si 
le  resultat  d*une  de  ces  substitntions,  q>i  par  exemple,  est  ^gal  a 
une  constante,  la  suite  s'arrdtera  ä  ce  terme. 

Nous  allons  demontrer  que  les  fonctions  q>i9  9>s»  9^•^  ^^^' 
fönt  toutes  k  la  premiöre  des  äquations  (2).  Pour  cela,  prenons 
Tidentitö  donn^e  par  le  Th^oröme  I, 

[J,  (Ä,  C)]  +  [Ä,  (C,  A)]  +  [C,  (il,  B)]  =  0, 

et  posons  A^B,  B=:fi,    Alors  cette  identit^  prendra  la  forme 
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[B,{f^,  C)]  +  [/i,  (C,  fl)]  =  0. 
Co  faisant  maintenant  tour  k  tour 

on  troa?e  succesaivenieot  les  ideotit^s 

[Ä,  (fu  9)]  =  iB>  <Pi)  =  0,     , 

[Ä,  (A.  <pi)]  =  (£r,  9j  =  o, 


qoi  dämontrent  ie  th^or^me. 

46.  De  la  r^salte,  comme  coos^qaence  Evidente,  une  codcIu- 
sion  tr^s-importante,  relative  aux  integrales  du  Systeme  des  ^qaa- 
tioos  (a),  et  qui  est  conoue  eous  le  nom  de  thäor^me  de  Poisson. 

Si  Ton  pose,  en  eifet« 

97i  =^  const«,    g%  =  coDBt.,    9>3  =  const., ..., 

OD  obtiendra  des  integrales  des  ^quations  (a)  (§.  9).    Par  suite, 
coniiaissant  deux  integrales  de  ces  equations, 

/i  =  const.,     (p  =  const, 

distincCes  de  ^  =  const.9  nous  en  obtiendrons  uue  troisieme  en 
posant 

(/i,  g>)  =  const., 

puis  one  quatrieme  en  posant 

[/i»  (fu  9)]  =  const., 
«t  ainsi  de  saite. 

Pour  ne  pas  nous  ecarter  de  notre  objet  prIncipal»  nous  nous 
bomerons  ici  k  ces  remarques  ^  nous  r^servant  de  revenir  plus 
tard  sur  le  theor^me  de  Poisson. 

47.  Comme  les  equations  (a)  n'ont  que  2n  —  1  integrales 
distinctes,  il  s'ensuit  de  Ik  qu*en  prolongeant  iudefiniment  la  suite 
iß),  on  ne  pourra  obteoir  toujours  des  fonctions  distinctes»  et  qu'on 
devra  necessairement  finir  par  rencontrer  une  fonction  qui  seit 
elle-roeme  une  fonction  des  integrales  de  ja  trouvees.  Seit  (pi  lä 
preroiöre  fonction  qui  seit  dans  ce  cas>  i  devant  etre  <3n.  Posons 

Theil  L.  23 
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II  serait  in  utile  de  prolonger  la  /suite  {ß)  au  dela  de  la  fonction  (pu 
puisque  de  cette  maniere  on  n'obtiendrait  pas  de  nouvelles  inte- 
grales.    Ed  eSet,  par  la  formuie  (8)  du  §.  16  (art.  37),  on  a 

<Pi+i  ==[F.  fi] 

SF  dF  SF 

=  (^./l)eiy+(/i./l)g^  +  (9'.  A)g^  +  ...- 

8F  dF 

d'oü  il  r^sulte  äfidemment  que  q>i^i  s*exprime  au  nioyen  des 
seules  variables  H,  fi,  9,...,  ^^i-i. 

48.  Proposons  nous  mainteuant  de  trouver,  s'il  est  po«sible, 
une  fonctioD  des  integrales  dejä  obtenues  H,  fi,  (p,  97|>..-,  <;pi-i. 
teile  que,  substituee  ä  la  place  de  H2f  eile  satisfasse  aox  eqoa- 
tions  (2).     En  d^signant  par  f^  la  fonction  cherchöe,  et  posaot 

^«=A(^.  A.  9*  <Pi-.--*  ga-i)* 

on  trouve  que,  en  vertu  de  la  formuie  (8)  du  §.  16.  (art.  37),  \e6 
Premiers  membres  des  equations  (2)  prennent  la  forme 

et,  comme  on  a  identiquement 

(»,  Ä)  =  0,    (A,  ^)  =  0.    (9,  £f)  =  0. 

(jy,  A)  =  o,    (A,  A)  =  o.    (qp,A)  =  9>i» 

(9i»  A)  =  9>a*-  ••>     (y»-i*  A)  =  Vi* 

lequation  (M^,  H)  =  0  sera  satisfaite  pour  B^  =  Aa,  quelle  que 
soit    la    fonction  A,    comme    on    pouvait    d'ailleurs    le    prevoir. 
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l/eqiiation  (&2>  /i)=Ose  transforme,  par  ces  subfititufions,  en  cette 
autre  equatinn  litiöaire 

renfernrnnt  seuiement  les  nouTelles  variables  H,  fi,  <p,  tpiyy  <pi-i» 
et  d'oü  les  aiicieiiiie»  variables  a:i,..,a'u,  /^,..«/7tt  soiit  ^limin^es. 

Dans  i'eqiiation  (y),  H  et  fi  pourront  etre  eonsid^räes  comroe 
det$  consfantes,  puisqiie  cette  equation  ne  contieiit  pas  les  deri- 
vees partielles  prises  par  rapport  ä  ces  variables.  On  peut  donc, 
(ians  la  fonction  F,  reniplacer  IJ  et  /|  respectivement  par  a  et  a|. 

II  Dous  sufBra  de  d^termrner  une  integrale  particuliöre  de  1'^- 
quation  (y),  od  une  des  integrales  du  Systeme  d'equations  simul- 
tanees  aux  differentielles  ordinaires 

dqK       dg>i  dtpir-n  dcpi-^i 


q>i         9>s       ""         g),-i        F{a,  Oi,  9,..,  tpi-i) 

que  Ton  peut  remplacer  par  une  seule  äquation  aux  differentielles 
ordiuaires  d'ordre  »—1.  Si  Ton  introduit  une  uouvelle  variable 
aoxiliaire  t,  en  ^galant  a  dt  la  valeur  commune  des  rapports  prä« 
cedents,  ce  Systeme  pourra  etre  remplac^  par  une  equation  diffe- 
reiitielle  ordinaire  d'ordre  i,  mais  d'une  forme  comparativement 
plus  simple. 

En  effet^  si  Ton  pose 


91 

dcpi il(p2  _         d(pi^i  _  dq>i^\ 

"   9^2  "  9>3                     9i~i    ""      F 

ii  vient 

dq> 

dcpi       d*cp                d(p^       d^(p 
dx  =  c/t*-^-^'      dx   -  rfr»-^3 

c^yi-2 r/'-^ 

•••'     ~dx     —  rfr'-»' 

4oü,  en  substituant,  dans  la  derniere  Equation«  ä  9?! >...*>  (fi-i 
lears  valeurs.tir^es  des  pr^c^dentes,  on  tire  l'äquatlon  aux  diffe- 
fientielles  ordinaires,  d'ordre  t,  que  nous  avons  annoncee  plus  baut. 
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d^q>  f  dq>  rf<->y^ 

Supposons  qu'une  des  integrales  premi^res  de  cette  derniere 
äqaation  soit 


-/      dq>  *-»(p\ 


dw  d^'~'^Q>  ••     •     * 

Si  Ion  y  substitue  poar  -d^»««»  "TT^  ■®"'^®  valeors,  il  vient 

^(9'»  Vu"'9  9i-i)  =  con8t, 

et  Tod  pourra  poser  f^  =  <Z>.  Eo  d^signant  maintenant  par  o^  la 
coDstante  arbitraire,  oo  aura  d^k  les  trois  ^quations  aux  derivees 
partielles  du  premier  ordre 

satisfaisant  aus  conditions  voalues. 

49.  Remarque  1.  Si  dans  la  särie  des  fonctioos  g>i,  ^^., 
tpi^i,  q>u  la  derniere  q>i  est  =  0>  il  est  Evident  que  Tavant  der- 
niere fpi^i  sera  Tintegrale  cherchöe»  coniniune  aux  ^quations  (2). 

Si  q>i  est  ögale  a  une  constante  K,  alors  la  Solution  se  sim- 
plifie,  puisqu'on  a,  dans  ce  cas, 

9I-.1  -     K    ' 
d'oü  Ton  tire^  en  int^grant, 

^Kq>i^^  —  g)i-i*  =  const.« 
et  par  suite 

Mais  dans  ce  cas  il  faut  que  i  soit  plus  grand  que  I;  car 
autremeot  la  m^tbode  pröc^dente  pour  d^terminer  f^  ne  serait 
plus  applicable.  Supposons,  en  effet,  g>|  =  £,  K  c^tant  ane  cod- 
staote  donnäe  ou  une  fonction  de  9;  alors  i'^quation  {y)  prend  U 
forme 

ce  qui  montre  qu'aucune  fonction  de  la  seule  quantitii  9  oe  peot 
etre  une  integrale  commune  des  deux  equations  simultao^es  C^)- 
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En  pareil  cas,  il  faut  eomroeDcer  par  döterroiner  une  integrale 
de  la  seconde  des  äqoations  (2), 

(»,.  ^)  =  0; 

ou  bien  döterminer  une  integrale 

d(a?i,.. .,  Xn^  pi, . . . ,  pn)  =  const 

de  la  premiire  ^quation  (2),  diffärente  des  integrales  J7  =  a, 
/*!  =  Ol  et  9  =  const. ;  ou  encore  suivre  la  mcSthode  que  noas 
exposerons  plus  bas. 

Si  rintögrale  0  ^  const.  se  trouvait  dans  le  in4me  cas  que 
Tintegrale  9  ==  con^t,  c'est-ä-dire«  si  l'on  avait  les  deux  identitäs 

(9, /i)  =  Jf,    (Ö, /,)  =  i, 

K  et  L  <$tanrl  des  constantes,  ou  des  fonctions  queicooques  de 
(p  ei  de  0  respectiveroent,  alors  la  valeur  de  Ü^  s'obtieudrait 
tr^slmpiement«    SI  i*on  pose«  en  effet» 

on  trouve  que  les  premiers  membres  des  öquations  (2)  preunent 
h  forme  ' 

maU,  comme  on  a  ies  identit^s 

(9..  H)  =  0,   (ö,  £0  =  0.   (9.  A)  =  *^.   (e,  A)  =  L. 

h  preroidre  des  equations  (2)  est  alors  satisfaite  par  une  forme 
qaelcooque  de  la  fonction  f^,  et  la  seconde  de  ces  Equations  prend 
la  forme 

d  oü  Tod  tine 

A  =  «(/t-/x)- 

7c  d<^sigoant  une  fonction  arbitraire« 

50.    Au  moyen  des  trois  <$quations  connues 
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Ol)  eil  deterniinera  une  quatridme  H^zzza^^  a^  desit^nant  une  con- 
staute  arbitraire»  et  la  fonction  H^  devant  ^tre  calcul^e  de  ma- 
ni^re  a  satisfaire  aux  troin  ^quatioiis   lin^aire»  simultan^ea 

(3)  (H^,  H)  =  0.    (^3.  A)  =  0,    (i^„  U)  =  0. 

Cbercbons,  dapr^s  la  m^thode  que  nous  venons  d'exposer, 
g»e  integrale  commune  ä  deux  de  ces  ^qiia-tinns,  aux  deux  pre 
mieres,  par  exemple.    II  sufflra  pour  cela  de  d^terminer  une  autre 

integrale  premi^re  de  r^quatinn  -rj  =  F,  diff^rente  de  <I>  =  const 

Reprisen toQs  cette  integrale  par 

^3  =^(^i»«»»»  ^n»  Pi»-..f  Pn); 

il  sagit  d*en  deduire  une  integrale  commune' du  Systeme  destrois 
eqoations  (3). 

> 
Pour  cela,  par  des  substitutions  8uccessives  dans  le  premier 
niembre  de  requation  {H^^  /'s)  =::  0/ formons  les  expressions 

Dans  la  suite  des  fonctions  tpi,...^  ^Jb»..«^  on  devra  flnir  par 
en  rencontrer  une  qui  s'exprime  au  moyen  des  precedentes.    8oit 

^^  =  f  (lp.    t//!-,   If'«,  .  .  .  ,   t(;|r-l) 

la  premiere  des  fonctions  qui  soit  dans  ce  cas. 

On  verra,  absolument  comme  on  la  fait  plus  haut»  que  ij^i, 
tp2,....  sont  des  integrales  des  deux  premidres  equations  (3).  Car 
si,  dans  ridentitä 

\A,  (Ä,  0]  +  [Ä,  (C,  A)\  +  [C,  (/l,  Ä)]  =  0, 

on  prend  d'abord  A=iH,  B:=^f^  puis  /l=/i,  ^  =  /a>  <>"  a^ra  les 
deux  autres  identitd^ 

[».(/•».  C)]+[A,(C.fl)]  =  0, 

[/i,  (A.  C)]  +  [^..  (C.  A)]=0. 

En  y  faisant  successivement 

C=  tfJ,    1(/|,    t|^J6,....,    t/'jfc-l, 

on  obtient  les  deux  suites  d*identitös 
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[ft  (fts  ^)]  =  i^i.  H)  =  0,    [H,  (A,  i/;|)J  =  (t/;«.  ^)  =  0,. . .. 

[fu  (ft.  t^)]  =(tfi,  A)  =  o.  [A,  (/;,  if;,)]=:(t^,  /;)  =  o,.... 

^ai  d^montrent  ie  th^oreme. 

LI  fant  ensuite  chercher  one  foiietion  f^  des  variables  H,  fi^ 
ft*  ^>  ^i»***9  ^^-i*  <|Q>9  iui«e  ä  ia  phice  de  //g,  satisfasse  ä  toutes 
les  treis  ^quation«  (3). 

Or  on  v^rifie  aisement,  comme  au  ii°  48,  que  les  deux  pre- 
roiere8  de  ces  eqoations  sont  «atisfaites,  quelle  que  soit  Ia  forme 
de  Ia  fonction  f^,  Quant  a  Ia  troisi^me  ^quation  (S),  en  y  faiHant 
H^=^fzy   eile  se  ehauge  dans  Täquation  lin^aire  Bulraiite, 

qoi  ne  renfernie  que  les  variables  tf;,  i^] , . . ,  i|;jt— i.  Si  Ia  foiictioti 
f  reiiferraait  les  variables  U,  /t,  f^  on  ponrrait  les  remplacer  rjs- 
«pectiveroent  par  les  constantes  a^  Oi,  a^  puisque  T^qualion  ne 
contient  pas  de  deriv^es  partielles  prises  par  rapport  ä  H,  f^  uu  /I^. 

Ainsi  ia  fonction  f^  doit  ötre  däterminöe  comme  une  ifitegrale 
particuliere  de  Tequation  lineaire  präcedente,  ou  comme  une  des 
integrales  du  Systeme  d'öquations  simultanees 

—  ifi  ■"  "%"  f "~  ' 

0  designant  une  variable  auxiliaire:  ce  qui  conduit  tinalement  a  Ia 
recherche  d'une  des  integrales  premi^res  de  f^quation  d'ordre  k, 
a  deux  variables, 

Si  cette  integrale  est 

en  y  sabstituant  les  valeurs  'yz^^'^i*  —  *  ^nt"!  ==  ^^-^ »    "*^"* 
pourrons  .poser 

f^  r=  ^FCip,  tf/i,...,  tf/it-i)  =  const.  =  «g- 

AiDsi^  nous  connaissons  dejä  quatre  equtftioiis 
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H^a^    £fi=/i=ai,    H^^zf^^Off    H^^f^^a^, 
satisfaisaDt  aux  cooditions  (1),  (2)  et  (3). 

51.  Remarque  2.  II  faat  observer  ici  que^  si  le  ntealtat 
de  la  premiöre  Substitution  (t/;,  fi)  ou  ^|  est  une  fonction  de  ^ 
ou  une  constante  quelconque  diff^rente  de  z^ro,  la  m^tbode  pr^ 
c^dente  pour  la  d^termination  de  f^  se  trouvera  en  döfaut»  comnie 
dans  le  cas  dont  il  a  ^t^  questiou  dans  la  Reroarque  1  (o**  i% 
relativement  ä  la  d^terminatioD  de  la  fonction  f^, 

52.  Nous  avons  maintenant  suffisamment  explique  la  marcbe 
ä  suivre  pour  deterniiner  successiveroent^  au  nioyen  de  la  fonction 
donn<$e  H^  les  fonctions  Hu  H^.,,,  ün-i,  satisfaisant  aoz  cou- 
ditions  {Bi,  Hk)  =  0,  Ces  fonctions  ^tant  obtenues,  il  ne  reste 
plus  qu'ä  tirer  algiSbriquement  des  equations 

HsszUf    /f|=0|,...,     £fa— i=aii— 1 

les  valeurs  de  pi^»,  pn>  En  substituaut  ces  vaieurs  dans  Te- 
quatioD  dif^rentielle 

dz  =  pidasi  +p%da:^+...+pnda:u3 

on  pourra  toujours  integrer  cette  ^quation,  puisque  les  fonctious 
P\f'-f  pn  doivent  rempUr,  en  vertu  du  Th^or^me  11,  les  condition« 
d'int^grabilit^9  et  Ton  obtiendra  l'inti^grale  compl^te  du  probleme 
sous  la  forme 

53.  Voulant  präsenter  l'essenc^  de  la  ni^thode  de  Jacobi 
sous  la  forme  la  plus  simple,  nous  Tavons  d^velopp^e  en  prenant 
pour  base  les  Th^or^mes  I  et  II.  Mais,  dans  ce  mpde  d'exposi- 
tion,  nous  avons  rencontr^  des  cas  oü  la  m^thode  est  en  defant, 
et  que  nous  avons  signal^s  dans  les  Remarques  1  et  2.  En 
outre,  les  Equations  dont  l'int^gration  fait  connaitre  les  fonctioos 
cherch^es  ne  sont  pas  encore  ramen^s  k  leur  forme  la  plus  sim- 
ple, par  rölimioation  des  variables  superflues.  Nous  montrerons. 
dans  la  suite,  qu'en  faisant  usage  des  Th^or^mes  III  et  IV,  noas 
ne  rencontrerons  plus  de  cas  oü  la  m^thode  seit  en  defaut,  et 
que  les  öquations  k  integrer  pourront  4tre  ramen<$es  a  ne  plus 
contenir  que  le  nombre  minimum  de  variables.  Mais  anparavant 
nous  pensons  qu'll  ne  sera  pas  inutile  d*appliquer  la  mäthode  de 
Jacobi,  sous  la  forme  que  nous  veoons  d*exposer,  k  quelques 
exemples  d'^quations  aux  derivöes  partielles  du  premier  ordre,  de 
forme  facilement  intögrable. 
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§.  19. 

54.  Od  voit  par  ce  qui  precöde  que  l'essence  et  la  princi- 
pale  difficult^  da  probleme  de  Tiiit^gration  de  l'equation  aux  de- 
riv^es  partielles  du  premier  ordre 

H(Xi, . .  • ,  Xny  Pi9 . . .,  pn)  =  a 

consistent  dans  la  d^termiDatioo  de  n  —  1   integrales  particulieres 
distinctes» 

de  r^qoatioD  unfaire  {H,  tf;)  =0,  lesquelles,  prises  deux  ä  deux, 
doiveuty  en  outre,  satisfaire  ä  la  condition 

{Uu  Hu)  =  0, 

poor   toutes  les  Taleurs  de  %  et  de  k  prises  dans  la  suite  des 
nombres  0>  1>***<9  n — I. 

En  cons^quence«  les  formes  plus  ou  moins  faciles  ä  integrer 
de  requation  /f  =  a  sont  Celles  d'oü  Ton  peut  tirer  imm^diatement« 
c'est-a-dire  sans  aueune  Integration,  la  totalite  ou  seulement  une 
partie  du  Systeme  des  equations  Hi  =  ai,...,  jGfn— i  =  an-i»  qui 
satisfont  ä  la  propos^e.  ^ 

D'aprös  les  consid^rations  g^n^rales  que  nous  avons  pr^sen- 
tees  plus  haut,  il  est  aisö  de  voir  que,  sous  le  rapport  de  la  fa- 
cilite  de  Tintegration,  i'avantage  appartient,  dans  le  cas  des  equa- 
tions aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  comme  dans  celui 
des  equations  differentielles  ordinaires,  aux  formes  datas  lesquelles 
les  variables  peuvent  etre  s^paröes.  Mais  il  est  clair  que, 
poor  les  equations  äux  derivees  partielles,  Texpression  „Separation 
des  variables*'  doit  avoir  une  signification  autre  et  plus  generale 
que  pour  les  equations  k  une  seule  variable  independante. 

55  •  Supposons  que  l'equation  aux  derivees  partielles  du  pre- 
mier ordre  proposee  seit  de  ia  forme 

^(oTi,...,  Xn,  Pip  •  • '  9  Pm  9l»  9>29"'9  g>m)  ^=  a, 

<P\»-9  9>m  designant  des  fonctions  des  variables  a^i,»»,  »Tn,  Pi,->  Pn^ 
qui  satisfont  ä  la  condition 

(o)  (g>r,    9*)  =  0, 

pour  toutes  les  valeurs  de  r,  s  prises  dans  la  suite  des  nombres 
1,  2,...,  m. 

23* 
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Examinons  ä  quelles  conditions ,  outre  celie-lä ,  doivent  satis- 
falre  les  fonctions  9|,...,  q>m»  pour  que,  dans  Tint^gratioD  de  Te 
quation  donn^e,  on  puisse  ies  considerer  comme  des  constantes. 
Pour  cela,  concevons  que,  en  appliquant  la  inethode  de  Jacobi, 
riüus  ayons  trouv^  une  parfie  du  Systeme  des  equations  qui  satis- 
fofit  ä  la  propos^e^ 

Hi  =  ai,    H^^=ia^...,    Hi=:ai,    (/<n) 

)ef^  fonctions  Hi,,,,,  Ht  ne  renfermant  pas  les  constaotes  arbi- 
traires  er,,...,  au  mais  pouvant  contenir  9>i>...»  q>m\  et  que,  cn 
ooiisiderant  ces  derni^res  quantit^s  comme  des  constantes,  les 
fonctions  i^i,...,  Hi  soient  supposees  satisfaire  a  la  condition 

{Hu  Hk)  =  0, 
pQiir  toutes  les  valeurs  de  t  et  de  k,  prises  dans  la  suite  0, 1,  '2,...  /. 

En  consid^rant  maintenant  de  nouveau  ^i,..,  (pm  comme  (le> 
fonctions  de  oti,....,  a?n»  Pi******  pn^  on  trouve  que  le  premier 
membre  de  T^quation  qui  exprime  la  condition  pr^cedente  prend, 
en  vertu  de  la  formule  (5)  du   §.  16.  (Chap.  IV,  art.  36),  la  formt; 

[Hi.  Ih]  =  (Hi,  Hi)  +    £^    {  (Hi.  vr)  -^  -  (Hk.  <pr)  j^\ 
.     „   idHiSHk      dHidHk), 

Le  premier  et  le  troisi^me  terme  du  second  roembre  de  cette 
egalit^  sont  nuls,  en  vertu  des  conditions  prec^dentes.  Pour  quf 
|e  second  terme  se  r^duise  aussi  ä  z^ro,  il  est  evident  que  les  fonc- 
f Ions  9i , . . ,  q>m  doivent  encore  satisfaire  ä  la  coodition 

(ß)  (Hi,   (fr)  =  0 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices 

1  =  0,  1,  2,...,  /,    r  =  l;  2,...,  m, 

56.  RemarquoQS  maintenant  que,  si  daus  requation  donnee 
an  reconnait  la  pr^sence  de  fonctions  9i,...,  q>m,  remplissant  lei^ 
conditions  (a)  et  celles  des  conditions  (ß)  qui  correspondent  a 
rindtce  i=zO,  c'est-a-dire  les  conditions 

(/f,  9,)=0,    (^,  <^a)  =  0,...,     (^,  <p«)=0, 

alors,  pour  satisfaire  au  reste  des  conditions  (ß)  il  suflira  de 
prendre 
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t^i,...,  if;i  d^signant  des  fonctioos  assujetties  a  cette  c^eule  coii- 
dition,  que  du  Systeme  des  equations  präcedentes  on  ne  puisse 
firer  aucune  relation  enlre  ies  seules  quantites  Ui,,.y  Hu  ou«  ce 
qui  est  la  m^me  cbose,  entre  ai,..»  ai.  Mais  il  est  evident  qae  cela 
8era  toujours  possible,  si  /<m.  Par  consöqueot,  le  nombre  des 
equations  satisfafsant  a  i'^quation  donn^e,  qui  peuvent  etre  de- 
termioees  de  cette  maniere  doit  ^tre  egal  ou  ioferieur  ä  m. 

Si  m  n'est  pas  plus  grand  que  n  —  1/  et  que  toutes  Ies  fonc- 
tions  9>i«...j  901  contiennent  räellement  Ies  variables  Pi^...,  p», 
et  avec  cela  soient  distinctes  et  independantes  par  rappo'rt  ä  ces 
variables^  alors,  il  est  beaucoup  plus  simple  de  poser 

^j  :=  9j  =  Oj , . . . ,      Hm  =  9jn  =  «m . 

57.  Quant  au  moyen  de  decouvrir,  pour  une  öquation  donuee, 
lexistence  de  fouctions  9i,  92>-*-  satisfaisant  aus  coiiditions  indi- 
quees  ci-dessus,  on  ne  peut  donner  pour  cela  de  regle  generale. 
Toufefois  il  y  a  un  cas  oü  l'existence  de  ces  fbnctions  devient 
evidente,  et  oü  par  consäquent  la  m^tbode  precedente  peut  s'ap- 
pliquer  sans  difficulte. 

Supposons  r^quation  donnee  mise  sous  la  forme 

la  t'onetiou  H  ne  contenant  explicitement  que  Ies  variables  Xi, 
Pi,.»y  ^t— 1*  pi—il  la  fonction  fpi  ne  contenant  que  Ies  variables 
^i)  pif'9  Xi+k—i,  /'i-f it— 1 ; .  • . ;  la  fonction  q>m  n^  contenant  que 
/es  variables  :rx^jt-f  ...-f/,  fi-f-ib-f  ..»-f/,..,  arn,  jOn.  On  peut  dire  alors 
que  dans  cette  equation  Ies  variables  sont  separöes.  Dans  ce 
cas,  il  est  Evident  que  Ies  couditions 

(H,    (fr)  =  0,      ((fr,   (Pm)  =  0 

sont  satisfaites  pour  toutes  Ies  valeurs  1,  2,...,  m  des  indices  r 
et  s.  D'apres  cela,  en  vertu  des  coociusions  precödentes,  au  lieu 
de  Fequation  donnee ,  on  peut  integrer  söparement  chacune  des 
equations  aux  d^rivees  partielles  du  premier  ordre 

H(a:iy..y  jTi-i,  pi,..,  />i-i,  «!,..,  am)  =  Q, 

9^1  =  ^U"»   <Pm  =  am» 

dl,',  am  designant  des  constantes  arbitraires.  Si  Ies  integrales 
conipletes  de  ces  äquations  sont  respectivement 
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1  intägrale  compldte  de  l'äquatiori  donn^e  sera  ögale  ä  leur  somme 
«0  +  2^1  +  •.•  +2m  +  a  =  «  +  a, 

a  etant  la  somme  des  eonstantes  arbitraires  a^,  &i,*..»  c^m*  intro- 
duites  par  simple  addition.  En  effet,  il  est  facile  de  s'assarer 
que  cette  integrale  satisfait  ä  requation  propos^e,  et  qa'eUe  ren- 
ferme  n  eonstantes  arbitraires. 

58.  Remarquons  que,  si  une  des  fonetions  <P|,..«.,  97m  ne 
renferme  qu'ane  couple  de  variables  correspondantes,  telles  que 
Xi  et  piy  en  ägalant  alors  cette  fonction  a  une  constante  arbl* 
traire  au  et  tirant  de  cette  equation  ia  valeur  de  pi  en  Xi  et  Oi. 
on  en  deduira  Fint^grale  n  au  moyen  d'une  quadrature. 

Si  une  des  variables,  Xk  par  exemple,  n'entre  pas  explicite- 
ment  dans  l'öquation  donn^e,  on  a  alors  l'öquation  pk  =  Oky  a  la- 
quelle  correspond  Tintögrale 

zk  =  akXk^ 

D'aprös  cela,  les  integrales  coropl^tes  des  öquations 

81  /dl         &  8z   \ 

dxn      '   \öxi  *     8ara' " ■*  dxu—ij  ' 


et 

peuvent  s'obtenir  sans  particulariser   la  forme  des  fonetions  f  et 
Ff  et  il  est  Evident  qu*eiies  sont  respectivement 

et 

+/^fi-i(an-i,  «n-i)rfa:n-i+/i/;n[F(ai,..,  a„--i),  a:«],dj,. 

^i>  '4^29* •••»  '^n  ätant  les  valeurs  respectives  de  pi,  p^,,..»,p» 
iröes  des  equations 

9i  =  «i»    9a  =  «2»  ••  •  >    9«  =  ^(«i,  • .  •  flu— 1). 
59.    Soit  Tequation 

'  8x         8z  _^\ 


~^Gi 


i^a 


dXnJ' 
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Si  l'oo  repr^sente  son  integrale  par  1  eqoation 


OD  en  tirera 


en  posant 


dv  dv 

S^^=pu      gj  =  /'«+i. 

Par  la  Substitution  de  ces  valeors,  l'equation  donn^e  prend  la  forme 
^-pt     -Ei. E*.  _  -£!lY 

daD8  laquelle  les  variables  sont  maintenant  separöes.    Par  conse- 

qoent,  l'integrale  de  r^quation    transforin^e   sera  donn^e  par  la 

^     somroe  des  integrales  des  öqaatioDs  aax  diff^rentielles  ordioaires 

La  derni^re  ^quation,    en  particulier,  s'integre  siroplement, 
ioraqae  la  fonetion  F  est  homogene   da  de^gr^   ft  par  rapport  ä 

Ä— ,...,  5 — ;  eile  prend  alors  la  forme 

d'oü 

4  1      -i 

pn+i=—[F(ai,..,an)y.2    /*. 

Pac  suite,  i'int^grale  compl^te  de  l'equation  transformöe  devient 

£d  ^galant  ie  second  membre  ä  z^ro,  on  en  tire,  pour  la  valeur 
de  2  qai  satisfait  ä  l'equation  propos^e, 

'^    "^  [''(fli,  «•,...,  a»)]^ 

60.     ConsideroDs  un  cas  plus  genöral.    Soit  l'equation 
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F  designaot  une  fonction  homogene  du  degrä  /x  par  rapport  ä 
ö — ,...,  ö — .  A  1  aide  de  ia  transformation  pröcedente,  et  en 
conservant  les  nienies  notatioDs,  l'equation  donnee  prend  Ia  forme 

Le  Probleme  se  ram^ne  donc  a  l'integration  des  deux  equations 
^V^\\^  =  (— l)^^f        F(a:i,.,.,  xny  Pi,...,  /?n)  =  il. 
L'integrale  de  Ia  premiere  de  ces  deux  equations  est 

Designoos  Tintegrale  de  Ia  seconde  par 

»"  +  «"  =  F(a:,,..,  a:»,  ^,  Aj,  ..,  ö„-i). 

L'integrale  de  I  equation  traiisformee  sera,  d'apres  cela^ 

a         -     ^izi 
t)  +  a  =  F(a:„..,  ar„  ^4,  a„...  a«-.i) ^-,  Jm  2   /i  , 

d*oü  Ton  tire  enfin  fintegrale  de  T^quation  proposee, 

l l\iU-l 


e-^r 


TZ •  [^(^1»'    •»  «^n,   Äy  Ol,...,  aH-i)jM-i. 

Comme  exemple  de  ce  cas,  prenons  Tequation 
qui,  apres  Ia  trauäformation,  prend  Ia  forme 

Ici  nous  remarquons  d*abord  que  les  couples  de  variables  corres- 
pondantes  z  et  p^,  x^  et  p^^  sont  separ^es;  le  probl^me  se  ra- 
mene  donc  ä  Tintägration  des  equations 
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Or  il  wi  evident  que,  dans  la  derniere  eqaation,  les  variables  Xi 
et  pu  ^3  et  p^  sont  egalement  separees.  Nous  avons  donc  ä  in- 
tegrer les  qoatre  ^quations  differentielles  ordinaires 

ip^  =  a,    x^p^  =  6,   ^  +  —  p  =  c,    bp^  Vb^xz  :=  a-c, 

dont  les  integrales  sont  respectivement 

v"  +«"   z=:b\ogx^. 


ü    -f-a     = 


6  2    • 


Par  cons^quent»  Tintegrale  compidte  de  Tequation  transforniee  sera 

bxi   .    2  /6«  .        \«     ^,  (a-c)ars 

«?  +  «  =  - Y^Si^VT  +  '^'^V  +^'^g^2+       ^     ' 

Enfin,  en  egalaut  ä  zäro  le  second  niembre  de  cette  equation, 
onus  aurons  Tint^grale  complete  de  Täquation  proposöe. 

ß].  Dans  les  exemples  pr^c^dents,  la  Solution  complete  s'ob- 
tenait  au  moyen  de  la  seule  Separation  des  variables.  Maintenant 
il  ne  sera  pas  inotile  de  traiter  un  cas  dans  lequel  Tapplication 
de  ce  proe^de,  quoique  siroplifiant  le  probleme  et  donnant  nne 
partie  de  sa  Solution,  ne  dispense  pas  toutefois,  si  Ton  veut  ob- 
teoir  l'int^grale  compiöte,  de  recourtr  n^cessairement  ä  la  m^thode 
de  Jacobi. 

Seit  donn^  T^quation 

^  -  V*  dxi  +  '^'  dxj  '^  \dx,    dxj  dx^  \dxj 

/dz        di\/dz    ^       \/82    .       \Sz    dz 

Cette  eqaation  Tenfenne  six  variables  independantes  Xi,..,  x^,  et 
ne  contient  pas  la  fonetion  inconnue  z  elle-m^roe,  mais  seulement 

ses  d^rir^es  partielles  g — >••>  g — .  En  designant  celles-ci  re- 
spectivement par  pi9..i  p^y  et  n'introduisant  pas  dautre  change* 
nient  dans  la  forme  de  l'equation  proposee,  cette  ^quation  deviendra 
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(^tPi  +  ^i  Pa)  ars + Ps  ( Pi  — P«)  [P4*  +  (P6  +  ^4)  (Pö  +  ^«)  P«]  =  o- 

Maintenant  il  est  evident  que  les  variables  Xi,  p^  x^,  pt, 
^8>  Ps'  d'ane  part,  et  d'autre  part  x^,  p^,  x^,  p^,  x^,  p^  sont  ae- 
partes.  En  ^galant  k  une  constante  arbitraire  a  Texpression  eotre 
crocbets,  qui  est  formte  avec  le  second  groupe  de  variables,  od 
ram^oe  le  probl^me  ä  l'int^gration  des  deux  equations 

P4*  +  (Pft  +  ^4)  (Pö  +^6)P6  =  «> 
(X2P1  +^1^2)  ^8  +«P8  (Pl  —Pt)  =  «• 

La  premi^re  de  ces  equations  s'iotegre  tres-stmptenient  au 
moyen  de  la  Separation  des  variables.  En  effet,  remarqiions  dV 
bord  que  lä  variable  indöpendante  Xf^  n*y  entre  pas  eiplicitemeot; 
posons  par  consequent 

P5  =  ßl 

r^quation  prendra  la  forme 

II  est  Evident  maintenant  que  les  deux  couples  de  variable«  /< 
et  /?4,  Xq  et  Po  soDt  separ^es.    En  posant  donc 

(ß  +  ^6)P6  =  y* 

il  vient 

P4*  +  y(^  +  ^4)  =  «. 

et  Ton  en  tire 

P6  =  ßf^^>       P4  =  STa-ßy—yx^l 
par  suite, 

p^dx^,  +  p^dx;^  +Piidx^  =  Va— /3y— ya:4 .  £^4  +  ßdxt^  +  ^^  t 
d'ou  Ton  tire^  par  {Integration,  la  fonetion  cherch^e 

2'  +  ^4'  =  3^  (a-ßy^yx^i  +  ßx^  +  log  (ß  -^x^jr. 

62.  Fassons  a  l'int^gration  de  la  seconde  des  eqtiationft  prf- 
cädentes, 

n  =  (x^pi  +Xip^x^  +  ap^ipi  — pa)  =  fl. 

Ici  Ton  n'aper^oit  pas  la  possibilit^  de  separer  les  vartabfef- 
Nous  prendrons  donc  la  m^thode  generale  de  Jacob! ,  poar  tronr^r 
deux  fonctions  //|,  Z/«  des  variables  Xi,  x^»  ^z,  f>i>  p^-,  Pt* 
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D'abord   nous  cbercherons  ane  fonction  Hi  satisfaisant  k  Vi- 
quation  lin^aire 

(/#,    Ui)    -         g^     g^^  g^^      g^^   +   g^^     g^^  g^^    g^^ 

So:,   8p,        3^3  Sa:,  ""     ' 

pais  one  autre  fonction  H^  satisfaisant  aax  denx  equationa  simul- 
tanöes«  de  m^me  forme  qoe  la  präcödente, 

(w)  (H,  £f,)  =  0.    (H,,  H^  =  0. 

D'apres  cela,  la  fonction  Hi  devra  ^tre  di^terminee  coninie 
uoe  dei9  integrales  du  systöme  d'equations  simultan^es 


dxi 

-Sä 

_    d/Jj 

—  dxi       —  doTa 

-«te. 

-    dH 

3pi            3pa 

8Ä  ' 

lesquelles,  par  la  Substitution  de  la  ?alenr  donn^e  de  H,  preonent 
la  forme 

dpx  _  dp^  _         dp^ 


^3P«        ^3  P\         ^%Pi  +  ^1  /^ 

—  dxi  —  dx%      ___      —  dx^ 

""  a:«ar8  f  ap^  ^  x^x^-^ap^'^  a{pi  -pa)' 

D'apres  une  propriöte  connue  des  rapports  ^gaux,  le  premier 
et  le  second^  le  quatriöme  et  le  cinqui^me  rapport  du  Systeme 
precedent  donnent  röquation 

d(pi  +f>a)  _  __  d(xi  +  x^ 

doDt  Tiot^grale  est 

(xi  +x^)(pi  +P2)  =  const. 
On  peut  donc  fTbser 

^1  =(^i  +a?a)(pi+p2)- 

63.  11  faut  ensuite  däterminer  la  fonction  H^  satisfaisant 
simultanement  aux  deux  equations  (m).  Pour  ce  calcul,  il  est 
commode  de  s'aider  du  tableau  sui?ant: 

Theil  L.  24 
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B, 


d. 

P%x% 

Pl+P« 

0 

0 

0 

0 

8. 

^a^i+«P» 

«1+*« 

Pl 

et 

1 

-'l 

8. 

8x, 

/»i^* 

Pl+P« 

0 

0 

0 

0 

8. 

dp. 

*l^.--«P3 

Xi+X, 

— p« 

—  « 

—  1 

^3 

8. 

*«Pl+^lP» 

0 

0 

—  ar. 

0 

Pt-h 

d. 
dp. 

«(Pl— Pj 

0 

0 

0 

0 

0 

=29.  = — x^e  +«(jpri 


Dans  ce  tableau  soDt  inscrits,  en  t^te  des  diff^^rentes  coIod- 
nes,  les  symboles  des  fonctioos  qui  entrent  dans  le  calcul,  et 
dans  les  coloones  elles-möroes  se  troovent  les  d^rivees  partielles 

de  ces  fonctioos.    Les  Rotations  ö-^t  sf"»"»   inscrites  ä  gaoche 

du  tableau,  indiquent  la  variable  par  rapport  k  laquelle  est  prise 
chaque  deriv^e.  Enfin,  au  bas  de  chaque  colonne*  neos  avoni! 
plac^  les  valcurs  des  combinaisons  de  la  forme  (Aj  B)  de  la 
fonetion  correspondante  a  cette  colonne  avec  les  fonctions  prece 
dentes.  C'est  principalement  pour  le  calcul  de  ces  combinaisoDS 
qae  notre  tableau  est  commode. 

D'aprös  la  theorie^  il  faut  comroencer  le  calcul  de  B%  par 
determiner  uue  integrale  de  I'une  des  deux  ^quations  (m).  ^i 
Ton  prend  pour  cela  la  premi^re  de  ces  equations,  il  faudra  de- 
terminer une  des  integrales  du  Systeme  (it),  autre  que  £f|i=:coDät. 
Le  Premier  et  le  second  rapport  de  ce  syst^me  fournissent  IV 
quation 


P\ 


dont  rintegrale  est 
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ip  =  ^ %-  =  C008t. 

Au  moyen  du  premier ,   du  second  et  da  dernier  rapport  du  Sys- 
teme (n)»  nous  avons  T^quatioo 

-  ^8  {Pi  -  Pz)  « (Pi  — Pt) ' 


ad  (pi  —  p«)  =  aradors, 
(iont  Tintegrale  est 

64.  Le  tableau  pr^c^dent  niontre  que  Tint^graie  (p  ne  peut 
fournir  la  valeur  de  H^,  parce  que  le  resultat  de  la  Substitution 
dans  (Hl,  g>)  n*est  pas  ^gal  k  z6to,  et  que»  ce  resultat  ötant  une 
fonctioD  de  (p,  aiors  en  vertu  de  la  Reroarque  i  du  §.  18  (art.  49), 
la  foDction  9  ne  peut  servir  pour  le  caicul  de  H^,  lorsqu'on  a 
dejä  choisi  la  valeur  de  Hi. 

On  voit  par  le  m^me  tableau  que  Tint^grale  ^4;  satisfait  aux 
deux  öquations  simultanäes  (m);  on  peut  donc  prendre  H^^s^ifj. 

En  egalant  les  valeurs  trouv^es  pour  Hi  et  pour  H^  respec- 
tivement  ä  des  constantes  arbitraires  6  et  c«  on  aura,  au  lieu  de 
Tequation  donnee,  les  trois  equations 

H   =  (x^pi  +  ar,pa)arj  +  ap^  (p,  -p,)  =  a, 
Ol  =  (a:,  +  x)(pi  +p)  =  6, 

B%  =  <*{Pi  — Pa)—  "2"  ~  *^' 
d'oü  Ton  tire  algöbriquement 

''*-2(:Pi  +  ^,)  +  2a+  4«^ 

6  c^      x^ 

'^""2(ari+art)       2«  ""  4«' 

2a— 63:3  1  , 

par  cons^queot. 
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Pi  dxi  +  p^dx^  +  Pzdx^ 

+  2i(^i  -  ^«)  *»<^^»  +  2c +a:.«  *'*»• 

En  integraiit  cette  expression,  nous  obtiendrons  la  seconde 
partie  de  l'intögrale  cherch^e, 

,   aV2  arg         *,      ,a     •      ix 

+  -^  arctang  :^  -  5  '^^<^"'  +  ^»  '• 

Par  cons^queot  Tint^grale  coi^pl^te  du  probleme  sera 

aV^2  ^.2  I      ^ 

il=2l'  -f  2^^  6,  c,  a,  /3,  y  dösignant  six  constabtes  arbitrairei 
distinctes.  \ 

66.  Voyons  s'il  n'est  pas  possible  d'obtenir  la  Solution  do 
probleme,  en  coromengant  ie  calcul  de  la  fonction  H^  pW  U  <i^ 
termination  d'une  integrale  de  la  seconde  des  ^quations  (ni). 

\ 

L'integration  de  l'^quation 

se  ramöne  ä  celle  da  systdme  d'equations 

dpi     _^     dpt    —dxi  — dXfi 

Pi+Pt ""  Pi+Pt ""  ^1+^«  ""  ^i  +«•' 
doDt  les  integrales  sont  ^videninient 

Pi  — P2  =  const,    pi  — P2  +0:1—0:4  =  const. 
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Prenons  la  premi^re  de  ces  integrales«  comme  ötant  la  plus 
simple,  et  posons 

e  =  p,  — p,. 

Le  tableau  ci-desans  noua  fait  voir  que  le  r^sultat  de  la  aubati* 
tution  de  d  ä  la  place  de  H^  daoa  la  premi^re  dea  öquations  (ta) 
est  — x^Ss  et  cette  fonction,  que  noaa  designerons  pnr  6',  aera, 
d'apr^s  la  th^orie,  nne  nouvelle  integrale  de  la  seconde  äquation 
(m).  Le  ri^sultat  de  la  Substitution  de  B'  ä  la  place  de  H^  daoa 
la  preniiöre  ^qnation  (m)  sera 

La  fonctioD  ff'  est  evideroment  une  nouvelle  integrale  de  la 
seconde  ^uation  (m);  maia  eile  s'ezprime  en  fonction  des  deux 
pri^cedentea  B  et  B'.  Mous  arr^terons  donc  \k  les  substitutlons, 
et  neos  cbercherons  une  fonction  F  des  deux  integrales  distinctes 
B  et  6^  qui  satisfasse  aux  deux  äquationa  (m).  Pour  cela»  for« 
mens  letf  öquations 

[Ä»,  F(ö,  ÖO]  =  (»1,  Ö)^+  (£fi,  »)  |~ 

8F  SF 

[tf.  F(6,  fl')]  =  (^.  «)gf +(^'  ^^W 


='S+(?+-»-)^=«- 


La  premi^re  de  cea  ^quationa  eat  aatisfaite  par  une  forme  quel- 
conque  de  la  fonction  F;  la  seconde  sera  aatisfaite,  ai  Ton  deter- 
mine  F  comme  integrale  de  Fequation 

dB  dff 


En  exposant  la  tböorie  gönärale,  nous  avona  introduit  dana 
un  pareii  systöme  d'^quations  une  nouvelle  variable  x,  en  ^galant 
ia  valeur  commune  des  rapports  pröf^ents  ä  la  differentielle  dx. 
Mais  dans  le  cas  actuel  il  sera  auaai  almple  de  se  paaser  de  va- 
riable auxiliaire.  En  effet,  l'equation  pr^cedente  peut  a'^crire 
sous  la  forme 
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} 


£d  posant 


il  vient 


dB'      ff  .      6» 
Id  =  "ö  "•"  "  ¥'' 


e'  =  a6.    dou    3^  =  „  +  e^. 


(tu  u 


d'oü,  en  iotägrant, 

adi=const.  +  ^ 
et  par  suite 

^3 


Ö'2  .  .      a:,« 


Cette  integrale  de  la  premiöre  öquation  (m)  avait  d^jä  ete 
tir^e  immediatement  da  Systeme  (m),  et  nous  Tavions  d^signee  par 
"ilf.  Par  saite»  la  nouvelie  voie  conduit  a  la  tneme  integrale  com- 
pl^te;  cependant,  quoique  plus  longue,  eile  est  plus  interessante 
qye  la  pröcedente,  en  ee  qu'elle  präsente  nne  application  plus 
compl^te  de  la  thöorie  de  Jacobi. 

§.  20. 

66.  Nous  allons  piaintenant  introdoire,  dans  Texposition  de 
la  m^thode  de  Jacobi,  les  simplifications  et  les  coniplements 
doDt  il  a  etö  question  älafin  de  ravantdernier  paragraphe  (art  53). 

Reprösentons  encore  T^quation  donnäe  par 

la  fonction  inconnue  z  des  variables  ind^pendantes  Xi,...,  ar«  n'y 
entrant  que  par  ses  d^rivees  partielles  pi,...,  pn'y  et  le  Systeme 
des  n  —  ]  äquations  eherchees  qui  doivent  la  coropl^ter  par 

les  Premiers  membres  devant  dtre  des  fonctioos  des  variables 
Xjt,..,  Xnf  piy'9  Pn,  qui  ne  contiennent  pas  les  constantes  arbi- 
traires  a| ,  • . .  f  an—i» 

Ce  Systeme  de  n  eqnations  peut  evideroment  ^tre  remplace 
par  tout  autre  Systeme  äquivalent.  Par  exeniple,  par  la  premiere 
de  ces  äqaations,  ou  peat  exprimer  pi  en  fonction  des  autres  va- 
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riables  et  de  a;  en  substituant  cette  ?aleur  de  pi  dans  la  seconde 
equation,  oo  poarra  en  tirer  la  valeur  de  p«  en  fonction  de  toatea 
le«  variables  restaotes,  hormis  pi  eX  p^^  et  des  constantes  a,  a^. 
En  continuant  ainsi,  il  est  clair  que  l'oo  ponrra  gÖD^ralement  ex- 
primer  chacune  des  n  premi^res  qoantiti^s  de  la  s^rle 

en  fonction  des  2n  quantit^s  qui  les  solvent  dans  cette  sörie.  Si 
Ion  designe  ces  expressions  respectivenient  par  o>i,  fi02»-**>  On« 
Doos  aurons,  au  liea  du  Systeme  d'eqoations  pr^cedent>  cet  autre 
Systeme  äquivalent»  compo^ä  aossi  de  n  ^quations, 

Pi^iOi:=zO,    pa-~<^t  =  0,...,    p«— (»«  =  0. 

67.  Comme  nous  avons  sous«entendu,  dans  ce  qui  präcöde, 
que  les  premiers  membres  des  i^quations£f=  er,  Hi  =  ai,,... 
satisfaisaient  identiquement  a  la  condition 

(o)  (Ä-,  Ä)  =  0, 

pour  tontes  les  vaieurs  des  indices  i  6t  k  prises  dans  la  snite  des 
norobres  0,  1,..,  n  —  l;  alors,  en  vertu  du  Theoreme  111  du  §.  17 
(art.  41),  les  premiers  membres  des  öquations  P|  —  o>|  s=  0, 
Ps— (Os=0,...  devront  satisfaire  identiquement  ä  la  condition 

(6)  (Pt+i—  wi+i ,  ptc^i  —  wt+i)  =  0, 

poui^  les  mämes  vaieurs  des  indices  t  et  k.  Et  de  m^me  que  les 
äqnations  (a)  nous  ont  servi  pour  la  dätermination  successive  des 
foDctions  Hl,...,  Hwi  au  moyen  de  la  fonction  donnee  H\  de 
m^me  les  äquations  {b)  pourront  servir  ä  däterminer  les  fonctions 
fo^f...»  a>n  an  moyen  de  la  fonction  donnäe  o>|.  Mais  il  est  facile 
de  voir  que  les  äquations  (6)  sont  plus  simples  que  les  äquations 
(a)  correspondantes. 

En  effet,  ces  dernidres  sont  toutes  de  la  m^me  forme, 

<»'.«.'=Z(i£^-iS)=''. 

et,  comme  chacune  des  foncfions  Hi^  Hk  contient  toutes  les  In 
variables  a'i,.*.,  a?n,  Pi^.,  pn»  chacune  de  ces  öqnations  aura 
2it  tefmes.  L'eqnation  correspondante  du  Systeme  (6),  formte 
d  aprds  la  m^me  loi,  sera 
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( pt^i «—  wf+i ,  pk^\  —  a)*+i) 

in=l  \  S^m  dpm  Bfm  dxm  ) 

=  0- 


k 


Mais  ai  l'oo  observe  qae  les  fonctions  of^i,  lok+i,  qui  peo- 
vent  renfermer  toutes  les  variables  afi,,.,an9  ne  doiveDt  contenir, 
parmi  les  variables  pi,...,  p»,  que  Celles  äont  les  iodices  sont 
respectivement  plus  grands  qoe  les  indices  i+l,  t+l  de  ces 
fooctions;  il  est  facile  de  s'a8sarer4]tte  l'^uation  pr^ödente  aora 
d  autaDt  moins  de  termes  qoe  les  norabres  t  -f  1 ,  iE:  -f  1  seront 
plus  grands.  D'apres  cette  remarqoe,  et  en  supposant  t<A;»  on 
pourra  d^velopper  comiDe  il  suit  la  somme  qui  forme  le  premier 
membre  de  T^quation  precädente^ 


(m  =  l) 

dxi  oxj 

0.  0 


(« 


1. 


i+l) 


(m  =  2) 

(«•  =  «•) 

+ 

*           * 

> 

0.    0 

+  • 

..+ 

*           • 

9 

0,    0 

(r 

»  =  i+2) 

— y^,     0 


+  ... 


*  dak-^i 

dxk 


(•11  =  ^+2) 
Bxk+*  dxk-^% 


8(Pi-fi 


I 


Daus  ce  döveloppement,  ooos  avons  remplacö  par  des  a;^^ 
risques  (*)  les  ^l^meats  de  chaque  dötermioant  qui  devaient  ^tre 
multipli^s  par  zi^ro.  II  est  (Evident  ^  d'apres  cela,  que  l'eqoatioo 
pr^c^deote  peut  s'^crire  comme  il  suit» 
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(pi+i  —  »1+1,  PH-i—  »*+i) 

8a>i^-fi  _  8tt>t-n  "^"^^  dmj^i  Brnk-j-i 

(e)      \  ■"  dxi^i       Bark+i       m=i+t    ÖP"     3^« 

m=»    /dmtj^  Bmkj-i  ^  8(Pt-fi  8»Hi\  _  q 

et  que  le  oombre  de  ses  termes  est  (^gal  ä  ^n^k — t.  Ainsi« 
par  exemple,  dann  la  premiöre  (^quatioD  du  syst^^me  (6)»  pour  la- 
quelle  t  =  0»  iS:=:l,  il  y  a  2ii— 1  termes;  daos  la  derniöre,  oü 
t=n— 2,  jfc=n  — 1,  il  y  a  seulement  3  termes. 

68.  D'apria  cela,  la  foDction  i»^  des  variables  f'^»...«^  pn» 
X|,...,  Xn  devra  ^tre  d^^terminöe  au  moyeu  de  la  foDction  doDode 
»I,  par  rinf^gratioD  de  l'i^quation  lini^aire 

^'^  .  'y/g»!    8»a       8«>i  ^«^»'^^o 

dans  laqoelle  la  fonetioo  cherch^e  /'s  =:=  »b  entre  oon-senlemeDt 
par  ses  d^iv^s  partielles ,  niais  eneore  explicitement  dans  les 
coefficients.  Le  nonibre  des  termes  est  2ii — 1»  et  Tun  d'eotre 
eux  ne  contient  pas  les  döriväes  partielles  de  la  fooction  cherch^. 

La  fonction  093  des  variables  p^^^t  puf  Xi,..,y  Xn  devra  dtre 
döterniin^  au  moyen  des  fonetions  connues  00| ,  co^»  de  maniere 
a  satisfaire  simultaD^ment  aux  deux  öquations  unfaires 


+  «H8i;;;ss;^8^8^>)-**' 


+  2; 


8ar«  8^«       Spw  8a?w  /  ""    ' 


dont  les  coefflcients  confiennent  pareillement  la  foDctiou  cherchäe 
Pk=<iOs»  ^^  '®  nombre  des  termes  est  ^gal  pour  la  premi^re  ä 
'2n— 2y  pour  la  seconde  k  2ii— 3. 

Ed   g^näral,    lorsqu'on    aura   däjä    döterroine    les    fonctioos 

24* 
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<»»  tt>8»<***  ^fff  alors,  au  moyen  de  ces  fooctiona  et  de  la  fone- 
tioo  donnöe  ai|»  on  devra  d^termioer  nki-i  en  fonction  dept^^^jh, 
^1*  •  •  •  9  ^m  de  maniöre  ä  satiafaire  airoultan^ment  aa  syattoe  des 
k  äquations  linöaires 

W     (Pl  —  »1»  P*+l  —  »*+0  =  0,   (/>4—  CDs*  />»+i  —  w*+i)  =  0. . . . 

lesquelles  aont  de  la  forme  de  röquation  (c),  et  a'obtiennent  en 
falaant  successivement  dana  celle-ci 

Relativement  ä  ieur  forme,  dous  n'aardaa  qvL*k  r^p^ter  lea  remar- 
qaes  faites  plus  haut  aar  les  öquations  des  ayat^mea  präcMents, 
et  les  nombres  rle  leurs  termes  seroiit  respectivement 

(*')     2«-A:,    2n— ife— 1,    2«-*— 2,...,    2ii-2iE;-|-l- 

On  peut  ecrire  de  cette  maoidre  chacun  des  n  systemes  d'^ 
qnations  qui  servent  k  la  df^termination  saccessive  des  fonctioos 
tt«»  CDs»«**»  Oft*  Mb\8  on  voit  par  ce  qui  pr^c^de  qae»  dans  les 
diff^rentes  <^quatioiis  d*un  m^me  Systeme»  le  nombre  des  variables 
n'est  pas  le  meme,  noii  plus  que  ceiui  des  termes.  Ainsi,  dass 
les  ^quations  (k),  les  nombres  des  variables  forment  ^videmmeot 
la  särie 

2n-l,    2« -2.     2»— 3,...,    2»— A:, 

les  nombres  de  termes  ätaot  exprimös  par  la  s^rie  (k'). 

Ed  consöquence,  il  faut  transformer  les  äqaations  ci-dessos, 
de  maniöre  ä  rendre  le  nombre  des  variables,  ainsi  qae  oelni  des 
termes,  identiques  dans  toates  les  ^qnations  d'un  m^me  systtee, 
et  respectivement  ^gaux  aux  nombres  des  variables  et  des  termes 
dans  la  derniöre  öquation  da  Systeme.  Ainsl,  dans  chacune  des 
öquations  (k)f  on  rMaira  le  nombre  des  variables  i  2»— A,  et 
celoi  des  termes  k  2it — ^k^-L 

69.  Commengons  par  appliqaer  cette  transformation  aoz^qiu* 
tions  (2).  La  premi^re  de  ces  äqaations  peat  s*obtenir  immi^dia- 
tement,  puisque  la  fonction  o>|  des  variables  p%,-.,  pn»  ^i»"»  Xn 
se  tire  algöbriquement  de  l'^qaation  donnee;  mala  on  ne  pevt 
former  la  seconde  qu'apres  avoir  döterminö  ane  integrale  pt=^ 
do  r^quation  (!)•  Dös  que  Ton  connattra  cette  integrale,  oa  m% 
dösigue  une  fonction  de  p»»...,  pm»  ^n**«»  ^n»  on  poorra  alors 
^videmment  substituer  dans  <0|  la  valeur  de  p^  et  exprimer  ainsi 
iD|  au  moyen  des  m^mes  variables  que  »t,  d*oü  il  devra  r^sulter 
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une  simplification  de  la  premi^re  des  ^qaation«  (2).  En  d<$8ignant 
par  mi''  ce  qae  devieot  la  fonction  a>|  apr^s  la  substitutioD ,  et 
par  t  ane  qaelconque  des  Tariables  p^,...,  pu»  a7|»..:,  Xm,  11  est 
clair  qu'on  aura 

8«!^ 8»!       8a>|  8a>a 

'W'^  Bt  "■■  Bp^    3f  ' 

Cette  fornmle  iodique  d'elle-mdme  de  quelle  mao'röre  s'op^rera 
la  traosformatioD  demandöe.  Pour  cela,  il  est  aise  de  voir  qa'il 
fant  ajoater  k  la  premi^re  des  ^qaations  (2)  le  produit  de  la  se- 

coode  par   -srr*  ce  qui  donne 


/8coi  d(D%      8a)|  8iOa\  ^  /8ait      8<0i  SoogN  Scog 
""V8j;;8^""8p.8ar^"~V8p»"''^aWö^» 


+  2 


{/8a)|      8wi  8cog\  j9°^3 /^»i  ,  8a>t  8flga\8a)a\ 

\V8^«  ^dj^B^J?f^\^  "*■  8pi  dpmj&  ' 


ou,  eo  remarquant  qae 

8a)i  8i»2       8oi>t  8c|a  ^^  ^ 
dp«  8iPa       ^a  83?^  "" 

et  ayaet  ögard  i  la  formale  pr^c4deiite, 

^ Bmi       8a>8_  8w/  Sgs 

"~      8xs       oxi       dp^   vx^ 


+    -S 


;*/8»i'  8a)8      8101'  SwsA 


(8q>|^  8a)s 
8ar«i  S|pi« 


8p«  5^/ 


On  remplacera  par  cette  ^quation  la  premidre  des  ^quations 
(2),  aprds  quo!  ces  deoz  öquatioos  ne  renfermeront  plas  l'une  et 
Tautre  qoe  les  m^mes  Tariables  p^t  p^...f  pny  Xi,...^  Xn,  et  ao- 
ront  le  möme  Dombre  de  terroes  2n — 3;  de  sorte  qae  Tune  des 
equatlons  se  traasformera  daos  Taatre,  lorsqa'on  cbangera  mi  en 
io%  et  vice  versa. 

11  est  Evident  aassi  qae  ces  deaz  ^qaations  peavent  ^tre  re« 
pr^sent^es  symboliquement  soas  la  forme 


(2') 


et  qae  leur  comblnaison  donne  encore  une  troisidme 
identit^y 

(Pi  — »,',  p2— a»i)=0, 
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laquelle  doit  avoir  liea  en  Terta  da  Th^r^me  IV  du  §.  17. 

70.  Eo  suivant  la  ro^me  marche,  on  pourra  effectuer  la  treiu- 
formation  voulue  dans  toos  les  systönies  aucceaaifs  d'^natiooi 
qai  aervent  k  la  dötermination  des  foDctions  on«»  »5«....  Sao« 
DOQS  arr^ter  donc  ä  chacan  de  cea  ayat^mes  en  particolier,  noos 
alloDS  indiquer  la  marche  de  cette  traosformation  poor  les  ^oi- 
tions  {k\  (art.  09),  qui  peavent  representer  un  qaeteonqne  de« 
ayatdmes  que  Ton  aura  k  consid<Srer. 

On  ne  peut  fonner  les  ^quationa  (k)  qu'apres  avoir  d^jä  ob* 
tenu  les  valeura 

P\      =  ö>i(p«f«»  p«»  3^1» •••f  x^» 


pir-l  =  au-xipk />«.  a?!,...,  Xn), 

pk       =  €9k(pk^l9"f  Pn,  Xi,...,  Ä«), 

dont  la  premiöre  se  tire  algf^briquemeot  de  l'i^qoation  dono^,  et 
lea  saivantea  reapecttvem^nt  de    rintögratioo  des  ^oatioos  (1), 

En  substitoant  les  valears  depkf  pjfr— i»..»  p«,  repr^seoMes  pv 
ces  öquations  successives,  dans  chacuoe  des  ^quations  pr^^entes, 
OD  exprimera  toutes  les  fonctions  iO|»  m^,...,  lojb.i  de  la  m^oe 
mani^re  qu'est  ezprimee  la  fonction  cak,  c*est*ä-dire  aa  moyeo  des 
variables  pjb-fi »•••.,  pm,  scif.,..y  Xn»  Si  Ton  dösigne  par  O]'. 
(»2',...,  mk^i^  ce  que  deviennent  ces  fonctions  apr^s  les  sobsti- 
tutioDS,  et  par  t  nne  quelconque  des  variables  doot  elles  depcD- 
dront  alors»  il  viendra 


(d) 


flpib— a^  Sm^t  ,  8<ot-a  8»»— 1'       flo^-Ji  8»» 

""ST"  —  "W  '*'  8pfc-i  ~8r~  ■•■    dpk     di  ' 

dmi'    3»t         öoDi  8(p^^        8»|  8a>a^ 

dt      ""    8/     "*"    5pi    8^     ^   8;is  "^ 

do>|    doojb-i'        8o|  8a>i^ 
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71.  Ce6  formnleB  montreot  d'eUe«-mtoes  comment  ob  deTra 
procMer  poar  faire  la  transforinatioii  demand^e.  Praoooa  lea 
öqoatioos  (iE;) 

(pi— »i,  pft^i  — «14^)  =  0,     (p«— oPi,  pk+i  — »»-hO  =  0,..-, 

(p* — w»,  pk^i — mk^i)  s  0, 

et  dMgoons-lea  reapectiTement  par 

(*i),    (*i)».-.,    (*»)• 

Poar  lea  r^daire  k  la  forme  de  la  dernUre  (kk)»  on  commen- 
cera  la  tranafonnation  par  r^quation  (kk^i),  et  poar  eela,  comme 
t'indlque  la  premi^re  dea  ^quatlona  (d)f  oo  ajoutera  k  l'^qaation 

(Ak^  r^qaatioD  (kk)  maltipli^e  par    g  "  »    ee  qai   donnera    1'^ 

qvatloD 

on»  eo  Terta  de  la  formale  en  qaeation»  l'^qaation 

denket'       8»it4.i  _^  Stint^i'  dwk^  I 

8^7*4.1  '^  dxk-i       S^H-i  Sxk^i 

qal  remplacera  T^aatioD  (Afc-i)  da  systöme  (A). 

Poar  tranaformer  l'^qaation  {kk^%)*  il  faadra,  d'apr^a  la  ae- 

eoade  dea  formoiea  {d)y   ajooter   i   r^quatioD  {kb^    l'^aatioo 

dttik— a 
(Aa-aO  moltipliee  par  ^ #    et    l*öqaatioii  (Ajk)  maltiplWe  par 

A   "  »  ce  qai  donnera  r^qaation 


# 


_^  8»ifc-a^      8«i^■fl  _  8»fc-i^  8»h-^ 

i«=:ft4-a  V  So:»      ^m  ^m      8:rM  /  "" 

Suppaaona  que,  en  continaant  de  cette  manlöre»  nooa  ayona 
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transform^  tonte«  les  ^oations  da  Systeme  (A),  ä  i'exeeptioii  de 
la  premi^e;  alorn,  poar  transformer  auaai  celle^^i,  od  fomera  \^ 
quation 

laquelle,  en  verta  de  la  deroi^re  deo  formales  (if)»  prendra  la  forme 

et  c*e(Bt  par  cette  ^qaatioD  qu'on  remplacera  l'^aation  (it|). 

72.    Ainai  le  syattoe  traosform^  ae  composera  des  eqnatbiu 
(k^'h...  (Ä*-aO,  (**-iO»  (*»). 

Dans  chacane  de  cos  öqaations  entrent  les  seuies  et  ^m^mes  t^ 
riables  pk-^-tf.,  pm,  Xi,,.,  Xn^  et  elles coDtlenneot  toutes  lemeto« 
nombre  de  tAmes  2fi — 2X;-|-1. 

II  est  övident  que  ces  ^qaations  se  traasforroent  lea  m^^ 
dans  les  autres  par  Täcbange  des  fonctioris  c»|^  »«',.. >  ^k-i\  »«: 
OD  poarra  doDC  les  reprösenter  toutes  par  la  mdme  formale  generale 

"  darjk-fi      .  8a:i  dp/k-f-i  80:^-1 

"«•   /8tt»|^   8w*+i  __  8a»|'    8a»H-i\  _.  Q 
iR3a4>fiV8arin     hpm  Bpm      Sxm  / 

oa  Ton  fera  saccesslvemeat  /=I,  %•*•$  k, 

Cette  m^me  formale  peut  servir  k  reprdsenter  les  ^qnaÜaD» 
de  toas  les  aatres  syst^mes»  qai  s^ea  d^uisent  tontes  en  doD^ 
nant  saccessivement  ä  rindice  k  les  valears  1,  2,...,  n-^I,  d 
attriboaot,  poar  chacane  de  ces  valears ,  ä  1*indice  /  tontes  Jes 
▼alenrs  non  plus  grandes  qae  k. 

Enfin,  remarquons  encore  qae  le  Systeme  {k)  transfonii^  peut 
s*ecrire  symboliqaement  sous  la  forme 
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»i'>  <^'f .   .   .   . »  wft  d^ignant  de«  foncüoiis  des  seules  variables 
pk+if"*»  pmf  ^i»**«f  ar«. 

A  ces  eqaations  od  peilt  encore  jolndre  les  identitös 

qui  oDt  lieu,  eo  verta  du  Tböor^ine  IV  da  §•  17,  pour  toates  les 
valeurs  de  /  et  de  /'  prUes  dans  la  suite  des  nombres  1,2^.,^  k. 


§.  21. 

73.  Avant  de  traiter  de  rintögration  des  systimes  d'^qaa- 
tions  obtenns  dans  le  paragraphe  pr^Ment,  faisons-lear  sabir 
eocore  aoe  dernidre  transformation ,  dVillears  tr^s- simple  et  anl- 
forme,  et  qu'il  sufXira,  en  coos^quence,  d'ezpliqaer  sar  Tf^quatioD 
(e),  qni  repr^ente  le  t3rpe  göD^ral  de  tootes  les  aatres. 

Dans  r<$quation  (e)»  |iib.fi=»H-i  dMgne  la  fonction  cbereh^ 
de«  variables  pk^t,..,  pm»  Xi,..»  ^r«;  et  on'  est  ane  fonction  don- 
B^,  daos  laqnelle  entre,  outre  les  variables  pr^cödentes»  Ja  fonc- 
tion elle-m^me  pk^i  =  wk-i-i  qn*il  s'agit  de  d^terminer.  ü'apr^s 
cela,  snivant  le  proc^d^  ordinaire,  on  transformera  cette  ^qnation 
en  ane  antre»  pareillement  Unfaire»  dans  laqnelle  la  variable  p^^-i 
86  joiodra  anx  pr^^dentes  conme  variable  ind^pendante ,  et  on 
ia  Douvelle  fonction  ioconnue  n'entrera  plus  dans  les  coefBcients 
de  l'i^qoation. 

Supposons,  en  effet,  qne 

fk(pk-hU  PH-s**->  P»f  ^i*--f  J:«)=const.=:aik 
8oit  r^natioo  d'o&  Ton  doive  tirer  la  valenr 

satisbisant  ä  l'^oation  (e).  L'^qnation  fks=ak,  par  la  sobstitn- 
tioD  de  la  valenr  tok^  de  pk-^i,  se  changera  en  identit^;  par 
SQite,  en  la  diffärentiant  par  rapport  k  Tnne  qnelconqne  t  des  va- 
riables pk-\-t,''p  pu9  o?!,...»  Xu,  nous  anrons  encore  nne  Identität 


DU 


9fk  a^Hi    sfk 

dpk^i     dt    '^  dt' 
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En  multipliant  Hodc  l'^quation  (e)  par  —  g^  ^    .  iL  riendra 


ou,  en  vertu  de  T^galitä  pr^^dentes 
(a)  ?^  +    "i"  {^-^    ^^*  ~  ^  ^\  =  0 

Enfin»  cette  ^quatioD  peut  encore  ae  roettre  soua  Im  rorne 
symbolique 

uti*  et  fk  repr^sentant  des  fonctiona  des  seulea  et  mtoea  vaiiablfä 

74.  Toutea  lee  ^quatlona  ^tant  finalement  raroeo^ea  ä  b 
forme  couvenable,  noua  pouvons  maintenant  ezposer  la  nl^hode 
poor  lea  integrer.  Le  plan  gön^ral  et  l'easenae  du  procMe  nece»- 
saire  pour  le  succöa  de  cette  Integration  aont,  dana  le  cas  actufl, 
analoguea  ä  ce  que  nous  avoos  dövelopp«^  an  §.  18,  eu  trmitant  de 
rint^ratioo  des  öquationa  correspondantee ,  de  forme  doo  eoc»re 
aimplifi^e.  La  difförence  de  di^tail  provieot  principaleoieiit«  da» 
le  cas  präsent,  de  rölimination  graduelle  des  variables  soperfloe^ 
dana  les  «^quations  qu'il  faut  integrer  poor  la  df^termioatioo  0uc- 
cessive  des  n  —  1  fonetions  inconnuea.  De  cette  maoi^re,  noa> 
auroDs  encore  ici  n— 1  syst^mes  ä  inti^grer,  lesqoeia  se  comp^ 
seront  des  m^roes  nonibres  d'equations  que  pröct^demmeat;  naif, 
cbaque  fois  qu'oo  pas8e  ä  la  d^termination  d'uoe  nouvelle  fonction. 
le  nombre  des  variables  est  diminuö  de  deux  uoit^s,  par  suite  de 
i'elimination  effectui^e  k  l'aide  de  la  fonctioo  que  Ton  vient  de  de- 
termioer  imm^diatemeot  avaot  celle  que  Ton  cherche.  Eo  mit» 
temps  que  la  thöorie  se  trouve  simplifi^e  par  ce  pro€^d4,  «üe 
est  encore  perfectionnöe  sous  un  autre  rapport:  les  ^uatioDS 
d'un  m^me  Systeme  cootiennent  maintenant  un  ^gal  nombre  de 
variables;  mais  les  variables  oe  sont  pas  toutes  Identiques  dao« 
les  diverses  ^quations,  et  cette  circonstance  a  pour  eSet,  comoe 
nous  le  verrons  bientdt,  de  di^livrer  la  tböorie  dir  rimperfectiofl 
que  nous  avons  signal^  dans  la  Remarque  1  du  §.  18  (art.  \% 
et  qui  diminuait  la  süret^  des  applicatioos  de  la  möthode. 
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75.  La  dötermination  successive  des  n  —  1  fonctions  incon- 
naes,  o^cessalre«  poar  la  solation  de  notre  probl^me»  peat  4tre 
pr^ent^e  comme  il  suit  soas  une  forme  g^d^rale. 

De  r^quation  donni^e  aus  d^riviSes  partielles  du  premier  ordre 

on  tirera  aig<Sbriquement  la  valeor  de  l'ane  des  däriv^es  partielles 
Pi,  eo  fofictioD  des  autres  et  des  variables  Xi,..,  Xm;  seit 

cette  valeor.    Pour  d^terminer  r<$qaation 

/i  (Ptf'»  Pm»  ä:i>.,  ^b,  «)  =5  const.  =:  a„ 

d'oü  i*on  tirera  TexpressioD  de  p^  eo  fonction  de  p^^..,  p«  Xi,.., 
••>  Xa»  a»  a|»  on  prendra  i'^quatloD  iia^aire 

qai,  en  Terta  de  la  formale  (g),  est  de  la  forme 

3^1        m=aV3^«i   dpm         Bpm    dxm/ 

et  Ion  df^terminera  one  de  aen  integrales  particuliöres,  renfermaot 
p^,  ee  qui  se  ram^ne  ä  la  dätermination  de  Tone  des  Integrales 
du  Systeme  des  2n~2  eqoations  simultanees  aax  diflKreotielles 
ordinaires  eutre  2n — 1  variables, 

dxi dx^     _        _     dxn dp^    _        _    dpn 

1    ""        8«!        '  *  *  * "~        di»i         8c»j         '  ■ '         &üi 
dp^  dp»         dx^  dxn 

Si  i*on  repr^sente  cette  integrale  par 

^(Ptß'*»  P*>  ^if9  ^n»  «)  =  const., 

OD  pourra  prendre  fizsup,  et  de  l'eqaatioo  /|  =  a|  on  tirera  la 
valeur  chercbee  de  p^  savoir 

pa  =  <»»(p»,..,  pn*  ^1»..,  Xn,  a,  «i). 

Eo  portant  dans  la  fonction  o«!  la  valeur  que  Ton  vient  de 
.^Seover  poor  p^,  et  designant  par  c»i'  ce  qoe  devient  M|  apr^s 
.(^v    te  Substitution,  on  aura 


f 


P\  =< 
Theil  L.  S5 
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pour  la  valear  de  pi  exprim^e  aa  moyen  des  m^mea  variables 
qoep,. 

I 
76.    Pour  dätermioer  ensoite  i'^quatlon 

f%(p39"»  Pn»  ^if  •>  ar«,  a,  Ol)  =  const.  =  a^ 

qui  doit  fouroir  l'expression  de  p^  en  fonction  de  ^4»..»  pm»  a;|,.». 
..,  Xn»  a,  Ol,  a^,  on  posera  les  deuz  äquations  lio^airea  simultanees 

(«)  (Pi-o'i'.  A)=0,    (p.-c«^/i)  =  0, 

qai,  en  vertu  de  ta  formule  (g),  sont  de  la  forme 

\   dXi  '^   «^V5^  8p«.         ^    9xmJ  ""  "' 
f   80:2        „,=3  \dj?M    ^m         ^m    Sxm/ 

et  Ton  en  döterminera  une  Solution  commune.    A  ces  ^quatioos 
on  pourra  encore  joindre  Tidentltö 

(«0  (pi  — «i'f  p«-«t)  =  0. 

qui  a  lieu  en  vertu  du  Th^or^me  IV  du  §.  17. 

La  d^termination  de  la  fonction  f^  satisfaisant  aax  «^joatioBfi 
simultan^es  unfaires  anz  d^rlvöes  partielies  (a),  s'effectue  en  s'ap- 
puyant  sur  le  Th^oröme  I  du  $•  17,  et  s'aidant  de  l'ideDtit^  (a). 

On  chercbera  d'abord  une  integrale  particull^re  de  Tane  des 
öquations  (o),  integrale  qui  renferme  jv^;  ce  qui  se  ramönera  i 
la  recherche  de  i'une  des  integrales  du  Systeme  des  2i»— 4  ^qna- 
tions  simultanäes  auz  difförentielles  ordinalres  entre  2ft^  3  va- 
riables 


dxi          dXi 

dXn 

dPi    _       _    dp. 

1  -     a«i'  -• 

a»/ 

8»,' 3-," 

W 

-^ 

ar,                      d«. 

m 


81  Ton  veut  obtenir  une  integrale  de  la  premiere  des  «^[oatioD« 
(a);  on  du  Systeme 


Ear,         da. 

dXn 

dp. 

dp. 

l     -         du,,—-- 

dpn 

Sola 

si  Ton  veut  obtenir  une  integrale  de  la  seconde  des  öquations  (a). 
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Sappoflons,  par  exemple,  que  nou8  ayons  determine  ane  in- 
tegrale da  premier  de  ces  syst^mes, 

dans  laqaelle  x^  pourra  entrer  en  joiiant  le  r6Ie  de  constante. 

Cette  fonctioD  if;,  qui  repr^sente  one  intdgrale  particiiliöre  de 
la  premiere  ^quation  (a),  sabstituoDS-la  dans  la  seconde  de  ces 
eqaations  h  la  place  de  /^;  «ubstitoons  le  resultat  i^|  de  cette 
Substitution  dans  la  m^me  ^qaation  k  la  place  de  f^,  et  aiusi  de 
suite.    Nous  obtiendronti  ainsi  la  s^rie  de  fonctiona 

Od  prooTe  aUöroent,  au  moyen  du  Th^or^me  I  du  §.  \7,  qu« 
les  fonctiona  iffi,  if;«,...  aont  des  intä^rales  de  la  premiere  ^qua- 
tion  (a).    En  eflfet,  en  prenant  l'identittf  qui  exprime  ce  th^oreme; 

[A,  (»,  C)]  +  [ß,  (C,  ^)]+[C,  M,  ß)]  =  0, 

si  Ton  y  fait  A^p^ — <vi',  B  ^  p^—ot^,  et  que  Ton  ait  ägard  ä 
i'ideotit^  (oOy  on  trouve 

[Pl  -^A  (p%-<^   C)]+[ft-ai„   (C,  p,  -«,0]  =  0, 

identit^  qni.a  lieu  pour  toute  fonction  C  des  variables  ^i»..,  Xnt 
Pl,..,  Pn- 

Ed  faisaot  maintenant  tour  k  tour 

OD  obtient  auccessivement  les  Identitös 

[Pi— «'i'.  (P«-«^*  *  )]  =  0,    QU     (pi  — wj',  ij/J  =  0, 

[Pi  — «^'»  (Pt-"'a.  *i)]  =  0*    «w    (Pi  — "'i'*  *«)  =  0, 
etc. . . , 

qui  d^montrent  le  th^oreme. 

Poisqae  tf;^  'f^i»  ^s»***  repr^sentent  des  integrales  de  la  pre- 
miere des  4$quations  (a),  il  s'ensait  de  \k  que 

^  =  coDst,    ^  =  coDSt.«    tf%  =  const., .  • . 

sont  des  integrales  da  systönie  des  2n  —  4  Eqaations  differentielles 
ordinaires  simultanees  (ß).  Mais  ce  Systeme  n'admet  que  2n— 4 
integrales  d'istinctes  ou  independantes  entre  elles«  et  tontes  les 
autres  integrales  du  meme  Systeme  en  sont  des  fonctions.  Donc 
si,  dans  le  calcul  de  la  serie  t{>,  if/i,  «f;«,..,  ^i>..»  on  ne  rencontre 
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pas  de  terme  qai  se  r<$daise  ä  nne  constante  qaelconqae  on  a 
zöroy  OD  devra  aiors  parvenir  nöcessairetnent  a  un  terme  i^i  qai 
s'exprime  en  fonction  des  pr^cödents,  et  qui  pourra,  en  outre, 
renfermer  x%  en  qualitö  de  constante.  Supposons  que  Ton  ait  ain« 

rbdice  i  ne  devaot  paa,  ^videmment,  surpasser  ^in  — 4. 

II  serait  inutile  de  pousser  plus  loio  le  caic^l  de  la  s^rte  pr4- 
e^ente,  paisque  les  iiouveauz  termes  ajouti^s  seraient  bien  dei» 
integrales  de  la  premiöre  öquation  (a),  mais  N'exprimeraieut  tous 
en  fonction  des  Integrales  d^jä  trouväes;  et  nous  savons  a  priori 
qu'une  fonction  arbitraire  d'une  ou  de  plusieurti  integrales  d*oiie 
öquation  lin^aire  aux  deriv^es  partielles  est  aiissi  nne  integrale 
de  cette  equation.  En  profitant  de  ce  qu'on  peut  choisir  arbitrai* 
rement  la  forme  de  la  fonction  des  variables  x^^  ^,  ^ift  t^'-* 
qui  satisfait  ä  la  prämiere  equation  (a),  on  pourra  determiner 
cette  forme  de  nianiere  qu'elle  satisfasse  en  outre  k  la  seconde 
equation  (o). 

Soit  6(x%t  ^f,  if'i»..,  ^£-1)  la  fonction  cherchee;  en  la  sobati 
tuant  k  la  place  de  f^  dans  la  seconde  equation  (a)«  on  voit  qa'ea 
vertu  de  la  formule  (8)  du  §.  16  (art.  37),  cette  equation  prend 
la  forme 

(pt— wa,  6) 

qä  qä  Qia 


ou 


BS  86  de  BS 

L'integration  de  cette  equation  iineaire  se  ramene  k  celle  du  sp- 
teme  d*equatlons  differentielles  ordinaires  simultanees 

dx^ d^  _  djfi dfjfi^i 

qui  se  redaisent  tres-simplement  ä  une  seule  equation    diferen- 
tielle  ordlnaire  de  Tordre  i,  entre  les  variables  x^  et  iß. 
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Si  i'on  di^termine  ane  des  inttfgralea  premi^res  de  eette  ^iialioD 

et  qa'oD  y  sabstitae  ies  valeurs 

OD  aora  ane  integrale  du  83r8tönie  pr^^dent  d'^quatiooa  aimaitan^a, 

%(a:^,  *,*!,..,  ^i-i)  =  con8t 

Par  coDa^qaent,  f^=i'ß=:%  aera  ane  intdgrale  commiuie  des  dqua- 
tions  (a).    Ein  poaant 

/i  =  5(  =  const.  =  a^ 

OB  en  dödaira  la  valeinr  cfaercb^e  de  p^  en  fonction  de  p^,».,  pn» 
^iff  ^Pii»  fly  ^u  Ot»  ▼alear  qoe  noas  reprtSsenterons  par 

Si»  dans  le  caicul  de  la  saite  ^|,  ^s»..»  on  reiicontre  un  terme 
qui  se  ri^daise  ä  nne  constante,  alors  la  d^terniination  de  Hot^« 
grale  commune  des  ^quations  (a)  se  fera  tr^s^simplement  Sott, 
en  effety  ^is^  k,  k  <$tant  une  constante;  nous  aurons 


d'ou  Ton  tire»  en  int^grant 


»f_i — Aar,  =  const., 

et  par  suite 

/■  =  *<-!— *a:«. 

Si  Ä;=0,  alors  /^=^|l.i. 

77.  La  möthode  que  nous  venons  d*ezposer  ponr  la  d^fer- 
minatioD  de  Tintögrale  commune  des  dquatlons  (a)  ne  präsente 
plus  Ies  imperfectlons  de  detail  doiit  nous  avons  parld  dans  la  Re- 
marqoe  1  du  $.  18.  Cela  tient  ä  ce  que  dans  la  seconde  des  ^ua- 
tioDs  (a)  se  trouve  la  variable  x^  qui  entre  eomme  constante  dans 
la  premidre  de  ces  ^quations.  Si  nous  ^bangions  Ies  rdles  des 
deax  öquations  (a),  on  parviendrait  encore  ans  mtoes  cons^- 
quences«  parce  que  la  premlöre  öquation  con tient  la  variable  Xx^ 
qui  entre  comme  constante  dans  la  seconde.    En  efet,  si  ^i  est 
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une  fofiction  de  .r«  et  de  ^,  que  noas  di^signerons  par  F(x^,  ^), 
on  pourra  alors  prendre  pour  l'int^grale  commaoe  aux  ^aations 
(er)  une  integrale  particuliöre  de  l'^quation 

ou  une  integrale  de  r^qaation  differentielie  ordinaire  da  premier 
ordre 

Lorsqa'ane  des  variables  ü^,  iff,  oa  toutee  les  deoz  maoqaeot 
dans  F,  il  est  clair  qu'il  n'en  peut  r^sulter  qa'ane  simplificatioD 
dans  Unt^gration  de  l'^qaation  pr^c^ente. 

78.  En  substituaot  la  valeur  troav^  j^g  =  oi^  dans  les  fooc- 
tions  «m/  et  o»^  od  obtiendra  de  nouvelles  expressions  de  pi,  pt» 
que  nous  d^signeroos  par 

Pi  =  <»/.    P*  «  «•'» 

ce9  expressioos  ne  conteoant  plus  que  les  variables  qui  entreot 
daos  la  valeur  w,  de  p^. 

Poar  trouver  ensuite  l'^uation 

/i (f>4»  •  • »  P**  ^i»  •  • »  ^«»  o,  Ol,  a^=z  const  =  Og , 

d'ou  HO  d^dulra  la  valeur  de  p^  en  fonetioD  de  p^,..»  pm»  ^i»-»  ^c» 
»>  ai,  Oft,  «Tb,  on  prendra  les  trois  ^quations  slnialtan^es  aoz  de- 
riv^es  partielles 

W   (Pi-<,  A)  =  0,    (p.-<,/i)=0,    (ft-««„/J)=0. 

quj,  d'aprds  la  formule  (g)^  sont  de  la  forme 

djn    -^/da^  dj^_dw:  9^\^Q 

Cr)  \dXt^  ^  KSXm   dpm  ~  dpm    S^J  ~  "' 

et  l'on  eo  d^termlnera  une  int^rale  commune  f^. 

A  ces  ^quatioDS  il  faut  encore  joindre  les  identit^s 
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M       (Pi -<»  ft-««0  =  0.  (p.-«,',  ft -0»,)  =  0, 

qui  oDt  lieo  eo  vertu  do  Th^ortoe  IV  du  §.  17. 

Les  öquatioDS  (y)  soot  de  mdme  forme  que  les  ^quations  {a), 
ä  cela  pr^8  qa'eiles  renferment  un  moiodre  nombre  de  variablea; 
Ol)  poarra  donc,  par  la  m^tbode  ezpos^e  ei-dessas»  df^termiuer 
une  integrale  commune  k  deux  quelcocques  d'entre  elles.  Sup* 
posons  que  Ton  ait  alusi  trouvö  une  fonction 

^{p^'*»  fnt  Xi,  Xj,  OTj,..,  ar»), 

qoi,  mise  k  la  place  de  f^y  satisfasse»  par  exemple»  aux  deux 
premi^ree  ^quations  (y).  Quoique  la  quaotit^  a?3  n'entre  pas 
comme  variable  dans  ces  deux  öquatioos,  eile  est  toutefois  ren- 
ferm^e  dan«  leurs  coefficieots;  nous  pouvons  donc  adroettre  sa 
präsence  dans  la  fonction  <Z>. 

Substituons  d^  k  f^  dans  la  troisi^me  äquation  {y)\  substi- 
tuons  de  nouVeau  le  r^sultat  de  cette  Substitution  ä  la  place  de  /s 
dans  la  m^me  ^quation,  et  ainsi  de  suite.  Nous  obtiendrons  de 
cette  mani^re  la  suite  des  fonctions 

qd  seroot  des  integrales  de  la  premiöre  et  de  la  seconde  des 
öqnations  (y). 

En  effet,  d'aprte  le  Th^oröroe  I  du  §.  17,  en  faisant  d'abord 
^=Pi— V»  Ä=p,— o»,,  puls  A  =pt— V»  Ä  =  P$— <»».  et 
ayant  ögard  i  la  seconde  et  a  la  troisitoe  des  identit^  {y')y  ii 
Hent 

[|>I■"«I^  {P%-^^  C)]  +  [pi— «,,  (C,  Pi-<0]  =  O, 

identit^s  qui  ont  lieu  pour  toute  fonction  Cdes  variables  Xi„.,  ar«, 
Piy»  pu'    En  y  faisant  successivement 

et  se  rappelant  que  <Z>  est  une  integrale  commune  des  deux  pre- 
miöres  äquations  (y),  on  obtient  cette  double  särie  d'identit^s. 
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j  [Pi-V.  (P»-«s»  <^i)]=0,    00    (pi-V,  <^«)  =  0, 


qni  dömontrent  la  proposition  ^nonc^e. 

Si  1a  B^rie  <Z>,  <Z>|«  O^,..  ne  se  clot  pas  par  un  terme  ^gal 
k  une  constante  on  ä  s^ro,  on  devra  alors  finir  par  obteoir  no 
terme  qui  s*exprinie  en  foiiction  des  pr^c^dents,  puisque  chacaoe 
dee  deux  premi^res  ^quations  (y)  ne  peut  dtre  Ratiefaite  qae  par 
2n — 6  loÜgraies  particuli^res  distinctes.  Soit  Ou  ce  terme,  danii 
Texpression  duquel,  ootre  les  quantit^s  0,  <P|,..,  <Z>it-i,  pourra 
entrer.  aussi  la  variable  ar^.    Posoiis  donc 

k  n'^tant  pas  plus  grand  que  2n  —  6. 

Poisqn'une  fonction  arbitraire  des  variables  ^r^,  l2^,  <1^i».m  ^k-\ 
satisfait  aox  deux  premi^res  äquations  (y),  11  suflfit  de  d^terrotiier 
sa  forme  de  maniöre  ä  satisfaire  ä  la  troisi^me  ^quation  (7) ;  eile 
satisfera  encore  egalement  aox  denx  preml^rös.  8i  Ton  d^ignc 
la  fonction  cherch^e  par  n^  on  tronve,  ponr  la  di^ternüner,  T^oi 
tioD  Hn^aire 

dont  VmtAffiaÜon  se  ramdne  au  systtoe  d'öqnations  siainlUoMi 

Ar,  _dO  _  dOi_        _  dOk-i 
1    "*!—«, F     ' 

ou  ä  l'öqnation  d'ordre  k  k  deux  variables 

En  d^terminant  une  de  ses  integrales  prerai^res 

et  y  substituant  les  valears 

dO        -        cP<Z>      ^ 
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aux  äMv^et  pattieiies  äu  prämier  ordre.  Ca.  V,  S.  2L  377 
ori  obtiendra  la  valeur  chercli^e 

de  la  foDctioD  /j  qui  safisfalt  ä  Tensemble  dee  eqiiations  {y). 

Si  dans  r^galilä  Ok^=^F^  Findice  £  =  19  la  fonction  F  sera  de 
Tone  des  formes 

F(ar„  a>),    F{^),    FiXi)y    F=con8t,    1^  =  0. 

Dana  tooa  ces  cas,  comme  nou9  Tavons  montrd  dans  i'art.  77,  la 
mötbode  pr^cddente  pour  la  ddtermination  de  Tintc^grale  commune 
des  öquations  (y)  ne  tombe  pas  en  defant;  au  contraire,  son  appli- 
catioD  se  trouve  siroplifiäe. 

79.  En  posaiit  /3=3^s=eoiist.  :=::as,  on  tirera  de  eette  ^quai*' 
tion  une  expression  de  p^  en  fonction  de  p^,.»,  pn,  ^i»-*»  ^«y  o» 
fl|,  a^  flj,  soit  • 

Par  la  Substitution  de  eette  valeur  de  p^  daus  les  fouctions  wi'', 
^\  ^9f  si  Vöu  desigee  par  o»|"\  o»«"»  <03  ce  qua  deviennent  ces 
foDctions  respectivement,  on  aura  les  valeurs 

Pi  =  «1^    P%  —  «a">    />a  =  wa' 
de  pi,  p^,  p^  exprimäes  au  rooyen  des  niöraes  variables  que  p^. 

Pour  trouver  maintenant  requation  f^  =  const.  =  04,  qui  doit 
doDoer  Texpression  de  p^  en  fonction  de  p^fj  pu,  ^p*«»  ^n»  ü 
faadra  integrer  ie  Systeme  des  quatre  equations  simuitanöes  linäaires 
aax  d^riv^es  partielles 

(Pi -«1",  /#)  =  0.    (P.  --  «*"•  A)  =  0, 
(Pa*^  «»' »  Z«)  =  0,    (p4  -  Ö4,  A)  =B  0. 

80.  Mais  Tessence  de  la  methode  a  6i6  dejä  sufBsamroent 
expliqu^e  par  les  ddveloppements  que  noqs  avons  donnes  sur  la 
marche  generale  de  Tint^gration  des  deux  systemes  (a)  et  (y); 
de  Sorte  qu'il  est  maintenaut  tres-facile  d'ikendre  Tapplication  de 
eette  m^thode  au  Systeme  des  quatre  equations  que  nous  venons 
decrire,  ainsi  qu*aux  systemes  d'^quations  suivants.  Supposons 
que  de  eette  mani^re  00  ait  d^jä  iotegre  n^2  systemes,  et  qu'il 
ne  reste  pias  k  integrer  que  Ie  (n  ~  ly^me  ^t  dernier.    Soieul 

25  ♦ 
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fi(P%9"»  Pn*  -a:,,..,  arm,  ö)  =  «i» 
f%iPi*"»  Pn$  ari,.-,  Xn9  O,  üi)  =  flj, 

requation  donn^e  et  les  intc^grales  des  n  syst^mes  d^jä  integres. 

D'apr^s  la  m^thode  d*intägration  präcädente»  on  devra  tirer 
de  chacune  de  ces  equations  les  ezpressions  de  chaeune  des 
71  —  1  premieres  quantit^s  de  la  suite 

en  fonction   des  2n  qui  la  saivent    En  conservant  les  notationti 
precädentes,  repr^sentons  ces  expressioos  par 

pi  =  ©j,    p^=  m^.. .,    pm^i  =  oHi-i. 

U  faudra  ensuite  porter  les  valeurs  de  pn-i,  pn-*,  ^  - » ,  Pi- 
lournies  par  les  äquations  du  Systeme  präeödent,  en  remontant 
depuis  la  derniöre,  daus  toutes  ces  Equations  jusqu'a  la  premiere. 
E»  conservant  le  mode  de  notation  d^j^  employ^,  marqoons'le 
nombre  des  substitutions  successives,  effectuäes  dans  cbacurie 
des  fonctions  (ui,  oi«««*»  en  affectant  ces  fonctions  d'un  indice  sa- 
(lerieur  correspondant.    On  aura  de  cette  roanii^re 

pour  les  expressions  de  pi,..,  p«.i   au  moyeh  de  pu»  Xi,...,  Xm, 
Fassons  maintenant  ä  la  dätermination  de  Täquation 

fn—l(pnf  •Ti,..,  Xn,   0,  fli,..,   Om-s)  =  COnst  =  H«—!, 

iVau  Ton  doit  tirer  p»  en  fonction  de  Xi,,.,f  Xn,  o»  Oi,...,  Oa-i- 
Paur  cela,  prenons  ie  Systeme  des  äquations  aux  derivöes  pv- 

t»elle8 

(Pi   -wt(— «), /«-i)  =  0. 


^ 


(pn-1  —  Cün— 1,    fn^i)  =  0, 

lesquellesy  Qn  vertu  de  la  formule  (g),  sont  de  la  forme 
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hx^     ^       hxn        "^  dpn  dXn  ' 

8A-1        8cu^(«--8)    dfn^l  _  8(Og("-3)    8A-1  _  Q 
(d)         {     3^2  3^a      ,   ^n  Spn         BXn  ' 

8/w-i      8tt#«-.i  8/n-i 8ft»«-.i  8/it-i        ^ 

8ar«-i'*"    8a:«      8p«  8p«      Sa:«  ""    ' 

et  d^terminoDs  leor  integrale  commune  /ii_i.  Les  principes  de 
la  metbode  d'iDl^gration  de  ces  sortes  de  eystdroes  d'c^quations 
ont  öt^  exposäs  ci-deesus  avec  d<$tail;  c*est  pourquoi,  dans  le  cas 
present,  nous  nous  boraerons  ä  de  courtes  explications. 

81.  Od  commencera  par  d^termioer  une  integrale  particuli^re 
de  l'une  des  ^quations  (d).  Si  i  on  choisit  la  premiöre,  on  devra 
cbercher  une  des  deax  integrales  du  Systeme  d'äquations  diffä- 
rentielles  ordinaires 


V 


«1^2 

dXn                        dpn 

1      ~ 

8ö;i(«-a)    "■  8wi(«-*) 

Bpn                      Bxn 

Soit  $=con8t  cette  integrale»  £  ^tant  une  fonction  des  va- 
riables pns  Xi,  Xn,  et  pouvant  contenir  ^r^»..,  Xn-i  comme  con- 
stantes.  Substituons  cette  fonction  k  la  place  de  /^~i  dans  une 
des  autres  equations  (8)s  dans  la  seconde»  par  exemple,  et  sub- 
stituons de  nouveau  le  rc^sultat  ä  la  place  de  /«..i  dans  la  mdme 
eqoation.     Nous  aurons  de  cette  maniere 

(p.-c.^(»-3),  g)  =  I',      (p«-«ia(»-3),  I')  =  J", 

2Si  £'  s'exprime  en  fonction  de  i,  x^,  x^ »  Xn,  Tint^grale 

commune  des  deux  premieres  Equations  (ö)  sera  d^terroinde  comroe 
integrale  de  l'äquation  diffärentielle  ordinaire  du  premier  ordre 

entre  les  deux  variables  §  et  X29  les  quantitös  x^,..,  Xn  pouvant 
y  etre  considöräes  conime  des  constantes.  Dans  le  cas  contraire, 
r  s'exprimera  näcessairement  en  fonction  de  |»  $'  et  de  x^,  x^s" 
-f  Xni  alors  Tintögrale  commune  cherchee  des  deux  premieres 
Equations  (S)  sera  une  des  deux  integrales  premieres  de  Täqua- 
tion  du  second  ordre 
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entre  les   deux  variables   |  et  x%,    puisque  Tod  doit  consid^rer 

JT),....,    jcn   comme  des  constantes.     En  outre,  dans  ie  second 

da 
membre  de  r^quation,  on  devra  remplacer  i'  par  ^--  • 

Soit 

$1  =  const. 

une  intägrale  de  Tune  ou  de  Tautre  des  deux  ^quations  prece« 
dentes,  et  par  suite  une  integrale  commune  des  deux  premieres 
äquations  (d).  Si  eile  est  tiree  de  T^quation  du  premier  ordre 
(!')>  Ii  ^®'A  ^^^  fonction  de  |»  ar^,  ots,..,  Xn,  si  eile  est  tiree  de 
r^quation  du  second  oHre  (^),  $|  coatiendra  en  plus  la  derivee 

-T— »  qu'il  faudra  remplacer  par  la  fonction  |'. 

Ensuite,  pour  d^terrolner  une  integrale  commune  des  trois  pre- 
mieres  ^quatlons  (d),  formons  les  fonctions 

Actuellemenf,  ou  S/  s'exprimera  «n  fonction  de  ^i,  x^»..,  acn;  oa, 
si  non,  ^i"  s'exprimera  necessalrement  au  moyen  de  $i,  li\  jts,.. 
..,  cTn.  Dans  Ie  premier  cas,  on  d^terminera  Tintegrale  de  Teqaa- 
tion  du  premier  ordre«  entre  les  variables  £|  et  ots» 

daiJ8  Ie  8econd  cas,  on  cieterminera  une  des  integrales  premi^res 
do  requatiori  du  second  ordre,  entre  les  m^mes  variables, 

dan^    Ie   second    inoinbre  de    laquelle  on    aura    remplace    ||'  par 

|.2  =  const. 

uiie  integrale  de  rurie  ou  de  Tautre  de  ces  deux  äquations,  et 
par  suite  une  inte£>rale  commune  des  trois  premieres  equations 
(ö).    Si  eile  est  tiree   de  Tequation   du  second  ordre,  alors  dans 

la  foncti«»»  J^  on  substituera  ^i'  ä  la  place  de  ^--• 

De  ineme,  au  moyen  de  |2>  <)"  determinera  une  integrale 
commune  I3  des  quatre  premieres  ^quations  (d) ;  et  ainsi  de  suite. 
Supposons   que,   en  continuant  ce  calcul,   nous  ayons   deterraine 
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ane  intögrale  Gommune  ^—3  des  n  ^  2  preroi^res  ^quations  (ß) ; 
pour  d^termiAer  enfio  une  integrale  pommune  de  toutes  les  äqua- 
tioDS  de  ce  systömey  calcnlons  les  fonctions 

L'integrale  comniane  cherch^e  da  systöme  d'^qaations  (d)  se  trou- 
?era  par  Tintegratioo  de  räquati^n  d«  premier  ordre 

si  £11-3'  est  une  fonction  de  ^n-s»  Xn-u  ^n  \  dans  le  cas  contraire, 
ce  sera  l'upe  des  deoz  integrales  preroi^res  de  Täquation  da  se« 
cond  ordre 

oti  lii^s"  sera  neces^airement  une  fonütlon  de  ln-s,  £«-3'»  ^«-1, 

:ra,  dans  laquelle  on  remplacera  ln-3'  par    ,  *""  «     II    est    clair, 

en  ontre,  que  x%  devra  4tre  eonsider^  conime  une  constante  dans 
les  deux  (^quations.    Sott  donc 

/il^l  =  CODSt«  CS  On-^ 

une  integrale  de  l'une  ou  de  lautre  des  deux  <Squations  pr^cö- 
denteSy  et  par  suite  une  integrale  commune  des  ^quations  (^).  Si 
eile  est  tiräe  de  i'^quatiou  du  second   ordre,  on  devra  ators  y 

remplacer  de  nouveau  ^r- —  par  §«-3  • 

82.  Apres  la  d^termination  de  i'^quation  /n^i  =  an-i*  le 
Probleme  s'ach^ve  de  la  raaniere  suivante.  Tirons  de  cette  öqua- 
tion  la  valeur  de  p»  en  fonction  de  ^ri,..,  x^^  #1,  iiij..,  o«.!,  et  seit 

p«  =  a»* 

cette  valeur.  En  la  substituant  dans  les  fonctions  ci»!^"^^)^..^  0111^.1, 
que  nous  dösigoerons»  apres  la  Substitution,  par  <^>| (""'),.*,  <un'^i% 
nous  aarons 

pour  les  expressions  des  däriv^s  partielles  de  la  fonction  eher* 
ch^e  z  au  moyen  des  variables  indäpendantes  jr^ >.*...,  x%  et  des 
R~]  constantes  arbitraires  Oi^..,  a«.!.  Ces  ezpressions,  d'apr^s 
ia  mötbode  meme  qui  a  servi  ä  les  däterminer,  doivent  remplir 
nöcessaireoient  les  cenditions  d'tnt^grabilitä  de  la  forme 
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pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  k  prises  dans  la  snite  des 
riombres  1,  2,.,,  n.  En  les  substitaant  doac  dans  la  formale  gö- 
iiörale  de  la  diffärentielle  de  la  fooction  ch.erch^e 

dz  =  pidxi  +ptdxi  + . . .  -f  pn^ii» 

on  aura 

dz  =  cwj("->)  cLtj  +  cw2(»-*)  Arg  + . . .  +  oi^dxn. 

En  intägrant  cette  ^quation,  on  obtient 

z  =/(w|(«-i)«iar,  + . . .  +  iondxn)  +  a«, 

pour  Texpression  chereh^e  de  la  fonction  z  des  variables  indepen* 
dantes  Xi^,..,  Xn»  renfermant  n  eonstantes  arbitraires  Oiy...,  (Tb: 
c'est-ä-dire  pour  Fintägrale  conipl^te  du  probl^me,  de  laquelie. 
par  la  Variation  des  eonstantes  arbitraires,  on  pourrn  dedaire  Hn- 
tägrale  la  plus  gönärale. 

83.  Nous  avons  avanc<$  tout  ä  Theore  qne  les  expressions 
(p)  des  däriväes  partielles  pif.,  pn*  d*aprös  la  mani^re  meme 
dont  elles  ont  ^t^  trouv^es,  doivent  satisfaire  aux  conditions  d'in- 
tägrabilit^  (q).    Demontrons  cette  proposition. 

Les  expressions  (p)  sont  tiräes  du  systöme  d'i^quations 

H(Xi,.,,  Xn»  Piff  Pn)  =  O, 

fi(xi,..,  Xny  ;#»,..,  Pn,  a)  =  Ol, 

f^i^Wf  ^n»  Pa,..,   Pny    fl,    Ol)  =  Os, 


(/•) 


/n— i(arj,...,  ar«,  pn,  «,  Qi,,.,  «rn-2)  =  o«.!. 


En  substituant  la  valeur  de  a,  deterniinäe  par  la  premi^re  öqua- 
tion,  dans  toutes  les  autres  äquations;  puis  la  valeur  de  Oj,  de« 
terminöe  par  la  seconde  ^quation,  dans  toutes  les  suivantes,et 
^liminant  de  mdme  les  eonstantes  a^,-*»  an^2f  les  premiers roeio* 
bres  fi,  f%f',  fn^x  des  ^quations  .pr^cedentes  deviendront  de» 
fonctions  des  senles  variables  ^r^,  «.^  Xn,  P\f*»  pn»  et  nous  ie» 
di^signerons  respectivement  par  Hi,  Jffzf»  ^«-i*  Nous  aaroDS 
ainsi,  au  lieu  du  systdme  präcödent>  cet  autre  äquivalent 

(A)        H=a,    ^1  =  fli,    H%^a^,..f    Ä«-i  =  fl«-i. 

II  est  ävident  que  du  Systeme  (A)  on  d^dnira  les  m6mes  va- 
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tears  de  pi»..,  pn  qoe  du  «lystöme  (/*);  donc,  ep  verta  da  Theo- 
reme II  da  §.  17,  ii  suffira  de  demoiitrer  qae  les  premiers  roem- 
bres  des  equations  (A)  v^rifient  identiqaement  la  condition 

(a)  {Hu  Hk)  =  0, 

poar  toutes  les  valears  0,  l»..,  n  — 1  attribu^es  aax  indices  t  et 
k:  alors  la  proposition  en  question  sera  stabile. 

84.  D^roontrons  d'abord  qae  lee  premiers  membres  des  ^qaa* 
tioDS  (f)  v<$rifient  identiqaement  la  coDdition 

(6)  (/i,  A)  =  0, 

pour  les  m^mes  valeurs  de  i   et  de  ky  en  sapposant  en  oatre 

En  effet,  les  n  —  1  systöroes  d'c^qaations  simdtanees,  dont 
rintägration  noas  a  foarni  les  öquations  (/')»  sont,  comme  noas 
Tavons  vo»  des  cons^qaences  irom^dlates  des  n—1  aatres  sys- 
temes  d'^qaations  simaltanöes  donnees  aa  §.  2Ü>  et  dont  le  type 
genöral  est 

{c)  (;>i-fi — w^+i,  pk^i  —  wt+i)  =  0, 

OD,  en  sapposant  t<£» 

dxi{.\        doTib-fl        »=^.8    ^m      dXm 

(c)       l 

iii=ik^2  \  8a;m       ^M  dpm      SXm  J 

Par  consäqaent,  les  integrales  des  deax  sys^mes  en  qaestion 
soDt  foarnies  par  les  m^mes  äqaations  (/).  En  prenant  donc, 
parmi  ces  dernidres^  deux  ^quations 

A(^l>*'»  ^«>  P*+i»««>  Pn$  «1,..»  ajr-i)  =  ajty 

et  tirant  de  la  premi^re  la  valear  de  pi^  en  fonction  de  p<+a,.. 
••>  Pn»  ^i>««9  ^>^>  et  de  la  seconde  la  valeur  de  ph-{-\  en  fonction 
de  pif2, ..,  Pn«  ^1»..»  or«;  si  Ton  däsigne  ces  valears  respective- 
meot  par 

p<+i  =  wf+l ,     pir+l  =  ai*+l, 

la  sabstitation  de  ces  valears  des  fonctions  ca^^i,  iuk-{-t  reduira 
requation  (c)  ä  aoe  identitä.     Or  il  osi  also  de  voir  qae  cette 
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derntere  n'eat  autre  chose  qae  i'^quation  (6)  eerite  soua  une  autre 
forme.  En  effet»  si  Ton  met  dana  l'eqnatioD  fi^  ai  la  valeiir 
pi^x  =  «tfj^i»  et  daDS  l'^qaatioo  /Ib  zsz,  ak  la  valeur  pik44  s=  «'Jbf i*  od 
cbangera  ces  ^quations  en  identitäs.  En  d^signant  donc  par  t 
une  des  variables  qui  entrent  dans  0/14.1  et  dans  «»h-i»  ®^  diffe- 
rentiant  les  Ideiitit^s  en  question  par  rapport  k  cette  variable, 
il  vient 

3/?»-l-i     3<    "^  "^  8* '   cjpi+i     8^  ^* 

Si  donc  on  multiplie  F^SgaUtö  (c)  pai  "E^r-  0 »    on  trouve 

«»J*    ^  ^  ^    "J*    /8/l_   Sfk__S^  ?^^  =  0. 

Or  cette  derniere  ^qqation  n*est  autre  cboae  que  le  developpe- 
ment  de  la  condition  qui  dtait  äcrite  symboliquenient  sons  la 
forme  (6)., 

85.  Enfin^  pour  dömontrer  que  les  condittons  (a)  sont  satis- 
faites  d^s  que  les  conditions  (6)  le.  aent,  II  ftuffit  de  remarquer 
que  les  premi^res  s*expriment  sous  forme  lin^ire  au  moyen  des 
secondes.  En  effet,  d'apres  ce  que  nous  avons  expliquö  plus  baut 
sur  le  passage  des  4$quatiops  (/)  ^nx  äquations  (A)»  on  a 

Hi  =fi{xi,..,  oTn,  pi+1,..,  p«,  B,  Bi»*.,  ft-x), 

Cette  remarque  faite^  dämontrons  d'abord  qu'une  expresaieo  de 
la  forme  {fu  Hk)  s'exprime  soua  forme  lin^ire  aa  moyen  des 
f^nctions  qui  forment  les  premiers  membres  de«  ^^uations  (6). 
Car,  d'apr^s  la  forroule  (8)  du  §.  16,  on  a 

oü  Ton  suppose  ^videmment  kf  '^k. 

En  appüquant  la  ro^me  formule  au  ddveloppement  de  (fu  Bt), 
nous  l'exprimerons  au  moyen  de  (fuft)  et  de  (fi,  Bk'),  oü  k"^/:^, 
En  continuant  de  la  aorte  nous  exprimerons  finalement  [fu  TM 
sous  forme  linäaire>  au  moyen  de 

{fu  A),  (/i,  AO,  {/;•>  A-),.-,  (/},  /o)  «(A,  B), 
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et  conime,  en  ^erta  d«  {b),  ces  dernidres  qoantit^  bmA  iöenti- 
qnement  nalh»^  il  s'eDsnit  de  lä  que 

(d)  [/i,  Ä]  =  0, 

poor  toutes  les  valears  0,  1,  %»>9  n — 1  des  indices  t  et  k. 

De  plus,  eo  vertu  de  la  forroule  (5)  da  §.  16»  ou  a 

(Hu  Bk)  =  {fu  fk)  +*'2^'  (/i,  By)^^ 

Or,  en  vertu  des  äquations  (6)  et  {d),  les  trois  premiers  termes 
in  second  rnembre  de  requation  pr^cädente  se  röduisent  ä  zäro; 
par  consf^quent,  (iJf,  Hu)  s'exprime  lio^aireinent  au  moyen  des 
symboles  (£f,v,  Hk*),  dans  lesquels  t'<t,  k  <^k.  En  continuant 
aJDsi,  on  exprimera  finalement  (Hiy  Hk)  sous  forme  Unfaire  aii 
moyen  des  expressions  qui  forroeot  les  premiers  membres  des 
egalites  (6)  et  {d)^  et  qui  sont  identiquement  nulles.  On  a,  par 
consequent, 

(»i,  Hk)  =  0 

pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  de  k  prises  dans  la  soite  des 
nombres  0,  1,  2,..,  n— 1. 

86.  Le  mode  de  dämonstration  qui  vient  de  nous  servir  pour 
etablir  le  th^r^me  precödeot,  peut  s'euiployer  absolaiii.ent  de 
mene  ponr  faire  voir  que,  si  toutes  lea  fenetions  qui  fotmeiit  ies 
premiers  menbre»  des  equatiens  (/f),  prises  deux  ä  deux,  verifieDt 
i'fdentit^ 

(A>  A)  =  0, 

cette  identit^  subsistera  torsqu'on  remplacera»  dans  l'une  des 
fooctions  fii  ffcy  ou  dans  toutes  les  deux»  une  ou  plusieurs  des 
constaotes  arbitraires  qui  y  entrent  par  les  fonctions  qui  lenr  sont 
egales  en  vertu  des  öquations  (/);  ou,  plus  genäralement,  cette 
identit^  «nbsistera ,  queJque  transformation  que  i'oifi  ait  fait  subir 
aux  fooctions  fu  fk  en  vertu  des  ^quations  (f). 

§.23. 

87.  Pour  apprecier  la  valeur  thäorique  de  la  nietbode  d'inte- 
gration  des  äquatious  aux  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre  que 
noos  venooed'exposer,  on  ne  peut  pas  se  dispenser  de  prendre 

Tli«il  Is.  26 
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en  eoo8id<$ratton  la  qaestion  suivante:  Combien  y  a-t-il  eD  tout 
d'intägrations  a  effectaer  pour  obtenir  l'integrale  complete,  dans 
le  cas  de  n  variables  indäpendantes»  quand  ia  fonction  inconnue, 
qui  en  däpend^  n'entre  dans  T^quation  donnee  que  par  ses  d(^ri- 
väes  partielles  du  premier  ordre? 

La  in^tbode  de  Jacobi  condoit  successivement  k  difföreote 
systömes  d'äqaations  slmoltan^es  de  la  forme 

-  dx dy^ du 

^^'      F(x,  y,..,  u)'~  f(x,  y,..,  tt)  *"  q){x,  y,..,  ü)' 

dans  lesqoels  le  nombre  des  variables  x^  y,...,  u  s'abaisse  gra- 
daellement;  et  eile  n'exige  pas  Tintögration  complöte  de  ces  öqua- 
tions,  mais  seuleroent  la  dötermination  d*une  integrale  de  cbaqae 
Systeme.  En  genc^ral,  la  difficutt^  de  satisfaire  ä  cette  condition 
däpend  de  T ordre  de  reqaation  h  integrer ^  lequel  se  dätennine 
d*apr^s  le  nombre  des  constantes  arbitraires  introduites  par  Tio* 
tägration  compiete  d'un  Systeme  de  ia  forme  (er),  et  par  suite  est 
^gal  au  nombre  des  variables  x,  y,...,  u,  diminu^  d'une  nnitif. 
Les  syst^mes  de  la  forme  (a),  qui  se  rencontrent  dans  la  me- 
thode  de  Jacobi,  se  divisent  en  prineipaux  et  auxiliaires. 
Les  Premiers  sont  cbacun  d'un  ordre  coroplätement  dätermine, 
non  susceptibie  d'abaissement,  tandis  que,  pour  les  seconds,  on  oe 
peut  indiquer  d  avance  que  la  limite  supörieure  k  laquelle  ienr 
ordre  peut  s'ölever. 

Pour  faire  comprendre  la  distinction  entre  les  systemes  prin« 
cipaux  et  les  systemes  auxiliaires^  il  suOfit  de  montrer  an  syst^e 
appartenant  k  cbaeune  de  ces  deux  classes.  Dans  le  paragrapbe 
pröcödent,  nous  avons  va>  par  exemple»  que,  pour  dätermlner  la 
fonction  /g,  qui  devait  satisfaire  simultanäment  aux  deox  ^quatioos 

(«)  (Pi-V, /a)  =  0,    (W-c«^/«)  =  0, 

il  fallait  trouver  une  des  integrales  de  Tun  des  systdmes  de. 
quatioos 

da?!  ^^     dx^ ^^     dxn     ^_    dp^   ^^       _^   dpn 

dpi                     '           Spn             3*8  3«iB 

dx^  _      <^8 dxn     __^    dp^     ___    dpn   • 

dp^  dpn  CX^  dXm 

qui  sont  cbacun  de  Tordre  n  — 4,   cet  ordre    ne    poovant  etre 
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abaissi^.    Ce  «ysteme  et  les  systömes  aoalognefi  sont  dits  prin- 
cipaox. 

Lorsqo'on  a  troüT^  one  integrale  9)=:const.  de  Fiiii  des  ays- 
temea  (6),  du  premier  par  exemple,  on  obtient  alors»  en  sabsti- 
tuant  cette  intägrale  dans  la  seconde  äqoation  (ä),  une  s^rie  d'io- 
t^grales  du  premier  Systeme  (b), 

(p  =  coDst,    (pi  =  const, .,,    9><  =  Goost«, . • . 

Mais  cororoe  le  norobre  des  intc^grales  distinctes  qu'admet  ce 
Systeme  est^gai  k  son  ordre  2n — 4,  il  faodra  D^cessairement  qae, 
dans  la  s^rie  <p,  9^1,..,  on  rencontre  une  fonction  qui  s'exprime 
au  moyen  des  pr^^dentes.  Supposons  que  ipt  soit  la  preiiiiöre 
qoi  soit  dans  ce  cas;  son  indice  i  ne  de?ra  pas  sarpasser  2»  —  4* 
Nons  poorrons  alors  ^crire  imin^diatement  le  Systeme  d'äquations 

dx^      dg> dg>i-i 

i    ~  (Pi  <Pi     ' 

qai  sera  de  l'ordre  t,  et  dont  une  des  integrales  sera  la  valeur 
cberchäe  de  f^, 

Le  Systeme  (e)  est  dit  auxiliaire;  tout  ce  que  Ton  sait  sur 
ce  Systeme,  c'est  que  son  ordre  i  ne  peut  pas  4tre  plus  4lev4 
que  Tordre  2n— 4  des  öquations  principales  correspondantes 
(ö).  Mais  il  est  clair  que  Tordre  de  ce  Systeme  peut  ^tre  infe- 
rieur  ä  cette  liniite,  et  qu'il  doit  varler  gän^ralement,  quand«  au 
lieu  de  Tintägrale  g>  =  const. ,  on  prend  une  autre  integrale  du 
premier  systöme  (6),  ou  bien  une  integrale  du  second  Systeme  (6). 

88.  D'apr^s  ce  que  nous  venons  d'expliquer,  il  est  mainte- 
nant  facile  de  r<$pondre  k  la  question  posäe  au  commencement  de 
lart.  pr^c^dent,  en  nous  pla^ant  dans  le  cas  le  plus  di^savan- 
tageux,  c'est-ä-dire  dans  celui  oü  tous  les  systömes  auxiliaires 
sont  de  Fordre  le  plus  ölev^  possible. 

Dans  ce  cas,  d*apr^s  ce  qui  a  6t4  vu  au  paragraphe  pr^c^- 
dent,  la  m^tbode  de  Jacob  i  exige  la  d^termination  d'une  seule 

inti^grale  de  cbacun  des 5 syst^mes  d'^quatlons»  dont  il  y  a 

1   de  Tordre  2n— 2,   servunt  ä  d^ter miner  la  fonction  /j, 

2 2n-.4, /2, 

3 2«-6, /a, 

i 2«-2», /i, 

a~l 2, /;-!. 
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Remarqtioos  dailleurs  que  le  cas  le  plas  dtfavorable,  sop* 
posä  dans  ce  tableau»  ne  se  rencontre  pas  d'ordinaire  dans  les 
application«,  l'ordre  des  ^quations  auxiliaires  ^tant  le  plns  8ou?ent 
moindre  que  la   liniite  aupörieüre.     Pour  ce   qui  est  du  nombre 

«  (n  —  I  ^ 

total  g des   mMgrales   exigöes»  lequel,  ^tant  an  nombre 

triangolaire»  croit  assez  rapidement  avec  le  nombre  n  des  varia- 
bles ind^pendantesy  on  peut  faire  k  ce  sujet  les  remarques  sai- 
vantes.  ^Le  problörae  qui  nous  occupe  est,  par  sa  nature  mtoe, 
ittd^teroiifi^»  et  la  th^rie  de  Jacob i  präsente,  k  ehaque  pbase 
du  däveloppement  du  calcul,  une  latitude  coosidärable  dans  le 
cboix  de  requaties  dont  on  doit  döterminer  une  intligrale  poor 
faire  faire  au  caicul  du  problöme  un  pas  en  avant  O'aprte  cek 
dans  un  grand  oombre  de  cas,  on  peut  choisir  des  äquations  dont 
les  integrales  se  präsentent  d*une  mani^re  Evidente;  de  sorte  qoe 

le  total  gi^uäral  ^^ — -  des  intägrations  se  räduit  k  un  nombre 

beancoup  moindre  d*iiitegrations  k  effectuer  räellement. 

89.  Pour  montrer  une  application  de  la  m^thode  de  Jacobi 
sous  la  forme  exposäe  dans  le  paragraphe  precädent,  et  poor 
donner  en  mdme  tenips  un  exemple  des  simplifications  que  noos 
venons  d'lndiquer,  traitons  encore  un  cas  particulier. 


Soit  röquatiori  du  premier  ordre 


II 


aus  derivees  partielles  de  la  fonction  2  des  variables  independantes 

lotroduisons  les  notations 
y   =  oTi,      to  =  ar2.      r  =  0:3,      u  ^  x^,      f  =  ^-5, 

ftr  82  82  82  82 


et  tirons  de   requation  proposäe  la  valeur  de  ^^^  Pi*  4^®  ^^^'^ 


8x 
valeur  de 

repräsenterons  par  eu|.    Nous  aurons 

;>i=  — (3jr,  + 20:3) ;>,- (4a:, +  52:5) pa- [0:4  ha:A(/?2-ps]p5 ^ 
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Poar  obtenir  les  quatre  äquattons 

fliPtß  Pt*  P^iß  Pb»  a?!,..,  x^):=ait 
UiPzy  P^  P5*  ^1»«'>  ^59  öl)  =  «2» 
fn(P4*  Pö*  ^lf">  *d»  Ol»  ^)  =  «S» 
A(p5»  ^1>'«»   ^5»    ^1»    ö«»    fla)  =  «4» 

(a|y..9  a^  d^Ssignant  des  constantes  arbitraires),  qul,  joitites  ä  la 
propos^,  doivent  fournir  le8  valeurs  de  Pi,..»  p^  pour  lesqaelle» 
/^iüLti  -f  •..  -f  P6^6  deviendra  une  diff^rentielle  exacte,  il  fant, 
d'apr^  la  th^ri«  q«e  nous  avons  expos^  pr^cMer  comme 
iJ  SQit: 

Od  d^te^idera  ia  Fooction  fi  comme  integrale  particoli^re 
de  röquatiofi  hn^aire 

c'est-ä-dire  comme  integrale  du  «ynttoe  d'äquationa  diSörentielles 
ordinaires 

]  diui         •  •  •  -^         8ai|  8«,      -*•••—*    Sc«,     * 

au  rooyen  desquelles  on  trouve 

A^  ^(P^—P^)     —  d(P%  —  Pt) 

ce  qui  donne  iromödiatement,  en  iiit^grant, 

En  tirant  de  la  la  yaleur  de  p^,  que  nous  däsignerons  par  w^^ 
et  la  portant  dans  l'expressiou  de  ofi,  qui  devient  apr^s  la  Sub- 
stitution ofi\  11  viendra 

P%  =  Ps +«i^^'«  =  a»t»    Pi  =»  ofi'. 

La  fonction  /^  devra  4tre  dätenuiDäe  cpmme  intögraie  parti* 
cüliere  des  ^quations  lineaires  siroultanäes 

(P«-«^. /t)  =  0,    (pi-<,/,)  =  0. 

L'int^gration  d&  la  preml^re  de  ces  ^quations  se  d^dult  du  Sys- 
teme d'^qaatioos 
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dx^        dx^ 

dxj^           dx^           dp^ 

dpA 

dp. 

['-¥>" 

8wj            3cw,         dot^ 
dp^           8p5         ox^ 

^*äqaation 

S"=fe=» 

donne  Tintägrale 

9^  =  p,  =  const 

En  la  substitaant  k  f^  dann  la  seconde  d^  äqoatlons    linäaires 
präcödentea»  il  vient 

^  =  —  2pa— 5p3  =  —  7^  —  2iii«-«i. 

Doncy  en  vertu  da  paragraphe  pröcädent»  la  valeur  cherchee  de 
la  fonction  f%  s'obtiendra  comme  integrale  de  r^quation 

et  Ton  aura 

/i  =  (g>  +  l«i«-*0«^'»  =  ai. 

Tirant  de  lä  Texpression  de  ^9  =  013,  et  la  substitoant  dans 
ctfi',  qne  oons  d^sigberons,  apr^  la  substitutiou^  par  a»|"»  neos 
aorons 

Pz  =  a««"^'»  —  i  «1  «"•*'  =  W3»    P»  =  »1  >    Pi  =  »1  "• 

La  fonction  f^  devra  6tre  d<$terniin^e  comme  integrale  des  eqna- 
tions  linöaires  simaltan^es 

(Ps-«». /8)=0,    (Pa-coj,/i)  =  0,    (Pi-a)i",Ä)=0. 

L'intögration  de  la  premiöre  de  ces  äquatioos  se  ram^ne   ä  celle 
du  ayst^me  d'^quations 

dx^ ««    *^4    _  _dx^    ^^    dp^    ^_    dp^ 
cp4  ^5         dar4  cx^ 
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L*^quation  -^^  =  k^  =  0  donne  l'integrale 

^  =  P4  =  GODSt 

En  la  sabstitoant  dans  la  seconde  de«  ^quationa  lin^airea  pröcö- 
dentea,  od  trouve  identiquenient 


(p«-«%.  ^)  =  g5=0. 


En  aubstitoant  ^  an  lieu  de  /^  dans  la  troiai^me  de  cea  m^mes 
^qaatiooa,  il  vient 

a  eaose  de  g-^  =  0,  g-^  =  0;    d*oü  ^,  =  —  p^.     En    aubstitnant 
maintenant  i{i|  k  /$  dans  la  m^me  ^quation,  il  vient 

8i»i^  Bah  Pt* 

Par  cons^nenty  la  fonction  chercb^e  f^  s'obtient  comme^  integrale 
premi^re  de  l'öquation  da  second  ordre 

Si  Ton  nmltiplie  le  premier  membre  de  cette  öquation  par  le  facteur 

<Lri:^~  »  on  le  transforme  en  nne  diff<$rentielle  exacte»  dont  Tint^ 

grale  donne  nne  integrale  premi^re  de  T^quation^  et  par  suite  on 
a  la  valeur 

diff 
f%  —  'og  "T;r fli«"'»  =  con«t- 

Eo  y    remplayant  -^  par  ^|,  on  trouve 

h  =  log  ^  —  «!«■"'  =  log  (  —  ^)— «1«"'*  =  const 

Tirons  de  la  valeur  p^si»«»  et  sabstituons-la  dans  »i'^  qui 
devient  alors  ^.    On  a 
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On   d^terminera   la   foDction    f^   comme   integrale  commune  des 
^qoatioDs  unfaires  simultan^es 

(P«  -  ««»  A)  =  0-    (Pi  —  «h^  A)  =  0. 
LMntägratioii  de  la  pr^iniere  de  ce«  äquations  dopend  dp  «ystemc 

1      ^  80)4  3«4 


dont  une  des  ^quatioDS 


€{jr4  CJ?5 


a  pour  integrale 

6  =  /95  =  CODSt. 

Substituant  cette  expression  au  lien  de  ^  dans  les  autres  eqoa- 
tions  lineaires,  les  r^sultats  de  la  Substitution  dans  ia  cteconde 
et  dans  la  troisi^me  se  r^duisent  identiqqemept  ä  z^ro,  et  la  qoa- 
tri^me  donne 

Done  la  valeur  de  f^  seri^  d^t^rmin^e  comm^  iqtö^rale  de  T^uatiob 

d'oü  Ton  conclut 

/4  =  logO— ai«"-'!  +  —  /  e«»«""**  «far,  =  const. 
De  la  räsulte 

p^  =  a^  ^ga»«-'»«.  _  /V»te-**  rfx,  V 
et  par  suite  * 
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P4  =  a^a^e^^ 
on  a,  de  plus. 


|ij  =  ii»rf-7»,  -ga,c-' 


»* 


et  coSd 

En  substituant  ces  valenrs  de  |h»^**«»  Pa  dans  l'expreasioo 
P\dxi-{'..-{'p^dx^9  on  devra  obtenir  une  difförentielle  exacte;  et 
en  effet»  en  mMgrant  cette  expreasion,  on  trouve  l'inMgrale  com- 
pMe  da  prebldaie  aone  k  forme 

+  O*  (oiar*  +  ar*«^*^'*)  «""Äy  ^•**^''*^'  +  const 

Noaa  noQB  bornerons  ici  ä  cet  exemple  aimple,  d'antant  qae, 
dana  ce  qui  ya  anivrey  nous  conaid^^rerons  rapplicatioo  dea  prin- 
cipea  contenua  dana  la  thäorie  de  JacobI  ä  dea  qaeationa  pliw 
g^tfralea»  dont  lea  exemplea  particuliera  condairont  ä  employer 
les  m^mea  mätbodea  d'iat^ration. 


CliApiire  ¥1. 


Int^gratioB  dea  fqoatlons  almultan^ea  anx  dMTtoi  parttellea 
du  prämier  ordre. 

§.  23. 

90.  La  roötbode  quo  noaa  avoaa  expoa^  ramöoe  le  pro- 
bteme  de  rintägration  d'une  ^quation  qaelconqne  aoz  d^riv^a 
partiellea  da  prämier  ordre  ä  rintdgration  de  pluaieura  ayatömea. 
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de  forme  particali^re,  d'^qaations  linöaires  «imultan^es  aox  d^ri- 
T^s  partielles  du  premier  ordre»  compatibles  entre  elles.  Jacobi 
ne  8*est  pas  occap^  de  la  question  gön^rale  de  l'integration  de 
plusieurs  öquations  simiiltanees  aux  d^^riv^es  partielles  du  prettier 
ordre  et  de  forme  quelconqoe;  mais  il  s'est  bornö  au  cas  parti- 
culier  qu'il  a  rencootr^«  et  daos  lequel,  suiyant  la  remarque 
qu1l  a  faite  (Nova  methodus,  §.  IH),  on  peut  employer  poor 
les  intögrations  uiie  m^thode  artificielle,  foudäe  principalement 
sur  ie  Th^ordme  1  du  §.  17.  Et  cependant  il  ne  restait  que  pen 
de  chose  k  ajouter  pour  arriver  k  la  Solution  compi^te  de  la 
question  g^n^rale.  Bour  a  montr<^«  en  effet»  dans  son  Memoire 
„Sur  {'Integration  des  öqoatlons  difförentrelles  partielles  do  pre- 
mier et  du  second  ordre''  (Journal  de  Tficole  Polytecb* 
nlqne,  39«  Cahier),  que  l'intögration  des  ^quations  simultaui^s 
de  forme  quelconque  aux  deriväes  partielles  du  premier  ordre  se 
ramöne  tr^s-simplement  k  l'integration  d'äquations  simultanees  de 
la  forme  de  Celles  auxqueHes  Jacobi  a  limite  ses  rechercbes. 

Pour  •  envisager  d'un  point  de  rue  conimvn  les  question  de 
rint^gration  d'une  ou  de  plusieurs  eqaatiees  aux  d^iv^  partieMes 
du  premier  ordre»  revenons  en  quelques  mots  sur  la  significatioD 
primitive  du  premier  de  ces  deux  probl^mes,  lequel,  d'apres  son 
^tendue,  forme  un  cas  particulier  du  second,  tandis  que,  d'apres  b 
möthode  de  rdsolution,  le  second  est  renfermä  comme  cas  plas 
simple  dans  le  premier. 

9L  One  .fooetion  incoDOue  z  des  variables  ind^pe&daDtee 
^i>««>  äPm  peut  etre  däterminäe,  lorsqn'on  doi^ae  les  expressioi» 
de  toutes  ses  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre 

dt  dz 

en  fonction  des  variables  ind^pendantes  ^ly,  Xn-  Pour  cela,  il 
faut  seulement  s'assurer  que  les  expresslons  donn^es  depij..,fh 
conviennent  aux  d^riväes  partielles  d'une  ih^me  fonction,  c'est-a- 
dire  qu'elles  satisfont  aux  conditions 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  k  prises  dans  la  s^rie  1,  %^,  n, 

Dans  le  cas  oü  ces  conditions  sont  satisfaites,  la  fonctioo  x 
s'obtient  en  int^grant  TexpreMion  de  sa  difförentielle 

(2)  pjctri  ip%dx^  + . . .  +  pmda:n. 
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fODC- 


92l    Si,  aa  Heu  des  valeors  explicites  de  pt^»  pn* 
tion  des  yariables  indtfpendantes,  on  donne  n  dquations 

(3)  fl=0,    i?i=0...,    Ai.i=:0» 

dont  les  premiers  membres  sont  des  fonctions  de  Xi,.,,  Xn»  Pi^»  pn, 
il  existe  alors  des  caract^res  aiialytiques  genäraux  pour  recon- 
naitre  si  Ton  peut  resoudre  algäbriquemetit  ces  equations  par 
rapport  aux  n  inconnues  Pi,**,  pn»  et.si  les  expressioDS  de  ces 
quactit^s  v^rifient  les  conditions  (1). 

8i  une  ou  plusieurs  des  fonctions  H,  Hi,.,,  Hn^i  sont  expri- 
mables  au  moyen  des  autres  et  des  variables  a?£,..,  Xn»  alors  ou 
les  äqoations  (3)  sont  insuflßsantes  poor  la  d^termination  des  in- 
coDnnes  pi,...,  />»>  oti  elles  sont  contradictoires.  Supposons,  en 
effet,  que  Ton  alt 

Ä  =  9>  {pci , . . ,  Xn»  B,  £fi , .  .)• 

En  vertu  des  Equations  donnäes,  nous  aurons 

Hi^(p(Xi,..»  Xn,  (h  0,...)  =  0. 

Si  cette  reiatioo  est  identique»  il  faudra  alors  supprimer  une  unite 
du  nombre  des  äqiiations  donn^es,  qui  deviennent  alors  losufQ- 
santes  paar  la  dötermination  des  n  inconnues  pi,,..,  pn-  SI  la 
relation  q>=0  n'est  pas  identique,  alors  eile  contredit  Thypothöse 
de  rindöpendance  des  variables  Xi,..j  x«. 

Noas'  avons  stabil  plus  haut  (§»  3)  le  caracttee  analytique  in- 
diqn^  par  Jacobi,  et  d'aprds  leqnel  on  peut  toujours  juger  si 
parmi  les  fonctions  H,..,  Hn^x  iL  s'en  trouve  quelqu'une  qui  soit 
daos  le  cas  de  celle  que  nous  d^signioos  tout  k  Theure  par  jtfi. 
Poor  cela,  en  consid^rant  £/,...»  Hm^i  comme  des  fonctions  des 
seoles  variables  j^i»..*»  pn»  on  formera  le  döterminant  fonctionnel 


(4) 


8p, 


8Ä 

dpn 


8Ä-1     m^ 

Spi  dpn 


=  A. 


Si  ü  se  r^dnit  identiquement  ä  zöro,  alors  une  ou  plusieurs 
des  Equations  ^ff  =0,..m  ^n-i  ^=0  sont  contradictoires  avec  les 
autres,  ou  bien  identiques  avec  les  autres. 

93.    Hais  supposons  que  ü  ne  soit  pas  nul ;  alors  se  präsente 
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cette  seconde  questloo:  les  expresaions  de  pi^...»  pti,  tirto  dts 
öqoations  (3)»  satisfont'elles  aax  cooditions  (1)? 

Supposons  que  les  valeurs  de  jt^i,..»  pa»  tirtfes  des  ^oatioiis 
(3)  5  v^rifient  les  conditions  (1).  En  remettant  ces  valeure  \  U 
place  de  pi,..^  p«  dans  les  equations  (3),  on  changera  celles-d 
en  identitäs.    Si  Ton  preod  deux  des  ideoüt^s  ainsi  obtenaes, 

et  qu'on  les  traite  exactemeat  comme  neos  avoDs  trait^j  aa  {•  II, 
les  identU^s 

Fi  =  ai,    Fk  =5  akf 

nous  en  Gonclorons  de  la  m^me  maniere  que  les  foDctions  A*, 
Hk  doivent  satisfaire  k  la  condition 

(6)  (Ä<,  Ä)  =  0, 

ponr  toutes  les  valears  0,  l»..«  n—  I  des  Indices  t  et  k» 

fUciproquement,  si  les  conditions  (5)  sont  satisfaites,  alors, 
en  vertu  da  Theoreme  II  du  §•  17,  nous  en  conclurons  que  les 
expressions  de  ;7|,..,  pn»  tir^es  des  äquations  (3),  satlsfont  a  la 
condition  (1) ;  par  cons^quent»  il  n'y  aura  qu'ä  les  sobstitner  da» 
Texpression  (2),  dont  Tint^gratioo  donnera  la  fonction  x  *)» 

94.  Remarquons  que  les  conditions  (5)  penveot  ^tre  satti- 
faites  ou  identiquement,  ou  en  verta  de  quelques-unes  des  ^n- 
tions  dono^s  (3).  Dans  le  premier  cas,  ii  est  Evident  qu'aa  liei 
des  öqqations  donn^es  (3)  on  anrait  pa  prendre  des  equations 
plus  g^nörales^  en  ^crivant  dans  leurs  seconds  membres  des  coft- 
stantes  arbltraires  k  la  place  de  s^ro.  Dans  le  second  tiaa,  os  le 
poorra  g^n^raliser  de  cette  nianidre  que  celles  des  i^qaatioo«  (3) 
qui  n*auront  pas  ^t^  prises  en  considäration  pour  la  vMficaiiiii 
des  öquations  (5). 

95.  La  question  präc^ente,  qui  est  enti^rement  d^terminee, 


*)  Bour,  dans  son  Memoire  cit^  plus  haat,  tlonoe  conttammeBt  i 
la  condition  (5)  le  nom  de  Theoreme  de  Lioavillef  et  ^joote  n^m 
que  ce  göoni^tre  k  ddniontre  co  th^or^me  dan«  le  coar«  qa*it  a  profene 
en  1853  au  College  de  France,  ü'autre  part,  daa«  le  Mdnoira  de 
Donkin:  ,,0n  a  data  of  diiferential  Equationa,  etc.**,  publik  daai  1« 
Pliiloaophical  Transactiona  (1864,  Part  i),  noua  Uroavoa«  cc 
iD^me  thöoreme  (Theorem  12,  p.  83)  nientionne  (p.  71)  pannl  loa  re«l- 
tats  nooireaaz  obtenoa  par  TAatear. 
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devieot  faiMternimöe  si»  au  lieu  du  syBiöme  complet  des  it  dqua* 
tioiis  (3)«  on  n'a  qa'un  syst^oie  incomplet  de  m  ^quationa  entre 
lea  d^ri?^ea  partielles  du  premier  ordre,  en  supposant  m^n.  Le 
cas  de  m  =  1  constitue  le  probl^me  de  Tintögration  d'une  seule 
öqaatloD  aux  d^riy^es  partielles  du  premier  ordre.  Nous  avons 
?a  plus  haut  que  la  Solution  de  ce  probl^me,  consid^r^  au  point 
de  vue  th^riqne,  est  toujours  possible,  c'est-ä*dire  que,  ^nt 
doon^e  r^quatlon 

entre  les  variables  Xi»...,  ^m  Pi^'»  pn*  on  peut  toujours  ddter- 
minor  n — I  autres^quatlons  entre  les  mdmes  variables, 

Bi  =  COOSt.  =  Ol  , .  • ,     Hm-X  ^  CODSt.  =  Om-l» 

dont  les  premiers  membres  satisfassent  i  la  condltion 

pour  tontes  les  valears  0,  I,.«,  n— 1  des  indices  i  et  A* 

Si  Teil  sappose  mainleDant  que  le  nombre  in  des  dquatious 
doap^es  aux  ddrivdes  partielles  du  premier  ordre  seit  plus  gmod 
quo  rnoitä,  on  arrive  alers  k  la  questiop  de  Tintdgration  simul- 
tanöe  de  plusieurs  «^quations  aux  döriv^es  partielles  du  premier 
ordre.  U  est  facile  de  voir  que,  pour  un  roöme  nombre  de  varia* 
bles  iod^pendantes,  non-seulement  ce  nouveau  probl^me  n'est  pas 
plus  compliqu^  que  le  premier,  mafs  encore  11  est  plus  simple; 
et  que  la  tfadorie  de  la  r^solution  du  second  probl^me  ddcoole 
tont  natorellement  de  la  ro^thode  de  r^solution  du  premier. 

96.  La  difference  essentielle  entre  les  denx  questions  con« 
siste  en  ce  que,  dans  le  cas  d*une  seule  ^quation  aux  d^riv^es 
partielles  du  premier  ordre,  riotdgration  est  toujours  possible,  et 
que  la  th^orie  g^n^rale  de  cette  intägration  ne  limite  en  rien  le 
choix  de  IVquation  proposäe;  tandis  que,  dans  le  cas  ou  Ton 
donoe  plusieurs  ^qnations  aux  d^rivöes  partielles  du  premier 
ordre,  elles  n'admettent  une  intdgrale  commune  que  lorsqu'ettes 
remplissent  certaines  cooditions. 

En  effet,  si  Ton  cboisit  arbitrairement  m  ^quatioos 

(6)  /?i=sÖ,    J5r«  =  0,..,    Ä,  =  0, 

enlr»  les  Tariables  4^1,...,  or»,  /»i,...,  jui»,  il  pourra  exister  entre 
elles  deux  sortes  die  cas  d'incompatibilitd:  incompatibilitd  algö* 
briqoe  et  incompi^bUit($  d'intdgration.  Le  premier  cas  a  lie«. 
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iorsqu'üne  ou  plusieurs  des  fonctionei  Hi,...,  Hm  s'expfiicat  en 
foncüori  des  autres  et  des  variables  ^i»..,  arn;  ators  noe  ou  plo* 
sieurs  des  ^quatioDs  (6)  ou  seront  des  identit^s»  ou  seront  coo- 
tradictoires  avec  les  autres. 

Si  les  iSquations  donnöes  ne  sont  pas  affect^es  de  cette  cause 
d'incompatibilit^»  il  faut  eocore  s'assurer  si  elles  appartienneDt  a 
un  Systeme  de  n  ^quations  d'oü  Ton  puisse  tirer  pour  piy*»p» 
des  valeurs  v^rifiant  les  conditioiis  (1);  c'est*ä-dire  s'assurer  sü 
est  possible  d*obtenir  une  integrale  satisfalsant  simultaoi^iDeiit  am 
^quations  donnöes.  Pour  cela,  il  n'y  aura  qu'ä  examioer  si,  poor 
toutes  les  valeurs  I,  2,..»  m  des  iDdices  i  nt  k»  les  conditioos 

peuvent  ötre  satisfaites  et  de  quelle  manidre  elles  peuveot  l'^tre. 

V7.  Si  les  öquations  (7)  sont  satisfaites  soit  identiqaement, 
soit  OD  vertu  des  äquations  donnäes  (6)«  alors  rint^grale  qai  sati»* 
fait  k  chacune  de  ces  deroidres,  et  qui  renferrae  dans  son  ex* 
pressioo«  outre  les  variables  ind^pendaDtes ,  n— fii-|-l  constaotes 
arbitraires,  se  trouvera  par  les  procöd^  qoe  nous  avoDs  expos^ 
en  traitant  de  Tint^^gratioD  d'une  seule  ^qoatioo  aux  dMvees  par- 
tielies du  premier  ordre.  Ed  effet,  pour  r^soodre  le  probleme 
de  cette  maui^re,  il  suffira  de  compl^ter  le  Systeme  donnö  par 
ft-— m  ^quations 

(8)       i7m+&  =  const.  =  «i ,    Hm\%  =  coost.  =:%«..., 

Hn  SS  const  9  an*-»» 

dont  les  preraiers  membres  repr^sentent  des  fonctions  ind^peo* 
dantes  entre  elles  de  oti»..,  Xm  Pw»  Pn,  lesquelles  devroot  ^xt 
d^termin^es  de  manidre  ä  satisfaire  k  la  conditioD 

(HuHk):=zOs 

pour  toutes  les  valeurs  a=l,  2,..,  n,  et  JS;=:m-|-],  m-f-S,..»  n. 

D*apr^s  cela,  la  fonction  £fm-fi  peut  ötre  determin^  par  la 
methode  exposee  an  §.  18,  conime  integrale  commiine  da  systese 
des  m  öquations  linäaires 

(H„  Ä«+^)  =  0,    («r«,  J7,„+i)  =  0,..,    (»«,  ir«+i)  =  0. 

On  d^terminera  de  la  m^me  mani^re  les  premiers  membres  des 
autres  ^quations  (8);  et  ces  «^quations,  jointes  aux  ikiuations  doo- 
näes,  feront  connattre  les  valeurs  de  pi,...»  pm$  lesqneHee  reofer* 
meront  n— «m  constantes  arbltraires.  Par  suite,  Untägrale  cber* 
ch^  z  contiendra  n  —  m  -f  I  eoostanfes  arbltraires. 
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98.  Si  U  mtfthode  pröcödente  se  trouve  inappikable  (dans 
lea  circoostaiices  iadiquäes  dans  lea  Remarques  du  §.  18,  art  49 
et  $1),  ou  81»  pour  d'autres  motifs«  on  veut  ramener  lea  iSquatioiia 
qa  il  but  intögrer  k  conteoir  le  moiodre  uombre  poasible  de  va» 
riable6;.on  ezprimera  alora,  k  Taide  des  äquations  (6),  pi^.^f  pm 
ea  fonction  de  pm^if,  pn»  Xi,»*t  ^a«    Soieot 

les  expreaaions  trouvees. 

.ObserfOH«  quVo  verta  du  Tb^or^ne  III  (§.  17)  oü  doit  avoir 
Jes  identilte 

(9)  (pi — «6  p*—  »*)  =  0, 

poar  teuf  es  les  yaleurs  !•  2,.o  m  des  indices  t  et  k. 

Pour  däterminer  eosuite  l'^uation 

/i  (pm+i,..,  p«,  a:i,..,  Xn)  =  const  =  Ol, 

qui  doit  fournir  ia  valeur  pa^-iss  io«B-fi»  (»m-f-i  representant  une 
fonctioo  de  p«4-9y»  p»»  ^i»*«»  o?«,  fli)»  formoDs  le  Systeme  des 
»  ^qoatioDS  liiH&aires  sijDaltaoäM 

(Pl  -  «I»  Ä)  =  0,     (Pi  — «»1,  A)  =0,..,     (p»— Com.  /i)  =  0, 

Ott  le  nombre  des  variables  est  2(n  —  iit).-|- 1.  Leur  integrale 
eonAMDe.  poucra  se  trenver»  ä  l'aide  des  ideatit^s  (9),  par  la  m^- 
thode  expos^e  au  {.  21. 

Ayant  d^termin^  la  valeur  pm-Fi=s(o«4^i«  aubstituons-la  dans 
les  fonctioos  %,..,  (Om;  en  däsignant  par  co|',..,  a)m'  ce  que  de* 
viendront  ces  fonctioos  apr^s  la  Substitution»  nons  fornierons  le 
Systeme  des  m-|-l  equatioos  Unfaires  simultanees 

(p» — «»',  ^i)  =5  0,    (p«H-i—  »»+1*  /i)  =  0. 

eotre  2(fi— sn)  — 1  Tariables.  Leur  integrale  commoDe  /«  don- 
nera  T^aation 

/«(P»+«>«'»  P»»  ^i»-«»  ^«»  fli)  =  const  =  oa, 
d'eü  Ton  tirera  la  valeur  de  pm^t*    Et  alnsi  de  «uite. 

99«  .0,ecette.maQi^re,  daas  la  d^ternioation  successive  des 
R— m  iotögrales  demaod^s 
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le  Dombre  des  ^qaatioDS  lin^aires  slmultan^es  ts  en  angmentaiit 
chaqoe  fois  d'une  unit^,  fandis  qoe  le  nombre  des  ▼ariables  qni 
y  entredt  va  en  diiDinuant  de  deax  noit^.  II  est  örtdent  qn'ea 
proc^dant  aitisi,  Tiot^ale  cominane  des  ^qaations  (6)  qoe  Pon 
obtiendra  reofermera  dans  sod  expression  üd  nombre  de  constante 
arbitraires  ögal  au  nombre  des  variables  indöpendantes«  moint  le 
nombre  des  ^qaations  donnöes  dimlnaä  de  i'anitö«  c'est-^-dire  igd 
ä  n — m-f-l* 

Cne  teile  iot^ale  commone  des  äqaations  (6)  peut  ötre  ap- 
pel^  rinttfgrale  compUte.  On  pent  former  par  sen  moyeo 
hntögraie  la  plus  g^nörale«  renferroant  une  fonction  arbttraire  de 
n^fii  quantit^s  variables«  en  se  servant  de  la  Variation  des  con* 
stantes  arbitraires  ($$.2—4). 

On  voit»  par  ce  qui  pr^^de,  qae  l'int^gration  des  m  öqnatioiw 
simultanes  (6),  qni  satisfont  aux  conditions  <7),  se  fait  en  op^rant 
exactement  comme  lorsqu'on  veut  achever  riot^gratioo  d*une  seole 
äquation  aux  df^riv^s  partietles  du  premier  ordre 

B,  =0. 

aprto  avoir  dijk  tronv^,  au  moyeo  de  cette  ^qoaUon,  les  m—i 
^quations 

satisfaisant  aux  eonditions  (7),  et  qu'on  demande  d%  d^enaiser 
encore  les  n— m  ^quations  restantes 

Bm^  öS  Ol«.,«»     JBn  =s  Oll— IM* 

A  ce  point  de  vue«  II  est  clair  qne  le  probl^me  de  rintdgratioB 
simultan^  de  plusieurs  i^quatioos  est  plus  simple  que  le  pro- 
bitoe  de  l'integration  d*une  seule  öquation  aux  dörlvöes  partielles 
du  premier  ordre,  pour  un  m4me  nombre  de  variaUos  indiSpeo- 
dantesj  puisque  le  premier  n'exige  qu*une  partie  des  calcols  ne- 
cessaires  pour  la  Solution  du  second. 

100.  Examlnons  maintenant  dans  quels  eas  les  ^atiow 
propos^s  (6)  sont  incompatibles  au  point  de  vue  de  l'Int^ratioD, 
c'est-ä-dire  n'admettent  pas  d*int^grale  commune;  dans  quelles 
circonstaoces  il  pent  rester  de  rincertitode  aar  leur  conpatibilitiS^ 
et  comment  on  doit  procöder  alors  pour  obtenir  la  Solution  la 
plus  eompl^te  (c'«st*^ire  renfermant  le  plus  gratid  nombre  poa* 
sible  de  constantes  arbitraires) »  si  cette  Solution  est  possible. 

Les  öquations  (6)  sont  bicompatlbles»  si  Jes  conditions  (7)  ne 
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peovent  ^tre  «atisfaites  ni  identiqaement,  ni  en  vertu  des  äqua- 
tions  donn^es,  ni  en  yertu  des  n — m  ^quations  qai  sont  encore 
inconnnes  et  qu'il  faudrait  trouver  poar  compl^ter  le  Systeme 
donne  (6).  Ce  cas  aura  liea  ^videmment  lorsqn'nne  oa  plosieors 
des  expressions  (Ht,  Hi),  qni  entrent  dans  les  conditions  (7),  se 
T^dairont  ä  des  constantes  quelconques  diffi^rentes  de  z^ro,  on  a 
des  fonctioDs  de  jti»..,  Xn,  ffif»  Hm,  ne  s'annulant  pas  en  vertu 
des  öquations  donn^es. 

^  Mais  si  quelques  -  unes  des  expressiens  qui  entrent  dans  les 
conditions  (7)  sont  de  la  forme 

(Ä,  Hk)  =  /r«+i.-.,    {Hu  Hk)  =  Äiffo 

^m-|-i>*«9  Hm^i  d^signant  des  fonctions  qui  renferment  non-seu- 
lement  aci»-.,  Xn,  Hi,,.,  Hm,  mais  encore  pi^.,  pn»  et  qui  ne 
sannnlent  pas  en  vertu  des  equations  donn^es  (6);  alors  on  n'a 
plas  le  droit  d'aflGrroer  que  les  Equations  donnees  soient  iueompa- 

übles;  car  les  fonctions  Hm-^i »  Hm-^  peuvent  s'annuler  en 

vertu  de  quelques -unes  des  n  —  m  Equations,  encore  inconnues, 
qai  doivent  completer  le  Systeme  donne  (6). 

Pour  qu'il  eo  soit  effectiveroent  ainsi,  il  suffit  d'admettre  que 
les  Equations 

fassent  partie  des  n^m  Equations  inconnues.  Or,  en  ajontant 
de  cette  mani^re  au  Systeme  donnä  (6)  /  nouvelles  Equations,  il 
faudra  soumettre  Celles -ci  ä  la  meme  epreuve  ä  laquelle  on  a  du 
soumettre  les  premieres,  c*est-ä-dire  examiner  de  quelle  maniöre 
on  peut  satisfaire  aux  conditions 

(Hi,  Hk)  =  0 

pour  les  iodices  t  =  l,  2,..9  m  +  l,  et  /:=m-f  l»--»  m  +  i. 

101.  Le  caicul  des  expressions  qui  entrent  dans  ces  con- 
ditions forme  la  partie  laborieuse  de  la  m^thode  que  nous  ex- 
posons;  par  cons^quent,  il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  le 
Theoreme  I  du  §.  17  peut  ^par|;ner  une  partie  notable  de  ce  cai- 
cul. Si  Ton  designe  par  j'  un  des  nombres  1^  2,..,  m,  on  a,  en 
vertu  de  ce  thöor^me, 

{Hj,  »m+i)=[Ä/,  (Hu  Hk)]^-'[Hu  (Hk,  Hi)\^[Hk,  (Hj.  Hi)]; 

par  cons^qaent,  si,  dans  la  verification  des  conditions  (7),  on  a  dejä 
trouv^  (Hk9  Hj)  =  0,  (Hj,  Hi)  =  0,  il  est  evident,  sans  nouveau 
calcol,  que  Ton  aura  aussi 

TlieU  L.  27 
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102.  Sapposons  qu'en  appliquant  nne  on  plasieurs  (ow  le 
proc^dö  que  oous  venons  d'indiquer,  on  ait  ajont^  aa  Systeme 
donn^  (6)  uo  certain  Dombre  r  d'^quationa«  Od  devra  se  trouver 
alors  daos  uo  des  trois  cas  soivants: 

P.  Le  nombre  m  +  r  est  ^gal  k  n^  et  les  conditioos 
(Hi,  Hk)^=^0  ne  sont  pas  encore  salisfaites  pour  toutes  [es  valears 
1,  2,..,  m-f  r  des  indices  t  et  k.  Alors  les  ^nations  proposees 
(6)  ne  pourront  avoir  une  integrale  conimune. 

2^.  Le  nonbre  m-f  r  est  moindre  que  n;  inais  one  on  plo- 
sieors  des  expressions  qui  entrent  daiis  les  conditions  pr^^^dentes 
se  r^dulsent  ä  des  constantes  oa  k  deä  fonctions  de  :r| ,....,  Xm 
Hx»"y  Hm{-r9  diff^rentes  de  z^ro.  Alors  les  ^quations  proposees 
sont  encore  incompatibles. 

3^.  Le  nombre  m  -f  r  n'est  pas  plus  grand  que  n ,  et  tontes 
les  conditions  pr^c^dentes  sont  satisfaites.  Alors,  par  la  inethode 
expos^e  plus  haut«  on  pourra  d^terroiner  une  intcSgrale  commane 
des  öquations  (6)»  renfermant  n-^m  — r4-l  constantes  arbitraures. 

103.  Apr^s  Taper^u  que  nous  venons  de  donner  et  qui  ren- 
ferine  la  theorie  gön^rale  de  la  ri^solution  des  probl^mes  dete^ 
min^s  et  ind^termines  aux  d^rivees  partielles  du  premier  ordre, 
il  reste  encore  a  completer  cette  theorie  par  quelques  remarques 
et  k  r^claircir  par  des  exeroples. 

Nous  avons  consldör^  les  äquations  aux  d^riy^s  partielles  da 
premier  ordre  avec  une  certaine  resfriction  dans  leur  forme,  saToir, 
en  snpposant  que  la  fonction  inconnue  t  n'entrait  pas  dans  ces 
^quations  par  elle-m^me,  mais  seulement  par  ses  ddriv<^s  par- 
tielles pi^t  pn*  Si  la  fonction  z  entre  elle-m^me  dans  les  ^oa- 
tions  propo8<^es,  ce  cas  pourra  se  ramener  au  pr^^dent»  aa  moyen 
de  la  transformation  indiquäe  au  §.  14.  En  effet.  si  Ton  met  Tio- 
t^grale  z  sous  la  forme  d*une  fonction  implicite  donnte  par  Te- 
quation 

(a)  F(a?i,,.,  Xn,  2)s=0, 

et  qu*on  diff(^rentie  cette  ^quation,  il  vient 

IL 

(6)p.=.--g^=-— .  en  posant  y„.  =  g^,  9-l-»=-fe- 

dz 
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La  subfititutioö  des  valears  de  pm,  poor  m=:  I,  2,..,.,  n, 
daos  les  ^quations  doiin^es  rameiiera  Celles -ci  ä  une  forme  teile» 
qu'elles  renfermeront  les  n  +  \  variables  independantes  o-i^..,  a:«» 
X,  et  les  därivees  partielles  9i>*.>  9^»»  ^«-fi  de  la  fonction  ¥,  la- 
qaelfe  rreiitrera  pas  elle-m^me  dans  ces  iSquations.  Lorsqu'on  aara 
obtenu  une  integrale  des  äquations  transforroäes,  alors,  en  rejetant 
Ja  constante  qui  y  eutre  par  simple  addition  et  egalant  cette  in- 
tegrale k  z^roy  on  aura  une  ^quation  qui  donnera  une  valeur  de 
z  satisfaisant  aux  equations  non  transformees ,  d'aprös  ce  qui  a 
ete  demontr^  k  la  fin  du  §.  14. 

104.  Comme  exemple  d'application  du  thäor^me  de  Llou- 
ville  ou  de  Donkin  k  des  probl^mes  döterminös  aux  därivees 
partielles    du   premier   ordre,    preuons   la    question   g^om^trique 

suivante: 

Consid^rons  la  ligne  dont  l'equatioM  en  coordonnöes  poJaires  est 

(1)  r  =  F(8inö,  cosö), 

B  etant  l'angle  polaire  et  r  le  rayon  vecteur,  et  en  cbaque  point 
de  cette  ligne  ^levons  une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  cor- 
respoodant.  On  demande  de  trouver  la  trajectoire  orthogonale  de 
ces  perpendiculaires,  c'est-ä-dire  la  courbe  ä  laquelle  ces  perpen« 
diculaires  sont  normales. 

En  prenant  ie  pdle  pour  origine  des  coordonnees  rectangu- 
laires  x,  y,  et  Taxe  polaire  pour  axe  des  x^  l'äquation  d'une  de 
ces  perpe II diculaires  sera 

(2)  xcos  0  4-  y sin  d  =  F(sin  B,  cos  6). 

L'equation  de  la  trajectoire  cherchäe  donnera  y  en  fonction 
de  a:,  ou  vice  versa.  Les  tangentes  des  angles  que  fönt  avec 
Taxe  des  x  la  normale  ä  la  courbe  cherchee  et  la  droite  (2)  ont 
respectivement  pour  expressions 

dx  cos  B . 

dy '  tiiii  ö  * 

ces  tangentes  devant  etre  ^ales,  Fequation  diffärentielle  du  Pro- 
bleme sera 

(3)  sin  ö .  dar—  cos  B.dy  zzzQ, 

II  ne  reste  plus  mainteoant  qu'ä  exprimer  sind  et  cosd  en  x 
et  y^  au  moyen  de  l'equation  (2),  et  ä  integrer  I  equation  k  deux 
i^ariables  (3).    Mais  il   est  ais^  de  voir  que,   quelle  que  seit  la 
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fonoytiou  F,  sin^  et  —  cos0  doiverit  s'exprimer  en  x  ei  y  de  teile 
mani^re  que  la  condition 

dsinß       8 cos 6  _  ^ 

soit  8atiäfaite>  d'oü  il  s'ensiiit  que  le  premier  niembre  de  Tequa- 
tion  (3)  forme  une  differentielle  exacte.  En  effet,  en  faisant,  pour 
abräger, 

sin  ö  =  p,     CO»  ö  =  —  7, 
ecrivous  requation  (2)  sous  la  forme 

—  ^0:  +  /;^— /'(p,  — 9)  =  0, 
equation  a  laquelle  nous  pourrons  joindre  encore  la  suivante^ 

En  designant  respectivemeot  par  9  et  ^4;  les  premiers  mero- 
breti  de  ce8  ^quations^  il  est  aise  de  s'assurer  que  la. condition 

8g)  8t/;       dqf  Siif       dq>  d^       8(p  81/; ^ 

(<p,  ^)-s^-a]i-g^e:^  ■*'878^"'8y8y"" 

est  identiquement  satisfaite.     Par  consequent» 

dl/       dx' 

Prenons  le  cas  particulier  oü  la  fonction  F  se  reduit  ä  une 
constante  a;  alors  requation  de  la  courbe  dounee,  r=a,  represente 
un  cercle.  Le  i^tysteme  des  pcrpendiculaires  est  celui  des  tan« 
^entes  au  cercle,  et  leur  trajectoire  orthogonale  est  la  developpante 
du  cercle.     Les  equations  qui  determiiient  p  ei  g  sont 

en  ies  resolvant,  on  truuve 

Partant,  Tequation  (3)  prend  la  forme 

«// J  .rV^ar*  f  7/*^  — f/^  — «x  it  y  V"a:*  f  «*  —  o*    ,  _ 

x'^Vy^  x^\y^  ^ 

et  le  {iretnier  menibrc  de  cette  equation  doit  etre  une  differentielle 
exacte.     En  effet,  on  peut  Fecrire  sous  la  forme 
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ydx — ydf/       {xdx  +  ydy)  V  ö:^  +  y^ —  a^ 


=  fl.rfarctang^dbi    ^     7l   ^  =  0> 


ou,  eo  posant 


arctang-  =  r,    a?*  +  y'  —  a*  =  «*, 


Or 


/= 


Donc  rint^grale  de  l'äquation  pn^c^dente  est 


av  -t  u^^a  arctang  -  =  const. , 


a  arctang  -  Jr  V^jr*  +  j^*  —  a*  T  «  arctang =  const. 

105.  Prenons  maintenant  un  probl^me  indetermin^  aux  d^ri« 
vees  partielles  da  premier  ordre.  Sapposons  qae  Ton  demande 
de  d^terminer  Tintegrale  commune  des  deux  equations 


&_  _ax_  _  dz    dz__ 

dxi  dxj^  ^  ^^''^'    dx^  dx^  —  ^^  '*'»• 


£0  posant 


dz  ^^  _  ^*  3^  

dFi^P^'  dx^-P^'  ä^-^*'  ä^-^*' 

nous  ecrirons  les  equations  de  cette  maniere, 

Hl  =  pi  p^—x^x^  =s  0,     Äj  =  p^p^  —  ocxoc^  =  0. 
Pour  essayer  leur  compatibilitö,  formons  Fexpression 


0,  -;r. 

+ 

-x^,  0. 

+ 

0,  -ar, 

+ 

—x^.  0 

Pz>    0 

0,     P4 

f..    0 

0,     p. 

Cette  expression  ue  se  reduit  pas  k  zäro  en  vertu  des  äquations 
donnöes;   mais  eile  peut  s'annuler  en  vertu  des  equations  encore 
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inconnues.    Poar  qa'il  en  soit  r^ellement  ainsi,  supposoiw  qauoe 
des  deux  äquations  encore  inconnues  soit 

H^  =  xi pi  -ar^Ps-l-A-sPs  -  *4P4  =  0. 

La  condition  (Kli ,  H^)  est  maiiiteuant  rempliej  et  il  reste  k  exa- 
miner  si  les  expressions 


(#,.»,)= 


0.   Pi 

+ 

Pt>  ^l 

— «4.— J»« 

0.    P, 

+ 

+ 

0,     -a;. 

Pu  a^s 

=  -PIPZ  +  ^»«4  -Pl/'S  +  ^ta?4  =  —  2Äi, 


0,      -a:^ 

(Ä„Ä,)=  +  +  + 

0,     Xi  p^f—^%  0,     «,  p^,    -0:4 

=  -  ariar,  +Pafi4— «i^a  +P«P4  =  2Äi» 
peuvent  se  räduire  ä  z^ro. 

Or,  il  est  ^yident  qu'elles  s'anuulent  en  vertu  des  ^quatioDs 
donn^es;  donc  les  ^quations 

£^1  =  0,    i/.  =  0,    ^3  =  0 

sont  compatibles  et  adniettent  une  integrale  commune»  qui  con- 
tiendra  dans  son  expression  la  plus  compl^te  4<— 3-|-l  =2  cod* 
staotes  arbitraires.  Fassons  k  la  d^terniination  de  cette  int^ale 

Pour  ramener  au  plus  petit  nombre  possible  de  variables  les 
equations  a  integrer,  r^solvons  les  equations  pr^c<Sdentes  par  rap- 
port  k  pi,  p^  ps*    ^^^  äquations  //|  =0,  Ä^  =  0  on  tire 


arfla?4 


£1^ 

^--^' 


En  substituant  ces  vaieurs  dans  l'^quation  H^  =  0»  on  obtient, 
pour  la  d^terniination  de  p^,  une  ^quation  du  second  degr^  on  peu 
compliqu^e.  Par  suite,  il  est  pr^f^rable  de  caiculer  une  de  ses 
racines  (ce  qui  nous  suffira),  de  la  maniere  suivante.  MaltipliaDt 
entre  elles  les  Equations  donoöes 


il  vient 


d'oü  Ton  tire 


Pi  Pi  =  ^«^4»     ^1  ^s  =  P%P4> 

Pl^l  -Ps^a  =  Pt^2-P4^4> 


Pl^l^  P4^4  _  Pl^l  —P4p^4 

P%^2      Pa^a      Pä*«— Pa^a 
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Ot,  d'apr^s  r^qaation  H^  =  0^  on  a 


donc 


p4a?4 

P8  =  -^-«»- 


Mettant  cette  yaleur  dans  Texpression  de  pi ,  il  vient 
OD  a.  de  plus. 


Pour  determiner  ensuite  T^quation 

fip^f  ^u  ^%*  ^s»  ^4)  =  const, 

qni  doit  foarnir  Fexpression  de  p^  an  moyen  des  yariables  ind^- 
peodantes,  il  faadra  integrer  simultan^ment  les  trois  ^quations 
iineaires 

(pi — »1,  /)  =  0,    (ps—  »a.  /")  =  0,    (ft— »s,  /*)  =  0. 

Les  systönies  d'^quationa  difförentielles  ordinaires  correapondants 
aux  deax  premi^res  de  ces  ^qoations  Iineaires  sont 

^  —  _i?54_  — ,  1^4    <fcPa _     €lx^    _  dp^ 
1    ""  x^x^    "^  0  *     1    *^    ari^g   ""   0 

P4*  P4* 

Par  saite,  rint^grale  9=p4=  const.  sera  eommone  aux  deux  pre- 
mi^res  ^uatioos  Iineaires.  En  la  mettant  dans  la  troisi^me  k  la 
place  de  f,  on  aura 

(;i8-«3,  v) -  g-~  -  -  -  -  qPi. 

DoDc  rint^grale  commune  aux  trois  äquatlons  lin^atres  s'obtiendra 
par  riot^gration  de  l'^quation 


et  sera 


log  <p  ^  logOTs  =  const. ,    ou    —  =  const.  =r  c. 

^8 


Par  consöquent, 
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Donc 


P4  =  «^a,    pi  =  —  ,    pj  =  ~  ,  ;?3  =  cue^. 


Pidacx  +p2da^2  -{-p^dx^  ^p^dx^ 

= +  a  {x^dx^  +  a:8«^4)- 

En  int^grant,   on    tire  de   \k  l'int^grale   commune   cherchäe   des 
eqaations  doiinees, 

X\X^ 

z  = +  ax^x^  +  const. 


§.  24. 

106.  CoDsid^Tons  Tapplication  de  Tinti^gration  simultanere  aux 
equatioos  unfaires  par  rapport  aux  d^rivf$e/i  partielles  do  premier 
ordre.     Supposoos  que  les  equation  donnäes  soient 

rxi(»)  pi  +  aa(i)  p^  +    •  +  fl«-i^'>  P«-i  +  «»^^^  p«  =  0. 

en  posant 

dz  dz 

et  d^signant  par 

m.n  fonctions  donn^es  des  variables  indäpendantes  Xi,..,  x%* 

Nous  repr^senterons  les  premiers  membres  de  ces  äquations 
de  deuz  manieres :  soit  par  les  iettres  correspondantes  H^ ,..,  Hm, 
soit  par  les  symboles  il|(z)^..,  Am{z).  Dans  le  second  Systeme 
de  notations,  le  r^sultat  de  la  Substitution  d'une  fonction  quei- 
conque  9  ä  la  place  de  z  dans  ia  preroiere  equation,  par  ezerople, 
sera  exprim^  par  A^  ((p) ;  le  räsultat  de  la  m^me  Substitution  dans 
In  demiere  Equation  sera  Am((p)' 

107.  En  admettant  que  les  ^quations  donnees  soient  aigebri- 
quement  coropatibles,  il  faudra  examiner  si  les  expressions  (Hi,  Hk) 
ponrront  ^tre  räduites  k  z^ro  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,...,  m 
des  indices  i  et  k. 


Digitized  by  VjOOQIC 


aux  dMviet  partteUe»  du  prämier  ordre.       CA.  VI,  g.  24.   409 

Ces  expressioos  seront  ^videmmeot  des  fonctioos  linäaires 
par  rapport  k  Pi,..,  pm,  dont  la  fonne  ginirale  s'obtient  üsömeot 
comme  ii  sait.  D'aprds  la  formule  da  commencement  du  §>  16,  on  a 


(ff*.  Hk)  = 


0,(0 


aa,(*)        ^      .   8a.-i(*)  ^  aa»W  ... 

■8ir'''+- +"äi;r^-»+-si7'^  "•'' 

En  gfoapant  ensemble,  dans  le  secoDd  membre  de  cette  ^gaüt^, 
les  termes  qoi  contienneot  en  facteurs  communa  les  quantitös 
Pi  >••••>  pu»  6t  appiiquant  la  ootatioo  indiqaee  daos  Tart.  pr^., 
il  vieot 

{Hu  Ä)  =  [A(ai(0)-.4i(ai(*))]pj+ 

+  [^(«1.-1«)- ^(0— iW)]p.«i  +  [A(a««)- A(a«(*))l/i«. 

On  voit  par  14  qae  lea  expressiona  (Hu  Hu)  se  r^duisent  k 
z4$ro:  P  CD  vertu  des  äquations  donnees,  si  elles  se  räduisent  ä 
des  fonctions  Unfaires  homogenes  de  quelques^unes  des  qaantit^s 
Hi,,,yUm\  2^  ideotiquement,  si  les  coefficients  de  Pif,pn  dans 
ces  ^qaations  sont  nois  s^par^ment  Si  elles  ne  s'annulent  d'au* 
eune  de  ces  deux  niani^res,  alors,  en  ^galant  ces  expressions  ä 
zero,  on  ajoutera  aux  ^quatious  linöaires  donnöes  d'autres  ^qua- 
tions  ägaiement  lin^aires. 

En  appiiquant  pareillement  ce  caicul  aux  nouvelles  ^quations 
IiD^aires  que  Tun  vient  de  former,  sopposons  que  Ton  ait  ajoutö 
aox  ^quations  donnees  en  tput  r  ^quations 

^«+1  =  0,     Ä«+2  =  0,..,     i5^m+r  =  0, 

m-fr  n'i^tapt  pas  plus  grand  que  n,  et  les  conditions  {ffu  Hk)=0 
etant  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  1,  2»...^  m  +  r  des  in- 
dices  i  et  k.  On  poorra,  dans  ce  cas,  trouver  une  integrale  satis- 
faisaat  sttnaltan^ment  aux  öquations  donnöes,  et  dont  rexpressioa 
compl^te  contiendra  n — m  —  r+l  constantes  arbitraires,  y  coro* 
pris  Celle  qui  y  entre  par  simple  addition;  et  de  cette  integrale 
OD  dödaira  trös-simplenlent  Texpression  de  riotögrale  la  plus  ge- 

27» 
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D^rale^  renFermant  one  fonction  arbitraire  de  n-^m^r  Tonctions 
donnitos. 

108.  La  marche  du  caicul  de  Tint^grale  coroptete  a  ^t^  ex- 
posöe  pr^cödemiDent  dans  ud  cas  plus  g^n<&ral  eelui  des  ^quatioos 
aimoltan^ea  non  Unfaires,  et  eile  s'applique  ici  «ans  modifieation. 
Poor  montrer  aealement  rapplicaüoD  de  la  noovelle  forme  des 
cooditions  dlnt^^grabilitä»  prenons  un  exerople  particulier:  TrooTer, 
a'il  e9X  posfiible»  une  iotögrale  aatisfaisant  simaltaoiSmeDt  aoz 
deax  ^uatioDS  Unfaires 

ü,  =  I  +(«irf  +y~ay)  ^  +  (irf-y)  ^^  =  0. 

Poar  esaayOT  lear  compatibiliM,  reprteeatoM  par  ^x)  et  B(t) 
les  Premiers  membres  de  ce«  ^qoations,  et  formoiM  l'expreuioo 

(Ä»  i5ro=   M(0)-Ä(i)]^+M(i)-Ä(0)]^ 

Les  denx  premiers  termes  sont  nuls;  poar  calculer  les  aatres,  ob 
troave 

ii  (an««— y— ary)  =  11«— y  +  (f  +  «jf +  «)ar<  +  (y +«— ar)*m 

^(irf^y)  =  (<+:ry  +  a:u)<  +  (y  +  ii-3j:)ii, 
l»(y+ii-3a?)=:  l  +  (anf<+y-«y). 

En  portant  ces  yaleurs  daos  les  coenicients  de  l'expression  pre- 
eMente,  od  la  ramöne  ä  la  forme 

(«y<+i*+««+yii-a"  +  «y-y-l)(a:^  + 

II  est  elair»  d'aprte  cala»  qne  la  condition  (U^  Ai)«0  «era  satis- 
fidte»  sl  Ton  pose 
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En  repr^0eotaDt  le  premier  membre  de  cette  deraidre  ^qoa- 
tion  par  C  (z),  il  vient 

(1/,.  ü,)  =  M(0)-Cil)] g  +  M(0)-C(0)]^ 

+  [A{x)  -  C(<  +  «y+«ti)]^  +  [A(})-C(s  +  «-3«)]  ^; 

(tf,.  £y = [ff  (0)  -  cm  g + [ff  (0)-  Cd)]  I 

V  [B{x)-C(xHHi,-xy)]  ^  +  [ff  (l)~C(«<-y)]  %• 
Or  00  a 

/!(*)=  I,      f:(<  +  a:,  +  «tt)  =  ar«+l,    C(y +it-3x):=ar, 
£(x)x=0.     C(in.«  +  3y— «»)  =  «»/  + arte,        C(irf— y)  as«<  +  «. 
Oonc 

(ff,.  Ä.)  =  -  ;c«  1^  -  :c  I  =  -  *Ä„ 

(*„  Ä,)  =  -  (ar««  +  x«)g^-(ar£+u)  ~  =  -  (:r<  +  ii)i?a. 

Partant,  les  conditions  (£/,,  if,)  =  0«  (/fj,  ifa)  =  0  soDt  aatis- 
faites  en  vertu  de  l'^uation  H^  =  0. 

Ainai  lea  trois  öqaations  lin^airea 

jy,  =0,    //,  =  0.    A  =  0 

remplissent  tootes  les  conditions  d'intögrabilit<$.  Donc,  confor- 
iD^roent  aux  conclusions  de  la  tböorie  gön^rale»  Tinti^grale  qui 
cooviendra  simoltan^nient  k  cee  trois  äquations  devra  Gontenir 
dang  soo  expression  complöte  deux  coustaotes  arbitraires  (dont 
ooe  par  simple  addition).  De  cette  integrale  compl^te  on  d^duira 
Tintegrale  la  plus  gän^rale,  expriniöe  an  moyeu  d'une  fonction 
arbitraire  d'une  certaine  fonction  donnäe. 

Cherchons  d  abord  Tint^grale  compl^te.  En  posant»  pour  abr^ger, 

dz  hz  dz,  dz 

döterminons»  k  l'aide  des  ^quations  pr^cödentes»  les  expressions 
des  trois  prenii^res  de  ces  quanttt^s  en  fonction  de  la  quatriöme 
et  des  variables  ind^pendantes.  Si  Ton  d^igne,  pour  abr^ger, 
ces  expressions  par  c»|»  a^  cos,  on  aura 
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D'apr^s  cela»  pour  döterminer  TiSqaation 

f(P^  ^f  y>  U  «)  =  const, 

qui  donnera  la  valear  de  ^4»  cherchons  nne  intögrale  conmuDe 
des  trois  ^quatioas  lineaires 

(Pi-«>i»/)  =  0,    (ft-«a./')  =  0,    (ft— •••/)  =  0. 

Les  syatömes  d'öquations  simoltanöes  ant  difförentielles  ordiDaires 
correspoodantes  aox  ^quatioos  preciUlentes  «eront 

dx  _^     du dp^        dy  ^     du dp^ 

"*  3p4         ^iT  ""  'dp^         du 

dt  _^     du dp^ 

d/74         die 

d(Di         ^01«        diD*        ^ 

Or,  cooime  od  a  -g—  =  -g—  =  -g—  =  0,  TiDtögrale 

f=:p^=z  const.  =  a 

cooviendra  ä  cbacun  des  trois  syst^mes  d*^quatlons  stmultan^es 
et  k  chacune  des  trois  equatioiis  unfaires  pröcedentes.  Par 
soite,  les  expressions  des  d^riv^es  partielles' de  ia  foDction  cber- 
chee  z  seront 

pi  =  —  (3a?«  +  t)a,    p%=^^yct,    p*  =  -  xa,    p^  =  €u 

Donc 

dz  —  ^a  [(3ar«  + 1)  dx  -t-ifdtf + xdt — du], 

d'oü  Tod  tire«  en  integranf,  Texpression  de  Tintögrale  complete 


zz=za  (u  —  x^  —  xt  — *«"^  + 


const. 


Enfin^  Texpression  de  Tint^grale  la  plas  g^n^rale  peat  4tre 
donn^e  sous  deux  formes:  soit  au  nioyen  des  ^qaations 

soit  aa  moyen  de  reqoation  uniqoe 
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ISS  »(ii  — «•-•«£—%'), 

ff  d^signant  dans  les  deux  cas  one  fonctloo  enti^remeot  arbitraire. 
II  est  i^Tident  qiie  ces  deoz  expressions  de  l'iDtegrale  gÖD^rale 
sont  ^uivaieotes  entre  elles. 


§.  25. 

109.  Daos  le  problöme  pröcödent»  nous  avons  fait  nsage  de 
la  forme  particaliöre  qae  prenoent  les  coiiditions  d'int^grabilite 
des  ^uations  siinultanees  linöaires  aax  d^riv^s  partielles  da  pre- 
mier  ordre.  U  e^t  ii-propos  de  sigoaler  encore  Ici  nne  autre 
forme  de  ces  m^mes  conditioDS»  dont  Jacobi  s'est  servl  ponr 
etabllr  ie  Theoreme  foodamental  I  do  §.  17. 

Prenons  deax  expresslons  Unfaires  par  rapport  aax  diSrivöes 
partielles  de  la  fonction  z, 

öz    .         82  .        St 

^85r  +  ^*ai;+- •+"-aS' 


.     3*    .   .     Sz  dz 


Ol,  Og,..,  On  et  6|,  A^,..»  ön  d^signant  des  fonctions  de  ai9.»,Xn, 
et  repr^sentons  la  premi^re  de  ces  expressioos  par  A(x),  la  se- 
Gonde  par  Biz). 

On  peat  coDsidörer  A  et  B  comme  des  signes  d'op^ratlons 
eompletement  d^termin^es,  et  Dommer  la  premi^re  de  ces  Opera- 
tions rop^ration  A,  la  seconde  Top^ration  B.  Ed  soamet- 
tant  k  Topöration  A  une  fonction  quelconqae  z  des  variables  Xi,., 
..,  Xuf  noas  obtiendrons  pour  räsultat  une  noovelie  fonction  des 
m6roes  variables»  sur  laquelle  nous  pourrons  effectaer  Top^ration 
B.    Reprösentons  symboliquement  par 

le  rösaltat  de  ces  deux  Operations  successives.  Si  Ton  exäcute 
les  m4mes  Operations  dans  Tordre  inverse,  on  poorra  repr^senter 
le  nooveau  rösultat  par 

Voyons  qaelle  sera,  en  g^nöral,  la  diffärence  de  ces  deux  rösaltats. 
On  a 
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+  *•  \ai^  8;r,  +  ajt,  aar,  +--+a«,  Öar. 

j.         8«»     .         8%     .      ^      8«xl 
ou 

B[^(z)]=     Ä(«.)^+Ä(o.)^  +  ..  +  B(«.)^. 

+  . .  +  (bn^i  an  +  Ä«lf«^i)  g^^^^g^^- 

Oll  trouve  de  ni^roe 

+  "»*•  8V  ■•■  "«^  S^' + •  •  ■•■  ""*"5^« 

d*z  9*z 

+  K*«+"«*i)gipä^  +  ••+^''»*-+*'"*'>8i^ 

8*z 

+  ..  f  (0.-1 6.  +  «-N-Og^^^g^^- 

El)  comparant  ces  deux  expressions,  on  remarqae  qa«  cen 
de  leors  termes  qni  renfermeot  les  döriv^es  dn  second  ordie  it 
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la  fonetion  t  000t  identiqaes  de  parf  et  d*aiitre;  dene»  si  Ton  soue* 
trait  ces  expressions  Tane  de  Fautre,  ees  ternies  se  dötroiront»  et 
la  diffr^rence  sera  exprim^e  par  la  fonetion  linöaire  auivante  des 
d^riv^ea  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonetion  z, 

'b[A(z)]^A  [ä(i)]  =  t  ä(«,)  -  ^  (6i)  I  I^ 

+tl»(a,)-^(ft^|^+....+|Ä(cr„)-^(6.))~^. 

JIO«    D^signons  maintenant  les  d^riväes  g — » •  •  •  »   g-~  re- 
spectivement  par  Pi,..,  fi«,  et  posons 

«iPi  +-*  +  ««P«  =  -^  W  =  B, 

Daprds  C6  qoi  a  6i6  d^noiontre  au  §.  24,  art.  107,  nons  aarons 
(»,  G)^{B(ai)^A(bO\pi+...+{B(an)-Aibn)\pM. 

En  compajrant  ce  rösoltat  k  ceiui  de  Tart  pr^^dent»  U  s'ensuit 
qae  Ton  a 

(#,  G)^B[A(x)]^A[B(z)l 

On  en  conclut  que  les  denx  ^quations  iiai^aires 

A(t)  =  0,    fi(i)  =  0 

seroot  compatibles«  si  la  coodition 

B[Aiz)}  =  A[B(z)} 

est  satisfaite»  et  il  est  övideot  que  cette  nouvelle  forme  de  la 
conditioD  d'intögrabilit^  des  ^quations  linöaires  simnltanöes  est 
(äquivalente  k  la  pr^ctfdente. 

III.  Gone^aaence.  —  Supposons  maintenant  que  q>,  ^  et 
X  repräsentent  des  fonctioos  quelconques  des  Tafiables  ^1,..»  Xn, 
Pif*  Pn»  et  prenons  denx  expressions  linäaires  par  rapport  aux 
d^iT^s  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonetion  2,  de  la  forme 
Buivante, 

Au^^(n.   ,^^^Ji     ^A^.    +^iL_|SLiL 
»/\       i^     \      ^   ^      8*   8z    ,     ^  8^   a«      d^   dt 


Digitized  by  VjOOQ IC 


416  Imscäeneiskp:  Sur  tinUgraikm  dei  egnaUons 

£o  vertu  de  la  farmule  dtowiMe  plus  baot  (art  109)»  on  a 

(«)  B[A(z)]^AlB(z)] 

=2{f<S)-<©i|-Kl)--(DÄl- 

Or  A(t)  =  (9»,  z),  Bit)  =  (t|»,  *);  dooc 

B[A(t)]  =  [i|s  (g>.  «)].    A[B(t)]  =  [9,  (t,  «)]. 
et 

ÄM(t)]-J[Ä(i)]  =  [*.  (V,  .)]-[v,  (♦,  »)] 

=  [♦.  (9»  »)]  +  [9.  (vi»)]. 
De  plus, 

par  coDstfqaent,  en  vertu  de  la  Torfflule  (4)  du  $.  16, 

de  tn^me 

D'apris  cela,  l'^galit^  (a)  prend  la  forme 

[^.  (9.  «)]  +  [9».  (*.  *)] 

=  £1  \"air  ^  — W  S5j)  =  - f*'  (^'  »>3' 

oa»  en  faisant  passer  tooa  lea  termes  dana  le  premier  membre, 
[%  {(P.  «)]  +  [9v(*»  *)]+[**  (%  9)]  =  0. 

112.  Teile  est,  eo  substance»  la  demonstratloD  qoe  Jac6bt 
a  donnöe  de  cette  propositton  (Nova  Methodus,  §§.23. — 26.). 
Mais,  comme  cette  dämonatratlon  est  ^troitement  li^  k  la  tb^orie 
de  r Integration  des  <^quations  Un<^alres  simnltanöes  anx  d^rivees 
partielles  du  premier  ordre,  j'ai  cru  präförable  de  la  presenter  en 
m^me  tempa  qae  Texposition  de  cette  partie  de  la  m^tbode,  et 
j*ai  donnö  plus  baut  (§.  17)  une  autre  dämonstration,  qni  ni'a  semble 
n'dtre  pas  plus  compliqu^e  et  se  döduire  imm^diatement  des  pro- 
priötös  fondamentales  des  expressioos  de  la  forme  (g>,  tp). 
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RemarqiAoiis  q«e  C6  Th^oröne  <$tait  66jk  c%nwä  avant  la  pn* 
bücatlott  dl»  fai  ,,Noavelle  möthode''  de  Jacob  i.  Ed  etfet»  daas 
le  Memoire  cito  plus  haut  (§.22)  de  Donkin^  „On  a  ClaM  of 
Differential  Equations,  etc.^S  on  tronve  ce  Tb^or^me  (page  92, 
Section  11,  §.21),  et  au  bas  de  la  pageTl,  il  est  mentionn^  parmi 
les  rÄBuitats  tronves  poar  la  premi^re  fois  ou  demont/^a  d'une  tna* 
ni^re  noovelle  par  TAiitear. 

La  dämoostratien  de  Denk  in  poorrait  platzt  ^e  coDsid4rde 
comme  une  ▼^riGcation  du  Th^or^me  en  question*  Da  raste,  k 
caose  de  aa  bri^vet«^,  eile  peut  <&tre  utile  pour  une  ezpealtiMi 
abrög^e  de  la  tb^rfe  de  Jaeobi;  c'eat  pourqnoi  je  peaae  qu'il 
ne  aera  paa  superflu  de  la  rapperter  ici. 

113.  oVla^rime*  S\  p,  g,  r  sont  des  fonctioos  quel- 
cooques  des  in  ▼ariables  Xi,.,,  a?«,  yi»..»  yn»  od  a 

(«)  [(P,  V),  r]  +  Ug>  r),  p]  +  [(r,  ^,  j]  =«  0. 

„Si  Tod  d^veloppe  cette  expression«  il  est  Evident  qae  chacun 
de  ses  ternies  se  conipose  ^u  produit  d'ane  d^rivöe  du  secood 
ordre  de  Tune  .des.  fauetions  p,  q,  r,  par  des  däriv^es  du  premier 
ordre  de  cbacuae  des  deux  antres  fonctioos. 

,y  Cbnsid^rohs  les  termes  contenant  des  d^rlviSes  du  second 
ordre  de  p;  lls  seront  de  Tone  des  formes 

8^     dq    Sr        g»p      dq    dr         3^      8£«    ör 

t  peupanl  '^tre  ^§tA  kj,  et  ofaacon  d*eux  proviendra  da  prenier  ou. 
da  troial^nia  terme  de  r^quation  (a). 

„tiO  exaroinant  maintenant  ebacune  de  ces  formes»  il  est  ais^ 
de  voir  que«  pour  cbaqne  terme  provenant  du  premier  terme  de 
räquatien  (ä),  il  ae  ttoave  mt  terme  semblable,  mais  affectä 
d'nn  eigne-  eontraire,  t>rovenant  do  troisi^me  terme  de  eette. 
equation;  et  comme  la  möme  cbose  est  vraie  pour  les  termes  oü 
entrent  les  d^riy^es  secondes  de  9  ou  de  r,  il  s'ensuit  que  le 
premier  membre  de  l'^qnation  (a)  tout  entier  se  reduit  identique- 
ment  k  zero.    Donc  le  Tbäor^me  est  dömontr^.*' 


5.  28. 

114,    Considäk'ons  .encöre  rapptication  de  la  m^tbede  d*intä- 
gratioo  dfea  4quatlöns  slmultan^es  aux  ddrivdes  paitietle^  du  pte* 
mier  ordre  k  Ul  dötermlnation  des  conditions  d'Int^grabilMlitmi^dfate 
Theil  L«  28 


Digitized  by  VjOOQ IC 


418  ImBckenettkp:  Sur  tMSgraUöm  de$  ^quaümi 

d'ane  expression  difförentielle  conteoant  vne  variable  iod^odaote, 
et  des  fooctions  de  eette  yariable  avec  leurs  d6m6^  d'ordres 
qneleonqiies. 

Cette  qnestion,  qai  a  ^te,  comme  od  sait,  resolae  par  Euler 
et  par  Condorcet,  et  dont  Lezell,  Lagraoge,  Poisson, 
Sarras»  BeTtrand»  Bioet  et  d'autres  g^om^tres  cot  faitTobjet 
de  lenra  recberehee,  präsente  une  application  facile  et  iotöres* 
saote  de  la  thäorie  qoi  dous  oecope.  La  nonveUe  mätbode  de 
Solution  peut  ^tre  compar^e,  sous  le  rapport  de  la  simplicit^  ^t^- 
mentaire,  k  celie  qui  a  dt^  donnde  par  Condorcet*)  et  perfec- 
iionnde  par  Sarrus**);  et  tandis  qo'elie  fonrnit  abBolnmeot  de 
la  m^me  mani^re  les  expressioos  des  döriTdes  partielles  dn  pre- 
mier  ordre  de  la  fonction  ehercb^e  par  rapport  ä  toutes  les  va- 
riables  qui  y  entrent^  eile  ram^ne  la  dötermination  de  cette  ^on^ 
tion  ä  Tint^gration  d'une  diff^rentielle  totale.  Mais«  avec  cela, 
on  obtient  Tnoe  apr^s  Tautre  toutes  les  conditions  qai  doivent 
^tre  necessairement  remplies  par  la  fooction  dounöe  poor  qu'eile 
soit  la  ddrivde  exacte  d'une  autre  fonction.  Si,  dans  le  cas  donne, 
Texistence  de  cette  demiöre  fonction  est  d^montrde  inipossibte, 
on  s'en  aper^oit,  en  gdndral,  avant  d'arriver  ä  la  condition  conoue 
d'Euler»  laquelle  s'obtient  la  derni^re  dans  notre  mdtbode.  II 
est  k  propos  d'observer  que  cette  condition  est  donode  ici  soos 
nne  nouvelle  forme  symbolique«  doublement  remarquable. 

Pour  compläter  la  Solution  d'apr^s  cette  nidtbode,  il  oe 
resterait  plus  qu'ä  trouver  an  moyen  simple  pour  ddmontrer  qoe 
toutes  les  conditions  n^cessaires  sont  remplies»  d^s  que  la  god< 
ditioD  unique  d' Euler  est  satisfaite.  En  Fabsence  d'nie  teile 
d^monstration  f  on  doit  en  attendant  donner  la  prdf(^eDGe,  pour 
la  Solution  du  probUme  proposd»  aux  mdtbodes  rooins  directes  et 
moins  simples  du  Caicul  des  variations. 

Le  procddd  indiqud  ci-dessus  est  du  k  Boole***)»  qai  prä- 
sente ce  Probleme  corome  exerople  6fi  l'application  de  la  radthode 


*}  Dans  son  Caicul  int^graL  Voyes  ansti  IiarrolXj  TraiU 
dn  Calcal  differentiel  et  du  Calcnl  integral,  tome  IL,  pag.SS^ 
—  249. 

**)  Annale«  de  Math^matiqaes  de  Oeryonne»  come  XIV. 
Voyez  BOffi  Todhitnter,  History  of  the  Progresf  of  tbe  Cil- 
culo«  of  Variationf,  p.  628 — 529. 

***)  Dane  «OD  Memoire  »»On  fimaltaneone  Differential B^oe- 
tioof  of  the  first  Order»  et&<<  (Philoaopliical  Traneactiooi, 
1862»   Part  J»  p.  463). 
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doDn^e  par  lui  pour  riot^gratlon  des  ^quations  simuitanäea  da 
premier  ordre  aux  diff^rentielles  ordinaires»  dana  lesquelles  ie 
Dombre  des  yarlables  surpasse  de  plas  d*ane  unitö  Ie  nombre  des 
equations.  Mais  on  yoit,  d'apr^s  ses  recherches^  quo  cette  ques- 
tion  g^närale  est  iStroitement  li^e  avec  Ie  probl^nie  de  rintögra* 
tioD  6eB  äqoations  linöaires  simultanöes  aax  döriv^es  partielles  du 
premier  ordre.  L'Auteur,  ne  consid^rant  pas  ee  dernier  probtöme 
i  ee  peiat  de  vae  commuD,  que  Boor  a  indiquö*)^  applique  les 
coaditioos  de  compatibilit^  des  denx  öqaatioos  lin^ires 

»  =  2l(2)  =  0,    G  =  Ä(s)  =  0, 

exelasivemeot  sons  la  forme 

B[Aiz)]=zAlB(z)l 

00«  salvant  son  modo  de  Dotation, 

(AB--BA)x-0. 

A  la  suite  de  cela,  dans  l'appIicatioD  au  probidme  coosid^rö,  il 
iDtrodoit .  toate  une  s^rie  de  symboies,  qui,  tout  en  permettant 
d*exprlmer  la  soiation  sons  une  forme  trds-condensöe,  lui  6teot 
eependant  TaTantage  de  la  clartä  et  de  la  simplicitö  dösirables. 

J'adopterai,  eo  cons^qoence,  Ie  mode  d'exposition  de  Ber- 
trand, qui,  dans  one  de  ses  legoos  professees  au  College  de 
France,  en  J863^  a  remarquö  que,  dans  Tapplication  au  probidme 
aetnel,  il  vant  mieux  faire  usage  de  la  condition  de  compatibilitö 
des  äquations  Uneaires  sous  la  forme  (ZT,  Cr)  =  0,  et  a  fait  yoir 
comment  on  d^duit  la  condition  d'Euler  dans  Ie  cas  particulier 
oü  Fexpresslon  difförentielle  donnäe  contient  une  variable  indö- 
pendante,  one  fonction  de  cette  variable  et  les  däriv^es  de  cette 
fonetion  josqu'au  second  ordre.  Je  traiterai  la  Solution  de  la 
question  sous  sa  forme  g^n^rale,  parce  que,  dans  Ie  cas  parti- 
cnlier  considöre  par  Bertrand,  on  n'apergoit  pas  certains  cötäs 
de  la  question  qui  ne  sont  pas  sans  intär^t. 

115.  En  reprösentant  par  x  la  variable  indöpendante,  par  y 
une  fonction  de  cette  variable,  et  par 


*)  Dan«  Ie  Memoire  ciCe  pla«  haut  (art.  90).  Ce  Memoire  ayant 
paro  an  m^me  moment  que  Ie  trkvail  de  Boole,  il  est  probable  que 
Gttlai-ei  n'en  avait  pae  ea  connaissance. 
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les  ft  premiöres  d^riv^es  de  cette  fenction,  8oit 

rexpresston  dono^e,  et  proposons  •  nous  ee  probUme: 

Döterminer,  8*tl  est  possihle,  one  fonction  V  de«  Fariable« 
^9  y»  9^9 "9  y^^\  ^^h  etant  diff^renti^e  par  rapport  ä  jTj  bod-scq- 
lement  en  tant  qoe  x  y  entre  explicitemeDt,  male  amsi  eo  taot 
que  X  eotre  dans  les  fonctiens  y^  y\"»  y^"^  reproduise  Tespree- 
slon  F. 

dV 
Employons  la  notation  -j-  pour  d^signer  cette  diMv^e  totale; 

Dous  aarons 

et  l'öqai^tioD  fondaroeotale  du  probl^me  sera 

Remarquons,  en  outre,  que: 

P.  Si  la  fonction  V  c^tait  ddja  connue,  l'^qaation  (1)  devien- 
drait  identique»  la  fonction  y  restant  eoropl^temeDt  ind<§teriniDee. 

Or  F  oe  contient  pas  y("+*^;  donc  le  terme  ör*;^)^^*^^^ »    ii*a.yaBt 

aucun  terme  semblabte  ä  lai  ni  dans  le  premier,  ni  dan^  le  se- 
cond  membre  de  l'eqoation  (1)»  doit  s'annuler  de  Ini-m^me.  On 
doit  donc  avoir  oecessairenient 

(2)  |;&,  =  o. 

2^.  II  est  evident  que,  si  la  fonction  donnee  F  provient 
effectivement  de  la  difförentiation  conipUte  d*ane  aotre  foDction 
V  par  rapport  k  x,  F  doit  ^tre  de  forme  unfaire  par  rapport  a 
y^*\  puisque  cette  forme  est  celle  du  premier  membre  de  T^^qua- 
tion  (]).     Par  suite,  il  iaut  que  Ton  ait 

A  ei  B  etant  des  fonctions  de  o;,  ^,  y»«-f.  9^*~*^;  et,  ponr  qoe 
requation  (1)  solt  vörifi^e  identiquement  pour  toute  vaioor  de  y, 
on  devra  poser  encore  la  condition 
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£  poavaot  facileroeiit  s'exprimer  au  moyen  de  K    En  effet,  en 
diflÜrentiant  pärtieliemeDt  les  deux  membre»   de  l'^galit^  (a)  par  ^ 
rapport  k  yW,  il  vient  - 

Par  8oite>  ai  Toii  reprteeate,  ponr  plois  dersimpticitö,  par 

F*,     Fy,     F(i)^     F(t),v  •»     '^(«-i)>     F(») 
les  dMv^s  partielles 

8F      8F      8F      8F  .  8F  ÖF 

8«'    8if'    8y''    V"    5^0^=1)'    ^^' 

et  qoe  Ton  adopte  penr  fes  iMrtv^s  partielles  de  F  ane  aotatioD 
analogue;  les  trois  äquations  do  probl^me»  ^xprim^ea  ^u  moyen 
des  däriT^es  partielles  de  la  fonction  V,  seront 

(1)  H  =  Fx+  Fy^  +  Fö)y^+..-4^F(.-i)^)  +  F(«)Sf(H-i)«f=0, 

(2)  G  =  F(.)=0, 
(3)Ät=  F(-i)-F(.)=0. 

116.  Ayaot  ainsi  trois  ^qoations  simultanes  mfx  däriv^s 
partielles  du  premier  ordre,  il  faudra,  pour  lesint^rer,  applYqoer 
la  m^tbode  expos^  dans  les  paragrapbes  pr^c^dents.  Pour  cela, 
Gonsidärant  If,  G,  Hy  comme  des  fonclions  des  2^(11 -f  2)  Tariar 
blesor»  F*,  y,  Fy,  y\  F(i),..,  yW,   P(,),  formons  les  expressions 

(Cf,  .£fi)-^^* 

La  pramidre  se  rtiuit  i  a^ro,  cto  ?ertu  de  r^qtiatiqn  Bx^^* 
La  seconde  est  identiquement  ögale  ä  zöro,  puisque  F(n)  =  ^^  et 
qne  B  ne  contient  pas  y(">,  dW  ils'ensuit  que 

8F(n)  ^  »g  _  n 

8yii.)_-8j<«)-"- 
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La  troiat^me  ezpresaioo  ne  «'annale  ni  identiqaement,  iii  ea  verta 
des  ^qaations  donni^ea;  roais  eile  contient  la  dMvte  partielle 
F(».fli)  de  la  fonction  cherch^e.  En  la  posant  donc  4gale  k  i6ro, 
on  ajoutera  aus  ^qoations  donni^ea  nne  qaatriöme  ^qoatton 

Si  Ton  renarque  que»  dans  cette  ^uatlon,  on  a 
on  ponrra  öerire  cette  öquatlon  aoaa  la  forme 

dF{n 


iy,«F(^„  +  ^-F(..i,  =  0. 


ou 


en  faidant,  ponr  abr^ger 

-  dF{n) 

•iH.a  =  F(«-i) 2^. 

117.    On  tronve  ensuite 

La  premi^re  de  cea  ezpresaions  est  identiquement  nulle,  comme 
on  peat  le  dt^montrer,  seit  en  se  fondant  sur  T^galit^- (a) ,  seit, 
ce  qui  est  pr^f^rable»  par  une  autre  mtfthode,  qui  s'appliqnera 
plus  tard  h  d'autres  cas  analogues,  ponr  lesquels  Teniploi  de  la 
premi^re  möthode  prösenterait  des  difficult^s.  En  effet,  par  le 
Thöor^me  I  du  $•  17»  on  a 

(G,  £«=:[€?,  (Ä,  £ro)  =  -  [B,  (H,,  G)]-[ffu  (C.  mi 

Or  on  a  (G,  BO  =  0,  (H,  Cf)  ^  Hg;  donc 

(C,  B^  =  (i^t,  Äi)  =  0. 

De  plus,  la  valeur  de  (Bit  H^  tcouvöe  plus  haut  est  ez- 
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prim^  en  fonction  des  «enles  yariabies  x^  y>...»  y^"';  eile  doli 
donc  se  r^daire  identiquement  ä  i^ro,  «ans  quoi  la  Solution  da 
proUtoe  serait  impoasible.  Alnai  noas  snpposerons  qae  la  fonc* 
tioo  F  aatisfasae  k  la  condition 

(Ä„  11^  =  0, 

dont  la  o^ceastt^  a'aper^oit  encore  plus  clalreinent,  si  Ton  re- 
marqae  qu'elle  condait  ä  l'^galit^ 

Enfio»  la  valear  de  {B,  B^  peut  ^tre  ^galäe  k  %^to,  pols- 
qa'elle  renferme  la  d^riv^e  partielle  F(«.8)-  De  cette  raani^re, 
802  qaatre  ^quationa  pr^cödentea  dous  en  ajouterons  ane  cinquieme 

iy,  =  (Ä,  /l^=  F(,.3j  +  ^'-F(.-a) 
—  '^i»-») — 5i«^  +  —di ^(— «)  =  0* 

OQ 

en  poaant 

118.    Od  obtient  eoanite  facilement  lea  expreaaiona 

in     ^  >      ^^-^-^  ^  '"^ ^~  ^  "^^^ 

/rr    u  \  —  ^'^-^       8»»-« 

La  premi^re  de  cea  ezpreeriona  est  nolle  en  verta  dee  ^ua- 
tiona  stabiles  präc^demment  Eo  eüet»  le  Tb^ortoe  I  du  f  17 
donne 

(G,  H^  =  [G,  (J?,  J5Ü1  =  -  [Ä,  (Ä^  G)l-[i5rt,  (G,  /!)]; 

or  (6,  J7t)  =:  0»  (G,  £0  =3  —  ^1 ;  par  eonaöqaent 
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Eodulle  les  yaleurs  de  (BuMi)  et  db  {B^  Bi),  A'eiprimant 
au  moyen  des  seules  yariables  ^»,  y«»-*^  y^^$  doiyent  se  rMnire 
Identiquement  k  z^ro,  si  la  fonction  cherch^e  V  existe;  et,  eo 
effet,  les  coDditions  (Bi,  B^)  =rO>  (B^^  B^)  =  0  n'expriroent  pas 
autre  cho$e  qqe  les  rel^tiofis  n^e98aire9  poar  gu'on  alt  les  ^^ites 

Enfin,  en  ^galant  ä  as^ro,  re^preesioo  (B,  B^)^  od  obtient 
une  nouvelle  ^quation»  qui  derient,  en  rempla^ant  »»-.s  par  sa 
valeur, 

119.  Oo  voit  mainteiiant  cömment  on  devra  continoer  k  pro- 
cäder  poor  la  Solution  du  probiWe  qui  nous  oceupe.  Si  la  fooG- 
Hon  F  satisfait  k  toutes  les  conditions  ntfeessaires,  lesquelles  te 
r^dulront  finalemeut  k  ee  qne  les  yal^Urs  diStermin^es  successi?e- 
ment  pour  les  d^riväes  partielles  satisfassent  auz  conditions 

on  obtiendra  älors,  outre  les  ^quafions  pr^cödentes,  les  ^uatioos 

Äft  =  0,..,  ÄjÄiO,..,  ä.äO, 
qui  seront  g^nt^ralement  de  la  forme 

ce  qui  devient»  pour  t  =  n^ 

Po«r  dMder  de  lii  conpatikilitä  deJa^leraft^re  ^qoatioaavac 
lei  |»r^ctfdfentos»  poK^ns  n  . 

et  formons  les  expresstonÄ    * 
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=  -'^  +  "dS" — rf^sr +  ••-(-*)" -^ir- 

Tootes  ces  ezpressioos  sont  des  foDctions  des  seales  varia* 
bieg  x,y9y\^.9y^*),  et  par  suite  doivent  se  rMaire  ideotiqneiiieot 
ä  z^ro.  Mais  l'ezpression  (G,  Hn)  se  rödoit  d^jä  k  zäro  eo  yertn 
des  cooditions  doDt  od  a  reconna  prikr^demmeot  la  n^essitö.  Oo 
a,  eo  effet,  d*aprds  le  Th^or^me  1  du  §.  17» 

(C,  Ä,)  =  [G,  (Ä,  /r,«i)]  =  -[Ä,  (Bn^i,  G)]  -[Ä-i,  (J?,  G)] 
=  [£f,  (G,  /r,-i)]  +  (Ä„  Ä-i). 

Donc  (G,  Hn)  est  nai,  paisqu'on  a  (G,  £r»-i)=0,  (jET,,  iSr»^i)=:0* 

De  plus,  ies  cooditions 

(Äi,  Äi)«0,    (i5r».Ä)  =  0,..,    (Hn^uHn)^0 

sont  nöeessaires  pour  qae  Ton  ait  Ies  4galit^ 

SVy   _8F(»-i)       3Fy    _8F(,,t)         9F»_8F(i) 

120.  La  sörie  pröcMente  de  toates  Ies  conditions  n^essai- 
te»,  qae  doit  rempllr  la  fonctioti  differentielle  donn^  F,  est  reo* 
ferm^e  dans  la  cooditioo 

£1  =  (£f,  «,)  s=  Fj, —-2^  + --j^ -•.+  (—!)• -jjjT  —  «I 

troQv^e,  comme  on  sait«  ä  l'aide  du  Caicul  des  variatlons  par 
£aler,  qai  a  di^montr^  que  cette  condition  ^tait  non-sealement 
D^essaire,  mais  encore  süffisante*). 


^)  Bertrand  a  fait  Toir  (Journal  de  TEcole  Polytech- 
aiiftte,  XILWIII«  Galiieri  p.  t50*-9Sl)  qoe  Lagrahge,  PoUsob  e^ 
d'autre«  g^mtokUen  ie  iost  tromp4i  «n  BTSOfant  qu*£aler  a'a?ail  pa^ 
dteoaCrt  qs«  «a  cooditfoa  ^tait  •offi«aote. 

S8« 
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On  a,  en  vertu  de  ce  qui  pr^cede, 

Hn  =  (H,  Ä-i),  Äi-i  =  (Ä,  Ä-«),..,  H^  =  (H,  G). 

Donc,  par  des  substititutions  tr^s- simples ^  od  ponnra  öcrire  la 
conditioD  d'Ealer  sous  la  forme 

[fl,  (»,(....(»,  G)...))]  =  0, 

H  et  G  ayant  les  valeurs  donn^es  dans  Tart.  115. 

Ed  sopposant  qae  la  fonctioo  F  remplisse  toutes  les  condi- 
tloDS  nöcessaires»  on  pourra  döterminer  tr^s-simplement  son  int^ 
grale  F.    En  effet,  les  ^quations 

G  =  0,    Äi=0,..,    i5f.=  0 

foarnissent  des  ezpressions  de  toates  les  döriv^es  partielles  de 
la  fonetion  cherchöe»  ä  Texception  d*ane  seule,  savoir 

F(«)  =  0,    F(n-1)  =  Finh    F(«-ft)  =  CO«-«,...,     Fy  =  «o- 

En  les  sabstitnant  dans  Täquation  /f  =  0,  11  vieot 

Partant,   la    fonetion  F  sera  dötermin^e   par  Tinti^gration  de  la 
difförentielle  exaete 

Dans  les  applications  k  des  cas  particoliers ,  il  est  tr^-coro- 
mode  de  disposer  les  calculs  comme  Tindiqae  le  tableaa  suivant: 

.F(«),        F(n-i), .   .   .»  F(i),  Fy, 

dF(n)  dF(g)  dF{i) 

'^lüT*'   '   •'  ""dar  *  "    Ar  • 


(*  (-»--'S^.  (-1)-^. 


'F(n),  a>«— s,  .    .    .,  fl>o»  ^* 

oü  Ton  peat  caiculer  les  unes  aprea  les  aatres  les  lignes  hori- 
xontales,  en  allant  de  baut  en  bas,  on  les  lignes  vertieaies,  eo 
allant  de  gauche  ä  droite.    La  somme  des  termes  de  la  deroiere 
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colonne  ä  droite  donne  Ja  valear  de  i'ezprension  E,  8i  eile  est 
egale  ä  zäro^  alors  les  sommes  des  termes  de  chacune  des  co- 
lonnes  ä  pr^c^dentes  en  remontant  vers  la  gaoche,  seront  res» 
pectivement  les  valeurs  des  di^riväes  partielles  Vy^  Vß),"»  V{n-'%), 

Eixemple.    8oit 

F=9(a:)  +  y«  +  (2a?y-l)y-|-a:y"  +  «y'- 
Ell  forinant  ie  tableau  (A),  on  trouve 

+  2,  0, 

0 


F(t)=a:«    F(i)=-.a;,   Fy=2af^,  £=0. 

Par  saite^ 

F,  =  F-a:V+^y'~2aryy  =  2a:y'-y+y«  +  g)(a:). 

DODC 

dr=  [2x2/'—y'+y^-^q>(x)]dx  +  x*df'-xdy'^2a:ydy, 
doü  Ton  tire,  en  int^grant, 

F  =  ary  —  xy'  +  y*x  +fqf  (x)  dx  +  coost. 

121.  Qaoiqu'il  saffise  de  formier  la  seute  expression  E,  qai 
eiitre  dans  la  condition  d'Euler,  poor  joger  de  riot^grabiiitä 
imiuediate  de  la  foiiction  differeotielle  donnee  F,  cependant,  comme 
eile  est  plus  conipiiqa<ie  que  les  ezpressions  qui  entrent  daos 
toQtes  les  atttres  cooditions  näcessaires»  il  est  g^ntfralement  plus 
commode  d'employer  ces  derni^res.  Eclalrcissoos  cela  par  un 
exeniple. 

Seit  la  fonction 

Ici  la  premiere  condition  n^cessaire,  en  vertu  de  laquelle  F  doit 
^tre  une  fonction  lin^aire  par  rapport  ä  la  d^rivee  la  plus  ^lev^e, 
est  remplie.  Examinons  si  F  satisfait  ä  la  condition  qui  vient 
immediatement  apr^s.  Formens^  poiir  cela,  les  deux  premieres 
colonnes  du  tableau  (A);  ii  vient 
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La  condition  uöcessaire 

8WS  _   8^(4)  _.  n 

n'est  pas  remplie  övidemmeDt  dans  le  ci^  actuel.  Cela  oou«  fait 
voir  tr^8«simpleiDQnt  que  la  fonction  donnöe  F  n'est  pa«  hnn^ 
diatement  int^grable,  tandis  que»  poar  obtenir  rexpreaaioo  £,11 
aarait  fallu  uo  calcal  beaucoap  plos  compllqa^. 

Remarqaons»  en  terminanty  que  la  m^thode  pr^ädente  poir 
obtenir  la  conditioD  d'int^grabilit^  imm^iate»  peat  s'ötendre  tres- 
facilement  aa  cas  oü  la  fonction  diff^entielle  donnte  conüent 
plusieare  fonctions  ind^termln^ea  y,  z,  ti»...  de  la  Tftiiable  iod^ 
pendante  x^  avec  leurs  döriveea  de  divers  ordres.  Mais  cette 
gön^ralisation  est  si  simple  que  je  crols  inatile  de  ni*y  arr^ter. 


Cliapltre  TU. 


De  rint6grration  ^9  systönies  caitoniques  d'^quaUotts  slmnltaiito 
aux  dUf^rentielies  ordlnaires  du  premier  ordre. 

§.  27. 

122.    Un  Systeme  d'^quations   diff^reotielles  simaltan^es  di 

premier  ordre  entre  une  variable  indöpendante  i  et  2ii  fonctioM 

inconnues  oti,..»  Xm^  ^i>>*»  y*  <lo  cette  variable»  peot  se  mettrt, 
en  g^n^ral,  sous  la  forme 

dt  -^"        dt  -^^'••'       dt  -"'■' 

■5?-^*'     dt-^^*-'    lu-^^ 

Alt  Bi,.,.,  An,  Bn  ^tant  des  fonctions  donn^es  de  la  variable  id- 
däpendante  t  et  des  variables  döpendantes  Xi»  yi*-«  ^n»  y«* 

On  appetle  Systeme  canoniqne  le  cas  particalier  de  la 
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forme  gtfnörale  pr^Mente^  dans  leqo«!  las  coefficieots  il|,  ^,.. 
..>  Amt  Bn  Bont  formite  avec  les  dMvöes  partielles  d*ane  m^ine 
fbnctioo 

prisea  par  rapport  aus  variable«  däpeadanteaf  en  aerte  qae  Ton 
ait  gön^ralement 

i  d^algnaot  SQceessWement  chacuD  des  nombres  1,  2,..»  n. 

D'aprös  cela,  ud  systöine  canoniqae  d'äqoatioDs  simultanöes 
aara  poor  forme  g^oärale  % 

dxi      dH         Ar,      dB  dofn^BB 

dsi__dH     i^_       du  dgn_       dB 

rf*—      Äri*     dt Säi'-      €tt  ""       dxn' 

Dans  ie  cas  particolier  ou  la  fonctioo  donnöe  B  est  de  la  forme 
B^  f(xift  Xm»  yi»»*»  y«)» 

c'est-ä-dire  ne  cootient  pas  explicitement  la  variable  ind^pendante 
t,  les  ^qoatioDS  (I)  soot  dites  de  forme  hamiltonienne. 

123.  Cette  d^nominatlon  vient  da  nom  du  c^^bre  gi^omötre 
aoglais  W.  R.  Hamilton»  qnl  a  ramen^  k  la  forme  en  qnestion 
les  ^natlons  gönörales  da  moavement  d'an  Systeme  de  points 
materlels  soamis  k  la  seole  action  des  forces  d'attraction  oa  de 
T^polsloo  metuelles '^).  En  d'aatres  termes,  an  Systeme  bamilto- 
nieo  repr^sente  soas  la  forme  ia  plus  simple  les^^qaations  de 
tont  Probleme  de  Dynamiqae  auqnel  s'appllqae  Ie  principe  des 
forces  vives;  par  cons^quent,  deuz  probl^mes  de  cette  classe 
ne  se  distingaent  Tun  de  Tautre  que  par  Ie  norobre  des  variables 
et  par  la  forme  de  la  fonction  B=f.  En  se  rappelant  cette 
remarque,  on  comprendra  facilement  toute  Timportance  de  ce  pro- 
bleine: »jTrouver  one  mäthode  generale  <l'int^gration  poar  les 
öqaations  de  la  forme  des  öquations  (I)/' 

Hamilton   a  commenc^  la  s^rie  des  d^coavertes  qai  con- 


*)  Voy.  Philosoph.  Traoiact,  1S35,  P.  li  ,,SecO'iid  E«»ay  od 
m  General  Method  in  Dynamicf.  By  W.  R.  Hamilton'«  (pag. 
9G     00)« 
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dalsent  k  ce  but»  en  d^iDontrant»  daiw  ses  recherehes  mentioii* 
n^es  ci-des8U8»  que  ies  2»  iotägralea  diatinctes  qai  apparüeoneiit 
aux  ^quations  (1),  daiis  Le  cas  de  H=:f,  s'expriinent  au  moyeu 
des  d^riv^es  partielles  d'ane.m^me  fonction»  nomm^e  par  lui 
fonction  principale.  II  ram^oe  la  d^ternilnatioD  de  la  foactioD 
prfncipale  k  rint^grakion  de  deuz  6quatiun8  aux  dMy^es  partielle« 
du  preniier  ordre. 

La  d^ooverte  de  Hamilton»  T^poqiie  ^oü  eile  a  ^i4  faite, 
ne  poovait  pas  encore  faire  an  pas  en  avant  k  la  solatioD 
ni4me  du  probl^me,  puisqae»  d'apreci  lea  möthodes  alors  connaes, 
riiitägratlon  des  ^quations  aux  däriv^es  partielles  du  preniier  ordre 
se  rameiiait  ä  son  tour  ä  rint^gration  compl^te  du  Systeme  d'e- 
quations  simultanäes  (1).  Elle  mit  cependant  en  ^Tidence  ane 
liaisoD  encore  plus  ^trotte  entre  les  deux  questions,  et  eile  ap- 
pela  sur  ce  sujet  Tattention  de  Jaeobi.  Celui-cl  dömontra.  en 
premier  lieu»  que»  pour  d<^terniiiier  la  fonctioo  principale,  il  soflit 
de  trouver  une  int^rale  compl^te  d  une  seuld  tfqoation  aux  d^ri- 
vöes  partielles  du  premier  ordre»  et  que  le  th^or^me  de  Hamilton 
s'öteud  aux  ^quations  de  la  forme  (1),  dans  lesqueiles  H^^F, 
c'est-ä-dire  dans  lesqueiles  la  variable  ind^pendante  t  entre  expH- 
citemeut.  En  second  Heu»  ne  connaissant  pas  encore  ä  cetto 
^poque  la  m^tbode  de  Caucby  ^)y  et  considörant  celie  de  Pfaff 
comme  la  seule  ro^thode  g^n<^rale  qui  existftt  pour  un  nombre  de 
variables  ind^pendantes  sup^rieur  k  deux»  Jacob!  apporta  k  cette 
deml^re  m^thode  une  simplificatioo  importante,  colncidant  poar 
le  fond  avec  la  mikbode  donn^  par  Caucby  dto  TaaDÖe  1819**). 

Mais,  comme  nous  Tavons  remarqnö  plus  baut»  la  methode 
de  Caucby»  ou  la  m^tbode  de  Pfaff  perfectionn^e  par  Jaeobi 
exigeaient»  pour  Tiiitögratioo  de  röquatiou  aux  däriv^es  partiellem 
du  premier  ordre  k  laquelle  se  ramenait  Integration  des  ^qua- 
tioiiH  (I)»  que  Ton  op^rAt»  au  contraire»  Tintegration  de  ces  equa* 
tions  (1);  de  sorte  que,  suivant  Texpreäsion  de  bour»  ^»on  etait 
seulement  parveou  a  ramener  les  difficultes  les  unes  aux  autre$, 
Sans  sortir  du  cercle  vicieux/'  Aussi  Jaeobi  a-t*il  commence, 
d^s  r^poque  de  ses  recherches  nientionn^es  plus  haut»  k  s'occuper 
de  trouver  une  meth<ide  d'int^gration.d'une  equation  aux  d^rivees 
partielles  du  premier  ordre  k  un  nombre  quelconqoe  de  variables 


*)  Voy.  Canchy,   Exerc.    d'Anal.   et  de  Phys.  maftb.,  t  IL. 
pag.  S839. 

*«)  Grelle'»  Journal,    1837,   Bd.  XVII:     ,,Zar  Theorie   der  par- 
tiellen Differentialgleichungen,  **  par  JlftCobl. 
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independantes,  eo  pcarsuivant  la  voie  iodiqoöe  par  Lagrange 
poar  la  Solution  de  ce  probl^me  daos  le  eaa  de  deiiz  variables 
ind^pendantesy  Toie  dans  laqoelle  Gharpit  avait  rencontr^  des 
difficnlt^s  insnrmontabies »  et  que  ponr  cette  raison  Pf  äff  avait 
abandonn^e.  Poar  g^n^raliser  lamötbode  de  Lagrange,  Jaeobi 
dat  s'appuyer  sur  les  propri^t^s  des  integrales  des  equations  de 
la  forme  dynamiqae  (I).  li  d^couvrit  la  plus  iniportante  de  ce» 
proprl^t^s  dans  an  th^oreme  d^monträ  par  Poisson  dans  son 
prämier  Memoire  >,Sar  la  Variation  des  constantes  arbitraires" 
{Joarnal  de  TEcole  Polyteehniqoey  15'  Cabier);  ce  qui 
explique  rentbouslasme  avec  lequel  Jaeobi  s'exprimait  au  sujet 
de  ce  th^or^me,  dans  une  lettre  ^crite  ä  TAcad^mie  den  Sciences 
de  Paris,  peu  de  temps  aprös  la  mort  de  Poisson  (Comptes 
rendus,  1840,  p.  529). 

Les  däcouvertes  de  Hamilton   et  de  Jaeobi  ont  servi  de 

base  aus  recherches  de  plusieurs  autres  g^om^tres,  et  les  tra- 

vanx  de  Lioaville,  de  Bertrand»   de  Donkin    et  de  Bour 

ont  considörablement  ^lucld^  la  tb^orie  de  Integration  des  ^qua* 

(ioDs  de  forme  canonique,  et  ^largi  le  cercle  de  »es  applications. 

Le  Traite  «omplet  de  Jaeobi  sur  cet  objet,  dont  la  publication 

avait  414   annoncöe  d^s  Tann^e  1840,    n'a  paru    que    longtemps 

apr^s  la  mort  de  Tauteur,  en  1861*).    Dans  ce  travail,  Jaeobi 

expose  la  nouvelle  m^tbode  d*intögration  des  Equations  aux  däri- 

v^es  partietles  da  premier  ordre,  et,  comme  application  de  cette 

m^tbode,  la  tb^orie  de  Tint^gration  des  equations  de  la  forme  (l), 

avec  les  ezeroples  les  plus  importants.  Ce  Memoire  renferme  VeX" 

Position   systämatique  tant  des  propres  di^couvertes  de  Jaeobi 

daog  cette   brancbe  de  T Analyse,  que  des  r^sultats  obtenus  par 

Jes  autres  matb^maticiens ,  dont  les  travaox  unt  ie  plus  contribuä 

ä  la  perfectionner.    L'ensemble  des  recbercbes  que  nous  venons 

de  mentfonner  constitue  l'addition  la  plus  importante  qui  ait  4t4 

faite  de  nos  jours  k  la  th^orie  gön^rale  des  Equations  difftfrentielles* 

Ayant  ezposö,  dans  les  premiers  chapitres  de  ce  travail,  la 
m^thode  de  Jaeobi  pour  l'int^gration  des  tfqoatiöos  aux  i4m4eB 
partielles  du  premier  ordre,  je  vais,  ponjr  terminer,  präsenter  les 
tböorömes  les  plus  importants  sur  lesquels  repose  la  tböorie  de 
rint^gration  des  Equations  de  forme  canonique. 

124.    Prenons  le  Systeme  canonique  des  Equations 


*)  Crelle'«  Joarnal,  Bd.  LX,  Heft  l  uod  2  (18S1--62):  ,»Kova 
methodot  aei|oatioDe«  diffarentiilet  partialef  prinii  ordiol«,  etc.  •  Auetore 
C.  6.  J.  Smmmhf 
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dxi  __dB  dxp_9B  dxn  __  dB 


^  _      dB      «^  __      dB  dg,  _      dB 


(I) 
oü  Ton  sappose 

F  dösignant  une  fooction  donn^  de  U  ^w»  ^m  Jfi»**»  3fto> 

Od  appelle  iotögrale  des  ^aationa  difförentiellee  (I)  une 
^qaation 

dans  Jaquelle  «  est  une  conatante  arbitraire,  et  U  ane  fonetin 
de  t,  or,,..,  Xuf  yi,»*»  $fnt  ne  renfermaot  point  o,  ettelle,  deplss» 
que  sa  d^rivee  totale  par  rapport  k  t  se  rMobe  identiqoeineit 
ä  z^ro,  lorsqa'oD  ^limiDe^  an  moyen  des  ^qaatione  donnto  (1), 
les  dMy^ee  des  foDctions  Xg,,.,  Xn»  ]fi»«*>  gm  prises  par  rapport 
k  cette  variable  t, 

125.  La  döriv^e  totale  de  la  foDction  O  par  rapport  a  i  a 
poar  expression 

du ^BÜ     Sü  dxi     dÜ  ^  .       .dO  dXn.dU  ^ 

Si  Ton  y  aobatitae  lea  valeura  de  -j^,  •  • »  -^  tiröea  des  ^u- 
tlona  (1),  on  derra  avolr  ideotiquement 

du    du  dB     SUSH^  BüBH     WdH 

identit^  qai  peat  eocore  a'ta>ire,  ao  aioyen  de  la  aotalieB  de 
Poisaoo,  aous  la  forme 

(2)  ^  +  (17,  Il)=x0. 

DoDc  röqaation  (2)  fonrnU  le  critMum  d'apr^s  leqael  on  peit 
juger  si  ane  fonctloo  donn^e  Ü,  tfgal^  k  une  constante  arbiträiit 
repr^eote  oa  non  une  inti^grale  des  ^qaations  (1).  SI  Ton  siik- 
stitoe,  par  ezenple,  ß  k  la  place  de  V  daoa  r^qaatiea  (2),  m 
voit  que  le  second  terme  da  premier  membre  pread  la  brat 
(H,  H),  et  par  soite  se  rödoit  k  söro;  il  reste  alora  le  terae 
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-KT,  qui  est  ausfii  ^gal  ä  z^ro,  lorsqae  H  ne  contient  pas  /  ex- 

plicitenient  G'est  ce  qui  a  lieu  effectivement  poar  les  öquattons 
de  la  Dynamique  de  Ja  forme  hamittonieDoe,  dans  le  cas  oü  Ton 
peot  appJiquer  ie  principe  des  forces  vives.    Alors 

H  =  const 

est  une  des  integrales  des  äqoations  (I)»  et  s'appelle  Tintegraie 
des  forces  vives.  Mais  ii  n'en  est  plus  ainsi  dans  le  cas 
plus  g^n^ral  que  nons  considärons  actuellement,  et  dans  lequel 
OD  snppose  que  H  contient  t  explicitement. 

126.  La  Solution  comptete  des  ^quations  (I)  se  conipoee  de 
2jt  integrales  distinctes,  reufermant  2»  constautes  arbitraires.  En 
resolrant  les  äquations  integrales  par  rapport  k  ces  constaotes, 
00  pourra  les  raniener  ä  la  forme 

9i  SS  Ol»     9i  ^  er«, . . ,     ipn^:^  an, 
♦i  =  *i.     *»  =  6t*-»    ♦■  =  6«. 

fii9  ^if9  ^f  ^n  representant  des  constantes  arbitraire«,  et  q)i, 
fwf  <Pn»  'fffn  des  fonctions  de  t,  x^  yw>  Xn^  yu,  ne  renfermant 
point  ces  constantes^  et  satisfaisant  cbacane  ä  la  condition  (2). 

Demontrons  maintenant  la  proposition  qui  sert  de  base  a  la 
thäorie  de  l'integration  des  equations  (1). 

Th^or^me  1.  Si  Ton  connait  n  integrales  des  equations  (1), 
(3)  q>^  =z  ai,    (p%  =  o%,,. ,    9n  =  ö«. 

telles  que  la  condition 

(4)      (9'"9>*)  =  J,te^-8^  3^;;;  =  ^ 

seit  satisfaite  pour  tontes  les  valeurs  1,  2,..,  n  des  indices  i  et 
Hi;  les  it  autres  integrales,  qu'il  faut  joindre  aux  integrales  don- 
nees  (3)  pour  obtenir  le  Systeme  complet  des  equations  qui  cun- 
tiennent  la  Solution  des  equations  (I),  s'obtiendrout : 

1^.     En  iotegrant  la  differentielle  exacte 

yirfar, +  ..  +  y«rfarii— F(<,  a?i,..,  Xn,  ^j,.,  ym)dt, 

ou  Ton  aara  remplace  jfi».-«  yn  par  leurs  valeurs  tirees  des  equa- 
tions (3); 

TheU  L.  29 
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2^.  En  ^galant  ä  de  nouvelles  consfaiites  arbitraires  Ai^.,  6i 
les  därivöes  partielles  de  Tint^grale  de  la  differentielle  preee- 
deote»  prises  par  rapport  k  ai»..,  o«. 

127.  Les  coDditions  donn^es  (4)  fönt  voir,  eo  verta  da  Th^ 
r^me  II  da  §.  17,  que  les  Valears  de  yif>  yn,  tir^es  des  ^m- 
tions  (3),  satisfont  aaz  conditions 

pour  toutes  les  valeurs  1,  %••,  n  des  indices  t  et  i^;  par  coDse* 
qoent,  Texpression  yidxi-i-..+yndxn  est  une  differentielle  exacte 
par  rapport  aus  variables  ar^,..,  x».  De  plus,  si  Ton  däsigne  par 
(H)  le  r^altat  de  la  Substitution  des  valeurs  de  ^i,..»  ym  daM 
la  fonction  F(tt  ^t>">  ^»9  yu*-*  yn)^H,  ooas  alions  d^montrar 
que  Texpression 

(6)  yi&ri  +  ..+y.ite.-(J50Ä 

est  aussl  une  differentielle  exacte»  par  rapport  ä  x^,...,  Xm,  t 
Pour  cela»  il  suffit  de  v^rlfier  que  les  conditions 

d{H)  dyt 

Bxi  ""        dt 

sont  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  de  i=sl,  2>..,  n. 

Or  on  a 

dxi   ■"  Sxi  ■*"  ^  dxi'^^'^dyn  9xi 
ou«  en  vertu  de  T^galitä  (5)  et  des  öquations  donn^es  (1)» 

dxi  '^       dt  ^  dt    S^"*"""*"  A    dxn 

Nous  avons  suppos^,  de  plus,  qu*au  moyen  des  öquatioos  (3),  p 
est  expiimö  en  fonction  de  t,  Xi»..,  x»;  par  suite 

^_^     8j«rf£i         ,  8yf  dxm 
dt  —  8*  "^^Sxi    dt  ^"^Bxn   dt  • 

Substituant  cette  valeur  de-^  dans  l'^galit^  pröcedeote,  il  vieat 
aprös  r^doctioo, 

d(H)_      Byi 
dxi  "^       Bt  ' 
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et  cette  ^galit^  a  liea  poar  tontes  Jes  valeurs  de  1  =  1«  2,...,  n; 
ce  qn'il  faliait  d^montrer. 

En  iDtögrant,  par  la  mäthode  connue,  la  diff^rentielie  exacte 
(6),  OD  d^termine  sod  integrale  V  en  fonction  des  variables  t, 
Xi,..,  Xn  €t  des  constantes  a|»..,  an»  et  en  outre,  d'ane  constaote 
qui  y  entre  par  simple  addttion.    On  aura»  par  consöquent, 

BV  SV  dV 

et 

Les  fi  premidres  de  ces  ^qoatioos  repr^entent  ^videmment  les 
equations  (3),  rösolues  par  rapport  ii  .Vi,...»  y«;  la  dernidre  est 
une  Identit^. 

128*  Fassons  maintenant  ä  la  seconde  partie  du  thöoreme, 
et  dämontrons  qoe  les  öqaatioos 

«X  3''_A  3^»*  8>'_* 

sont  des  integrales  des  öquations  (1).  Pour  cela,  il  suffira  de 
v^rifier,  d'apr^s  ce  qui  a  ^t^  stabil  tont  ä  l'heore,  qoe  les  diffö- 
rentielles  totales  par  rapport  k  t  des  premiers  membres  des  Equa- 
tions  (8)   se   r^duisent   k    zäro    par    rölimination    des    d^^rivEes 

dXt  djCn 

'Jf »—»  ~^  nn  moyeo  des  Equations  (1).    En  effet,  on  a 

d^      a?f      s—  8— 

dt     ~     dt     ^    8ar,      A  +  "•  "*"  ~S^  dt ' 

ou,  en  intervertissaot  l'ordre  des  diff^rentiations  partielles  de  la 
fonction   V, 

d^Z         s—         8—  8— 

daj    ^__      dt dxi    dxi  hxn    dxn 

dt      """Stf.     +     dai     ~df^"'   ^     doi      dt' 

Ensnite,  en  ayant  ägard  aux  equatioos  (7)  et  (a),  et  Eliminant,  ä 

d3P\         duc% 
l'aide  des  Equatioos  (l),   les  dErivEes  "jT  »•••>   ""17  »  "  vient 
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~lLt      -  ~   dai  +8«i  8//,  *    "^S^tBifn 

Mais,  d'aprös  la  mani^re  dont  nons  avons  d^Goi  la  quantit^  (B), 
on  a 

Bai        8^1  dat  8y«  dai ' 

DoDC  le  second  ruembre  de  Täquation  pröctfdente  se  r^dait  ideo- 
tiquement  k  z^ro,  et  par  suite  il  en  est  de  m^me  da  premier,  de 
Sorte  qu'oo  a 

dt      — "' 

poar  toutes  les  valears  de  £=1»  2,..,  jt.  Le  thöoröme  est  done 
denionträ. 

129.  La  dönionstration  präe^dente  conduit  ä  des  eonelo- 
siODS  importante»,  savoir,  que: 

P.  Le  Probleme  de  Fintägration  des  eqaations  (1)  est  rösoio 
d^s  que  Ton  conuait  la  fonctioii  j[ \  puisqa'alors  Jes  ^quations  (7) 
et  (8)  fournissent  le  Systeme  complet  des  2n  iiit^graies  des  öqua- 
tioiis  donoees. 

2^.  La  fonctioD  V  peut  6tre  döterminäe  immädaatement  de 
Ja  inani^re  suivaote.    L'^^qaatioo 

(a)  ?^  +  (Ä)  =  0, 

comme  nous  Tavons  dejä  remarqa^,  doit  avoir  lieu  identiqnemeot. 
Or  son  second  terme  (H)  represente  le  r^sultat  de  la  Substitution 
dans  la  fonction  F{t,  Xi,,.,a:n$  ^i>***.Vs)  des  valeurs  de  yi>..»jft 
tir^es  des  eqaations  (3),  et  ces  valears  sont  les  m^mes  qae  cellefi 
que  donnent  les  ^quations  (7).  Par  consäquent,  la  fonctioii  F 
doit  changer  en  identit^,  c'est-ä-dire  värlfier  T^quation 

(9)  ^  +  Fii,x, ,ar.Hg^ ,   g^;=a 

Comme  la  fonction  V,  outre  les  variables  U  ^i»**»  ^n»  doit  cod* 
tenir  n  constantes  arbitraires  ai,..,  a»  (sans  compter  celle  qoi  y 
entre  par  simple  addition),  il  sensuit  de  \k  qu'elle  doit  ^tre  da- 
termioöe  comme  une  des  intägrales  compi^tes  de  l'äqaation 
aax  d^riv^es  partielles  da  premier  ordre  (9). 
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]30.  Les  conetosions  pr^c^^dentes,  d^daites  comme  consi^iueDces 
da  Th^r^me  1,  ont  ane  teile  iroportance  poar  la  th^orie  de  Tili* 
t^ratioD  des  öquatioDs  (1),  qu'ii  ne  aera  paa  inutite  de  les  d^ 
montrer,  ou,  pour  mieux  dire,  de  les  vörifier  direeteinent. 

Tb^orime  U.  Si  F  reprösente  uiie  des  integrales  coro- 
pidtes  de  r^quation  (9)  [c'est-ä-dire  une  integrale  renfermant,  outre 
ia  constante  qui  y  entre  par  simple  addition«  n  constantes  arbi- 
traires  a|,..»  Ou»  de  teile  maniöre  que  ees  derniöres  ne  puissent 
dtre  toates  öliminöes  qu'en  faisant  usage  de  toutes  les  n+l 
^qoations  qui  donnent  les  valears  des  döriv^es  partielles  de  la 
foDctioo  V  par  rapport  k  Xi,..,  Xm  t\i  cette  Integrale  compldte 
joaira  des  propri^t^s  de  la  fonetion  priocipale  de  Hamilton, 
c'est ä*dire  quelle  donnera  le  Systeme  complet  des  2»  integrales 
des  equations  (1),  sous  la  forme  des  äqoations  (7)  et  (8)»  parce 
que  les  ^quations  differentieiles  (l)  sont  une  cons^qaence  directe 
de  ees  integrales. 

En  prenant  ane  des  öquations  (8), 

et  ta  differentiant  totalement  par  rapport  ä  t,  on  trouve 

^'*^  Baidt  +  datdxi    <Ö  +  •  •  •  +  S«8ar,    tU  "  "• 

Si  i'oD  diffärentie,  d'aotre  part,  rtfquation  (U)  par  rapport  k  Oi,  et 
qo'on  ait  <(gard  en  in^me  temps  aux  öqoations  (7),  il  vient 

^"^  dtdoi  +  8yi  a^iÖo«  +  •  •  •  ^  8y«  Bxjdat  -  "' 

£n  faisant  8uccesiii?ement,  dans  les  ^qaations  (6)  et  (c),  £.=  1, 

2,..,  n,  on  obtiendra  deux  syst^mes  d'öquatioos,  par  la  compa- 

fix*  fJLXfk 

raison  desquels  on  voit  aisöment  qae  les  valeurs  de  -^ » •  • »  -^» 

tirees  du  premier,  sont  identiqnes  respeetivement  avec  les  valears 

X— ,..,  ^,  tiröes  du  second.    Par  saite»  n  des  eqaations  (1), 

de  la  forme 

dxi_dF^ 
dt  ""8^«' 

sont  une   eonsequence  necessaire  des  equations  integrales  (7)  et 
(8),  c*est  ä-dire  qu  elles  sont  satlsfaites  par  ees  integrales. 
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131.  On  peut  dooner  k  la  cooclosion  pr<e^dente  ane  plus 
grande  rigueor,  et  en  m^me  temps  montrer  plus  clairemeot  la 
näcessitd  de  la  conditioD«  que  V  seit  ane  integrale  complete  de 
l'equatioD  (9). 

Ed  retranchant  les  dquations  (c)  des  i^quations  (ft),  od  obtient 
n  öqaatioDS  de  la  forme 


(d) 


8«F    /dx^dF 
daidxi  \  dt      difi 


D 


+  .    + 


poar  les  valeurs  de  i=  1,  2,. 
^qaations  les  quantitäs 


8«F    /dxndF\ 
daidxn\dt      SsfnJ'^    ' 

n.    Si  Ton  considöre  dans  cts 


dx\ 

lü' 


dF 


dXn 

dt  ' 


BF 


comme  des  incoonues,  il  en  rösalte  alors  de  deox  cboaes  Tmie: 
10  oa  chacaoe  de  ces  inconnaes  est  i^ale  k  zöro,  2*^  on  le  de- 
tenniDant  formtf  avec  les  coefBcieots  des  ^nations  (d)  est  nol. 
Or  ce  döterminant  peut  se  mettre  soos  la  forme 


^  = 


8«,     '•• 

•      8a, 

San 


da« 


et  rhypotb^se  de  /i  =  0  entrainerait  comme  consöqueoee  la  pos 
slbilit^  d'^llminer  toates  les  coDstantes  ai,...,  ttn»  en  ne  faisant 
usage  que  des  n  premidres  öquatioos  du  Systeme 

dV 

g^=  ö>i(<»  •''i>»«>  ^n,  Oi,,.y  a«). 


BV 

g^  =««(<,  JTi , . .  ,  Xn,  «1 , . . ,   On), 

-g-r  =  —  F(t  a?!,..,  Xnf  ö>i>.«»  »ä)* 

qui  donne  les  valeurs  des  d^riv^es  partielles  de  la  fonctioo  Kpar 
rapport  k  Xj,..,  Xu,  t;  ce  qui  est  contraire  ä  la  condition  qae  V 
seit  one  intägrale  compidte  de  requation  (9).    Donc,  etc. 

Des  comparaisons  analogues  fönt  voir  ^galement  que  les  vaiears 
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dt  ""öyi""  A  '  ••  rf<  ""8yi.""  A  ' 

tiritos  des  equations  (b)  et  (c),  sont  complötement  dätermini^es, 
puisque  Ai  >  •  •  >  A«  ne  peoveiit  s'annuler^  oon  plus  que  A»  ot  par 
la  m^me  raison. 

]32.  Demontrons  mainteoant  qae  ta  secoode  moitiä  des  Equa- 
tions (1)  est  satisfaite  par  les  öqoatioos  integrales  (7)  et  (8).  En 
diff^rentiaiit  l'^quatioo  (9)  par  rapport  k  xt,  et  ayant  ögard  ä  la 

dyt       diik 
conditlon  g~-  =  g^»  ainsi  qu'aux  Eqaations  (7),  il  vient 

dji.SFdFdyt  .  ?^^*_n 

dt  ^dxrdyi  SoTi  +  —•  +  dt/uBxn  ""  "• 

En  diffärentiaDt  ensaite  par  rapport  k  t  l'Eqaation  ^i  =  g—  •   on 

troQve 

^_Sf(i      dgi  dxi  byi  dxn 

dt  ""  dt  ^dx^   dt  ^'"'^  dxn  dt' 

Ajoatoos  cette  ^aation  k  la  pröcödente,  apr^  avoir  transposE 
dans  le  secood  membre  de  celle-ci  toas  les  termes,  k  l'ezception 

de  g— ;  il  vient 

dt  ^dxi'-dxiKdt^dyJ^''''^  dxn\dt      dynj' 
mais,  d'aprös  ce  qui  a  ötö  d^moDtrö» 


par  coDs^aeDt» 


d^i^SF  dxn_dF  ^ 


dyi^_BF^ 
dt  dxi  * 


et  des  ^alitäs  semblables  aaront  liea  ponr  toates  les  valeurs  de 
t=  1,  2,..,  n.    Donc  le  thöordme  est  dömontrö. 

133.    La  dEmonstration  de  la  propositioD  pr^ödeote  peut  en- 
core  se  präsenter  soas  cette  aotre  forme. 

En  appliquant  la  möthode  de  Jacobi  k  rintdgratioD  de  l'e- 
qoation  aus  dörivöes  partielles  du  premier  ordre 

(9)  /  =  y  +  F(fc  a?i,..,ar«,yi,..,  y«)  =  a 
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8F 


8K 


oü  Ion  pose,  pour  abr^ger,  g^  =y»  et  g^n^ralemciit g— =yfo  on 
obtient  les  n  ^quations 


(10) 


a|,..,  an  etanf  des  constantes  arbitraires«  et  les  foncüons /i , . . , /• 
etant  determinöes  de  mani^re  ä  «atisfaire  aux  conditions 

(/, /i)=0,    et    (/i,A)  =  0. 

pour  toutes  tes  valeurs  1,  2,..«  n  des  indices  t  et  k. 

Cn  ^liminant  tes  constantes  ai«..«  o«.!  des  preniiers  niem- 
bres  des  äquations  (10),  au  raoyen  de  ces  ^quatioiis  elles  mtoes, 
on  r^duira  ces  ^quatioDS  ä  la  forme 


(11) 


Hx  =  «i,  H^  =  Ot*».»  Ä  =  Ä«, 


Hl».. 9  Bn  ^tant  des  fonctions  de  U  ^if»  ^n»  .Vn  ••>  y»  ^^  ^^^* 
tenant  par  la  variable  y,  et  telles  qu'on  ait,  en  g^ii^ai, 

Hi  =  fi{U  ^1*..»  ««.  yA-*  y«»  A»  iff«»..»  Bi^x). 

En  vertu  de  ce  qai  a  öt^  dämontr^  au  §.  21 ,  les  premiers  mem- 
bres  des  i^quations  (II)  doivent  satisfaire  aoz  conditions 

(/;  Ä)  =  0,    et    {Hu  Hk)=0, 

pour  toutes  les  valeurs  1,  2,,.,  n  des  iodices  t  et  k. 

La  premiöre  s^rie  de  ces  conditions  df^montre  que  les  equa- 
tions  (11)  sont  des  integrales  des  öqnations  (1).    En  elet. 


(f,  Bi)  = 


BF     dHi 

St'    dt 


+   £ 


8F     Bat 


dF    8ffi 


=  -{^'+(#.  F)}  =  0; 


ce  qui  d^montre,  d'apr^s  la  condition  (2),  que  l'öquation  Ht  =  ai 
est  nne  Integrale  des  ^quations  (l). 

Les  conditions  (Ht,  £fik)s=:0  sont  celleslä  ratoes  qui,  d'apres 
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le  Tb^or^me  I  (artv  12^^  doiTent  dtre  satisfaites  par  les  fonctions 
9\ff  9m*     P&r  suite,  l'inti^grale  de  Texpressiofi 

Ott  y\9>'»  yn  doivent  ^tre  remplactfs  par  ieura  valeurs  tMes  des 
eqaations  (10),  jonit  des  m^mea  propri^t^  que  la  fonctioD  V  du 
Th^or^me  1. 

134.  Remarque*  Dans  la  d^nioostration  du  Tböoreme  1, 
noDS  avoDS  vu  que  l'expression  (6)  doit  ^tre  une  diff^rentielle 
exacte.  On  peut  demontrer  de  la  m^me  nianiöre  que  rexpression 

Xidyi+..+Xndyn  +  F(i,  a:^,..,  ar«,  yj,..,  yn)dt 

doit  ^tre  une  diffärentielle  exacte,  si  Tod  y  remplace  X|,...,  xn 
par  leurs  valeurs  tir^es  des  ^quations  (3).  II  est  facile  de  voir, 
daprös  cela,  que,  si  Ton  däsigae  par  W  Tint^grale  de  la  diff^- 
reotieile  präcödente,  ou  une  integrale  complete  de  l'^quatioo  aux 
derivöes  partielles  du  premler  ordre 

OD  pourra  mettre  le  systeroe  complet  des  2n  Integrales  des  equa- 
tions  (1)  sous  la  forme 


§.28. 

135.  La  Remarque  prec^dente  nons  offre  un  exeinple  de  la 
maoidre  dont  le  m^nie  probl^roe  de  rint^gration  des  equations 
(1)  peut  etre  ramen^  k  Tintegration  d'^quations  aux  d^riv^es  par- 
tielles de  formes  diffi^rentes,  (9)  ou  (12),  suivant  le  choix  que 
Tod  a  fait  des  yariables  indöpendantes.  Cela  nous  donne  l'occa* 
sioD  d'exposer  la  methode  tout  ä  fait  ^^nerale,  tndiquee  par 
Jacobi  (Nova  methodus,  p.  122,  §.  57),  pour  le  changement 
de  variables  tant  dans  uue  ^quation  aux  di^rlvees  partielles  du 
premler  ordre,  que  dans  le  systdme  d'^quatlons  canoniques  qui 
loi  correspond;  mötbode  qui  fournit  des  äquations  transformöes 
du  m^me  type  que  les  Equations  primitives. 

29* 
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La  forme  g^n^rale  d'une  tfqaatioD  aux  d6riw4es  partielles  dn 
premier  ordre  peut  dtre  repr^ent^e  par 

BV 
ou,  en  posant  g^nöralement  y<  =  g — » 

Le  ayat^me  canoniqae  correspondanf,  dorit  J'int^gratioo  complete 
dopend  de  la  d^termioation  d'ane  Integrale  complöte  de  F^uatioi 
(A),  se  compoaera  dea  2n  ^quations 

/».  Ari_8F       dyi_       8F 

i  designaot  saeceaaivement  chacan  dea  nombrea  1,  2,..»  st. 

L'öquation  (A)  donoe  rezpreaaion  de  Fane  dea  d^riv^ea  par- 

BV 
tielles  -gr  en  fonction  dea  autrea  d^riveea  partiellea  yt>«-*>  3^*  ^^ 

dea  variablea  ind^pendantea  t,  X|,...»  o?«;  donc  eile  eat  ^quin- 
lente  k  T^quatlon 

elf  81  noaa  exprimoDs  l'^aation  (C)  au  rooyen  dea  aouvellea  ra- 
riablea,  nous  tranaformerona  eo  mtoe  tempa  requation  (A)^  et 
par  aoite  auaal  lea  ^nationa  (A). 

136.  Conaervona  la  variable  t  aana  cbaDgement,  et  iotrodoi- 
8008»  au  Heu  de  Xi,..^  an,  de  nouvellea  variablea  gi,..,^  Poar 
cela,  eotre  lea  anciennea  variablea  et  lea  nouvellea  od  devn 
doDoer  n  ^quationa.  En  aupposant  l'exiatence  de  cea  ^uatiow, 
aana  toutefoia  ap^cialiaer  leor  forme«  prenona  une  fonction  entiöre 
ment  arbitraire  ü  dea  anciennea  variablea  i,  Si,.,,  Xn,  et  des 
nouvellea  gw,  qn^  En  falaant  aobir  dea  accroiaaementa  infiDiment 
petita  auz  variablea  de  Tun  dea  ayatömea»  cellea  de  Tautre  aya- 
töme  prendront  dea  accroiaaementa  infiniment  petita  correapon- 
danta,  et  la  diff^rentielle  totale  de  la  fonction  ü  aura  pour  ex- 
preaaion 


^^=W*  +  8i;'^^+-+äS;^^"+ä^^^»  +  '+5Z^- 


Si  Ton  retranche  de  cette  ^uation  l'^uatlon  (C)»  il  vient 
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Comme  la  döpendance  entre  les  anciennes  variables  et  ies  oou- 
veiles  o'est  pas  eocore  fiztfe,  dtftenninons-la  de  teile  manlAre 
qae  Ton  ait 

,„,  317  dr       du  Bv 

<^>         SJ^=»»  =  äi-'-' ^^=y•==ä^• 
Ell  d^IgnaDt,  de  plus,  par  W  la  düE^reoce  des  denx  rooctlons  ü 
et  V,  noDS  donnerons  k  l'^quation  prtfc^dente  la  forme 

dW=^[^^  +  F(t,  «,...,  ar„  yi,..,  y,)]  dt 

Dans  le  second  iDembre  de  cette  dernidre  t^qaation,  le  coef- 
ficient  de  di  repr^eote  ^videmmeot  la  d^iv^  partielle  par  rap- 
port  ji  <  de  la  fonction  fFs  17—  F;  Toyona  eomment  s'expriment 
les  därivtfes  partielles  de  cette  foDction  par  rapport  k  9i»..y  f«. 

Poar  cela«  en  dIflKreDtiant  W  par  rapport  k  qu  et  considerant 
^i,..»  Xu  comme  des  fonctioos  de  cette  variable,  on  a 

du     /du      dV\Bxi  /du      dV\dxn 

"^ dqi^\S^''axJ^i'*''*\dxn    ^J^i' 

on,  eo  verta  des  ^aations  (/>), 

,«v  8fF_aü 

^^  dqi  -  dqi 

Oea  ^uations  semblables  aaront  llea  pour  teates  les  valeurs  de 
t  TS  1,  2,..»  n.    DoDC 

dJF^[^^  +  F«,  ^i,..,  :r«,  .Vi,..,  3f«)]  rf< 

.  8IF^      .        .  dW. 
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444  Im$eh€net9kp:   Sur  NtU^graiiüm  des  ^quaüanM 

II  oe  reste  plus  maintenaut  qa'ji  exprimer  le  coefficieol  de  di 
au  moyeD  des  därivöes  partielles  de  la  fonction  W  et  des  varia- 
blen ^i>..,  fn.  Ponr  cela,  en  ayant  ilgard  aux  ^quations  (JD), 
nons  le  ram^nerons  ä  ia  forme 

8Ü^„,^  317       8t;. 

80U8  laquelie  il  ne  contlent  que  les  variables  U  ^i»..»  Xn  et  ^i,.. 
..f  9^»    Si  ensnite,  k  l'aide  des  ^quations  (£),  on  ezprime  :ri,.. 

..,  ^11  en  fonction  de  U  gif»  gn$   o — ,..»    0 — »  vOn   rameoera  le 

coefBctent  consid^rtf  ä  la  forme  demand^e.    Ed  repr^entant  cette 
forme  par 

dW        8FF. 

OD  aura  ainsi 

De  cette  roani^e»  i'^qoatioo  (C)  se  troove  exprtmee  ao  moyei 
des  noavelles  variables,  et  comrae  eile  est  maintenant  äquivalente 
k  Celle -ci 

cette  dcroi^re    öqaation   repr^sente   la  traosformäe  de   t'^oatioD 

{A).    Bnfin,  si  Tod  pose  g^n^ralemeot  -^  =  pi,  00  pourra  ^rire 

irom<^diatement  le  Systeme  canotiique  correspondant  k  Täqaation 
(A')y  et  composä  des  2fi  ^quattons 

pour  t  =  1,  2,..,  n;  et  ce  systöme  repr^seote  le  Systeme  (B)  ex- 
prim<^  au  moyen  des  nouvelles  variables. 

137.  Dds  que  Ton  connattra  Tint^grale  compl^te  de  Tuoe  des 
^quatioDS  (A)  ou  (A^),  l'int^grale  complöte  de  l'aotre  p««rra  st 
d^termlner  au  moyeo  de  la  relation 

W+V^  V. 

En  effet,  supposous  connue  Tintögrale  complöte  de  T^uation  (A*)f 
W  =  %(t,  Vi,..,  qmf  «1,..,  «ii)  +  COiist., 
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aux  äMdits  parUeiies  du  premier  onfre.        Ck.  F//,  $.  28.    445 

0,,..,  Ob  ötaot  des  constaDte«  arbitraire«.    An  »oyen  de  la  rela- 
tion  präc^dente«  oo  aura 

F  =  ü  —  X  "~  const, 

et  ies  variables  9i».«,  jn»  qui  entreot  dans  les  fonctioos  V  et  %, 
ponrroot  6tre  exprim^es  en  <,  ar,»..«  o:«,  au  moyen   des  n  i^jua- 

tions  (£). 

Si,  ao  contraire,  on  connait  l'int^grale  compt^te  de  l'äqua- 

tion  (A), 

V=^^(t,  OTi,..,  Xn,   «!,..,   a«)  +  CODSt., 

OD  aura  ators 

W=  ü—iff— const, 

et,  daos  l'ezpression  de  W,  les  variables  o?},..,  Xu  pourront  6tre 
^liniiD^s  au  moyen  des  n  äquations  (/>). 

Si  L'oD  fall«  en  particuiier, 

OD  trouvera  que  les  ^qoatioos  (/>)  et  (£)  prendront  la  forme 

dV  dw 

Par  coD84^queDt,  les  ^qiiations  (C),  (A)  et  (£)  se  traosfomeroot 
dsDs  les  suiFaotes, 


■* 


d2<___8F       rfpf  _  dF 
dt"      dpi*      dt  '^Bgi' 


(Bi) 

POQT   «SSl,   2»..,  lt. 

Les  öquations  (A)  et  (/4|)  ont  evidemment  entre  elles  la 
mime  corrölation  qae  les  ^quations  (9)  et  (12)  do  paragrapbe  pr^- 
ct^dent;  donc  la  d^pendance  entre  les  integrales  des  deux  pre- 
mi^res  ^quatious  ou  entre  les  integrales  des  deax  dernieres  s'ex- 
primera  de  la  maoiere  suivaote. 
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446  imscUeneiikp:   Sur  PinUgraU&n  des  ^quailom 

§.  29. 

138.  Les  concliiaioDs  gen^rales  relatives  k  la  tbäorie  de  Tiih 
t^grations  des  ^quations  canoniques  de  la  forme  g^näraie  (1)  s'ap- 
ptiquent  aaaai  ao  cas  particulier»  qui  repri^sente  les  äquatioos 
du  mouvement  dans  les  questioDs  oü  le  principe  des  forces  Tives 
a  lieuy  et  pour  lequel  la  fonctioo  donn^e  H  ne  coDtient  pas  i 
explicltement;  c'est-ii-dire  qa'elie  est  de  la  forme 

Ä  = /"(«!,..,  Xn,  yi,..,  y«). 

Les  öqaations  dÜT^rentielles  conservent  leur  type  primitif 

,^.  dxi_dH      d9i_      dB 

pour  iss  1,  2»...s  n;  mais  maintenant  la  variable  t  n'y  entre  que 
par  sa  diff^reotielle  dt.  Eo  ^liminant  celle-ci,  oo  a  les  2n  —  1 
öquations 

dxi    _    dxn dyi  rfy« 

^  dy»  S^i  Bxn 

entre  les  seaies  variables  ^|«  yi,...,  Xu»  ym*  L'int^gration  com- 
pl^te  de  ee  systöme  d'äquatlons'donnera  les  expressions  de  toutes 
les  variables  en  fonction  de  l'une  d*entre  elles»  de  Xxy  par  ezemple, 
et  de  2n — 1  constantes   arbitraires  cri»...»  oin^i.    Si  Ton  porte 

ces  expressions  dans  T^quation  ~^=^^»  ^°  obtiendra  la  der- 

ni^re  intögrale  da  Systeme  (1)«  la  senle  qui  renfermera  i  ezplict- 
tement,  an  moyen  d'ane  quadratare» 

<  +  «!.  =  /*  "*15 

Cela  falt  voir  que  le  Systeme  complet  des  integrales  des 
^aations  (1)»  rösolaes  par  rapport  anz  constantes  arbitraires, 
peot  ^tre  repr^sent^  par  2fi— 1  äqaations  de  la  forme 

«t  =  ^t, 
et  par  une  (2ii)''^"*'  equation  de  la  forme 
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auw  dM9ees  parüeiies  du  premier  ordre.       Ca,  YiJ,  §.  28.    447 

fPi  et  9tii  dMgnant  des  fonctioos  qai  ne  coDtiennent  pas  I  expli- 
citement.  La  niötbode  gön^rale  da  §.  27  donne  les  intögrales  des 
^qoations  (1)  pr^cisdment  soas  cette  forme»  mais  par  une  vole 
plus  simple. 

139.  D'apr^s  la  reroarqae  que  noas  avons  faite  au  commen- 
eement  du  §.  27,  eo  posant 

(2)  B  =  const  =  h, 

nous  aurons  immödiatemeDt  une  des  iot^grales  ne  contenant  pas 
i  des  öquations  (1).  Supposons  qu'avec  ceta  on  connaisse  encore 
n  — 1  autres  integrales  de  ces  ^qnations, 

(3)  ^1  =  Ol,    7s  =  flt  >  •  • »    ^-1  =  fl«-i> 

<ii9-«*>  On-i  etant  des  constantes  arbitraires,  et  9i»...,  gn^-^i  des 
fonctions  de  ^i»..,  ^n»  ^i»**»  yn,  ne  contenant  pas  I  explicite- 
ment,  et  satisfaisant  aux  conditions 

(4)  (9>l,  9>*)  =  0, 

pour  toutes  ies  valeors  1»  2,..,  n  —  l  des  indices  i  et  k. 

Sous  ees  conditions,  il  est  facile,  k  l'aide  du  Tb^or^me  I  du 
{.  27«  de  däterminer  ies  integrales  restantes  des  öquations  (1).  La 
demonstration  de  ce  Theoreme  se  trouve  m4me  simplifiöe.  En 
effet«  l'ezpression 

en  y  substituant  les  valeurs  de  ^i,..»  y«  tiröes  des  ^quations  (2) 
et  (3),   devient  ane  difförentielle   ezacte,    puisqae  les   egalites 

y-  =>g^  aaront  lieu  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,...,  n  des  in- 
dices i  et  k,  en  vertu  des  conditions  (4)  et  de  la  supposition  que 
les  eqnatlons  (3)  repr^sentent  des  integrales  independantes  de  t 
des  eqaations  (1). 

Ensuite,  les  egalltes  ^  = ö~  [(B)  repräsentant  ce  que 

devient  ^  lorsqu'on  y  substitue  les  valeurs  de  yi»..*  ^n]  sont  sa- 
tisfaltes  pour  tdutes  les  valeurs  de  t=:l»  2,.«»  n,  parce  que  yt  ne 
contient  pas  ezplicltement  i,  et  que,  Täquation  (2)  etant  du  nombre 
de  Celles  qni  ont  servi  k  döterminer  les  valeurs  de  yi,.,.,  yn,  la, 
Substitution  de  ces  valeurs  r^duit  identiquement  son  premier 
membre  k  la  constante  A» 

L'intägrale  de  la  dilFerentielle  exaete  pröcMente  a  poorexpression 
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448  Imschenetsky:    Sur  i^iniegration  des  egvaiions 

V  däsignant  l'int^grale  de  la  differentielle  ezacte 

Eo  vertu  du  Tbäor^me  I  du  §.  27,  lea  n  integrales  chercbtos  des 
^quations  (1)  s'obtieDdront  en  posant 

j  du      bV      ^ 

6i»..9  6n— 19  g  däsigoant  de  nouvelles  constaute«  arbitraires.  £0 
effet,  81  l'on  represente  par  a  une  des  constantes  arbitraires  a|,.. 
..,  ön-i»  A*  on  a 

«ft     —    dxi     dt  +•  •+    8;r^     rf« 

_    ''a^r,     ag  ''dxn   8N 

"      da       5^  ■*"'•■  ■''      Sa      dy. 


on  enfin 


_a«ay.        ^ana*. 

"8a    _  8(£r) 
rf<    —IT* 

Or  ■  l'expressioo  (U)  est    identiquement   4gale    k  A;    donc,   p»ar 
a  =  Ol ,  ■ . ,  Om-u  OD  a 


et,  pour  a  =  h. 


Donc  on  a  identiqnement 


^-1 


A 
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mix  lUrMes  parUeiieM  äu  premfer  ordre.      CA.  V/f,  S-  29.    440 
pour  toutos  les  valeurs  de  a  s=:  Oi,..,  ir«^!,  A. 

140.    Remarqnons  qae  l'^aliM  S^  ^  ^  ^*^^^  P^s  diSfroite. 

lorsqa'oo  prend  les  döriv^es  partielle«  de  ses  deox  membres  par 
rapport  ä  a.  On  aura  donc,  pour  toates  lea  valeura  I,  2,...,  n 
des  indices  t  et  Ar, 


'^£     8 


d:tk  dm 

Donc  le  syat^me  des  int^rales  (5)  peut  a'obtenir  »ttn»  defenniner 
la  fonction  V,  et  en  int^grant  une  aulte  de  difiTdreotielle«  cxactes; 
et  il  poarra  se  mettre  sous  la  forme  gi^närale 

f(^  rfar,  + ..  +  ^dsn)  =9+t. 

en  faiaaDt  sacceasivement  i  =  1»  2,...9  n  — 1. 

Quant  ä  la  d^^termioation  Iram^diate  de  la  fonction  V,  il  est 
clair  que  les  valearsjfi  :=  n—,«...,  ya  ss  ^ —    doivent    ^tre    iden- 

tiques  avee  celles  que  Ton  tire  des  öquations  (2)  et  (3);  donc  la 
fonction  V  dolt  n^cessairement  changer  an  identitö  l'^quation 

et  11  soffit  qu'elle  soit  dätermin^e  comme  integrale  compl^te  de 
cette  dqnatioD. 

141.  La  m^tbode  que  nous  venons  d'exposer  ne  s'appliqae 
pas,  il  est  vrai,  avec  le  mtoe  avantage  k  la  rt^solution  des  difö- 
rentes  qnestions  de  Dynamique,  de  natura  plus  ou  moins  com« 
pliqutfe.  Ayant  seulemeal  en  yue  d*4claireir  per  des  eiemples 
particQÜers  la  tb4orie  pröc^dente  de  Tint^gration  des  öquations 
de  forme  canoniqne«  je  vais  traiter  une  des  qnestions  les  plus 
simples»  k  la  Solution  de  laquelle  eile  s'applique  sans  aucnne 
difficult^. 

Consid^rons  le  problöme  du  mouvement  d'un  point  mati^riel 
attirö  yars  ad  centre  llze  par  une  foree  esprim^  en  fonction  de 
la  distance. 


rheil  L.  30 


Digitized  by  VjOOQ IC 


450  Imtckenetsky:  Sur  tinUffratton  des  ^quaümn 

Prenons  le  plan  dao6  leqael  doit  s'effeetaer  le  ttoavement 
poar  plan  des  coordonnees  rectangolaires  x^  y,  dont  rorigine  est 
au  centre  d'attraction ;  d^signons  par  r  le  rayon  ▼ectear  du  poiDt 
mobile,  et  par  q>{r)  la  Force  aecel^ratrice  qui  agit  sur  ce  point 
dans  la  direction  du  centre  d^attractlon.  £n  conaiderant  lee  coor- 
donnees o;  et  ^  du  mobile  comme  des  fonctions  du  temps  t»  on  a, 
poar  les  expressions  gän^ralea  des  composantes  de  la  force  acce- 

l^ratrice  paralleles  auz  azes  coordonnös«   ^  et  nnf  -    D  an  antre 

cdt^y  ces  mdmes  composantes,  dans  le  cas  actael»  ont  pour  ra- 

lears   respectives ^(r)  et  —  ^^(r).    Dooe  les  ^oatioosda 

mottvement  sont 

en  faisant  r*  =  a:*  +  yK 

Poar  obtenir  l'intögrale  des  forces  vives»  ajoatoos  les  ^na- 
tions  (1),  apr^s  les  ayoir  maltipliöes  respectivement  par  dx,  dy, 
ce  qui  donne 

^ =  -  9>  (r) jr^^* 


ou 


«4(t)'+(^)*]-»<'>*. 

d  oü  Ton  tire,  en  int^grant> 

(2)  »  =  4  (o:'«  +  y'«)  +/g)  (r)  rfr  =  const  =  *, 

x\  y',  ätant  les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile  parallMemeat 
aus  azes  des  x  et  des  y,  savoir 

Si  i'on  remarque  mainteDant  qae  Ton  a 

^B  _    .      SÄ  _  8/v(r)rfr  Sr  _  x 

dB  dB _dSq>{r)dr  dr  « 

on  pourra  ramener  les  öqaatioDs  du  moa?ement  (3)  et  (I)  a  la 
forme  canoniqae  ordinaire 
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dx  _dH  dy  _bH 

dt   -^d^'  dt   "dy" 


dt  ^^       dx*      dt  dy  * 

Comme  II  D*entre  dans  ces  ^aations  qae  qvatre  foiiefiooa 
incoonues  de  ia  yariable  t»  il  suffit  de  connattre^  outre  rint^grale 
(2),  one  aatre  integrale  qui  oe  renferme  paa  ie  teropa  explicite* 
meot.  Le  principe  dea  aires  Toaroit  rintögrale  demand^e.  Si 
Tod  ölimioe,  en  effet,  entre  lea  öqaations  (1),  lea  termea  qui  con- 
tiennent  r,  il  vieiit 

d^        dx 
d»y       d^x      ^            ^^^dt^^dt^      ^ 
""dC^-yd^^^^    ^°     dt =°' 

d'oä  l'oo  fire»  en  int^aat, 

(4)  9  =  ary'  —  yx'  s=  coaat  =  a. 

La  conditioD  {H,  qp)  =  0  doit  dtre  ^videmroent  satiafaite,  ce  qu'il 
est,  du  reste»  aisö  de  v^rifier  directement »  puisque 

Ensuite  il  faut  tirer  dea  öquationa  (2)  et  (4)  lea  valeura  de  x'  et 
de  y'  ^  qui  rendent  x^dx  +  y'dy  une  diffärentielle  ezacte.  Pour 
cela,  en  diminaot  y'  de  L'öquation  (2)  ä  Taide  de  (4) ,  ou  obtient 
one  i^quatioD  du  aecond  degr^  en  x\ 

(ar*+y«)x'«  +  2ay.a?'  =  2[A— /^»(r)*]  ar^-a*. 

d'oü,  k  cauae  de  :r*-|-y*:=  r*,  et  en  faiaant,  pour  abr^ger, 

Ä=  V2[A-/9)(r)dr]r*— a«, 
en  tire 

Od  trouve  de  m^me 


^-^ — ,*- 


Donc 


dr 


—  a.d arctang  -  ±  —  Ä, 

X  w 
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452  Imschenetihy:    Sur  Finf^gralien  des  enmUkmt 

d'oü  Ton  tire»  en  iotögrant, 

Fssa.arctang-  i  /  ^.Ä. 

Maintenant  les  deux  integrales  du  probl^me  qui  resteot  k 
troaver  s'exprimeront  eomme  11  soit, 

BV  y         P  dr 

g- =arctang|  V   ;^=A  =  cowit., 

hV  Ptdr 

La  prenii^re  de  ces  integrales  donne  T^quation  de  la  trajec- 
toire  du  point  mobile;  la  iseconde  doiiae  le  temps  en  fonction  da 
rayon  vecteur.  Les  quadratures  qui  y  entrent  pourront  gön^rale« 
ment  ^tre  d^termin^es»  lorsqa'on  donnera  la  forme  de  ia  feadioB 

4p(r).     Ell  supposant»  par  exemplej  ip{r)  :=•  ^,  fi  ötant  une  con- 

stante,  on  obtiendra  des  resaltats  conforme«  k  ceux  que  les  Trait^s 
de  Mecanique  etabüasent  ordiDalrement  par  uiie  autre  vole. 

Remarquons  encore  que  la  fonction  F  repr^sente  une  integrale 
conipldte  de  Täquatioo  aox  d^iv^es  partielles  du  premier  erdre 

qoe  Ton  tire  de  Täquation  (3),  en  y  rempla^ant  a/  et  y'  par  leors 
valeurs  g^  et  g-. 


§.  30. 

142.  Pour  terminer  cette  esquisse  de  la  thäorie  de  Tiote* 
gration  des  equations  sinMiltaD^es  aux  diff^rentielles  ordiiiaires  de 
forme  canonique,  consid^rons  uue  propriäte  tres-remarquable  de 
leurs  integrales»  qui  constitue  le  Theoreme  de  Poisson,  et 
que  nous  avons  döjä  stabile  d'une  mani^re  indirecte  au  §.  18, 
aprds  avoir  indiqn^  au  commencemefit  de  ce  paragraphe  (art  46) 
sa  haute  importance  dans  la  tbeorie  de  l'integration  des  Equations 
aux  dörivöes  partielies  du  premier  ordre.  La  d^monstration  la 
plus  directe  et  la  plus  simple  de  ce  tböordme»  que  nous  alloiu 
exposer  tout  ä  Tbeure,  montre  effectiFement  qu'il  est  une  conse« 
quence  imm^diate  de  r^galite  trinAme  qui  exprime  le  Th^ortoe  1 
du  §.  17.     De  \h  ii  est  facile  de  Toir  que  l'existence  de  t%t^ 
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aux  deriPits  parÜtUe^  du  pretnier  ordre.        Ca,  Vi/,  §.90.    458 

idenütö  poavait  ^(re  conciue  en  s'appu3ranC  senlement  8ur  le  th^o- 
reme  de  Poisson. 

RepreiioD8  le  systöme  canonique  de  2n  äquations  de  la  forme 
...  dxi      dB     dyt  BH 

en  Aupposant  H s=z  F{t^  Xu  yi»*--»  ^n*  9«)»  et  donnant  h  Tiodice 
t  toufes  les  valeurs  1,  2»..,  fi.    Soient 

(2)    ip(U  «|,  jff.,  «■,  y,)=ECOiist.,  np(i,  aF|,  jfi,..,  Xn*  yii)a:con8t 

deux  intdgrales  de  ce  systöme«  9  et  tp  ^tant  des   fonctions  doo- 
nee».    Le  theoröme  de  Poisson  consiste  en  ce  que  Texpression 

egal^e  ä  une  constante  arbitraire,    est   aussi   ane  inU^rale  des 
^quatloiis  (1). 

Comroe  les  äquations  (2)  repr^sentent  des  integrales  de  (1), 
les  fonctions  tp  et  '^^  en  vertu  de  ce  qui  a  ätö  dömoutrö  aa  {.  27, 
ddivsnt  verifier  identiqaement  les  conditioos 

|f  +  (v.  Ä)  =  0.      IJ +  (,{,,  if)  =  0. 

Si  r^uatlon  (97,  ^)  3=  const.  et  aussi  une  integrale  des  öquations 
(1),  la  fonction  (9,  t|;)  devra  värifier  identiquement  la  conditio» 

Or,  eo  vert«  de  la  rormnle  (0)  du  §.  16,  on  a 

En  substituant  Ici  les  valeurs 
U  viest 


d< 


=  [(i^.  9),  *]  +  [9>,  (^.  *)]. 


Donc  la  conditiou  relative  a  la  fonction  (9,  ^)  prend  la  forme  de 
röquation 
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KBs  9).  ♦]  +  [9>.  (ff  *)]  +  [(9*  ♦),*]=* 
on 

[(»,  7>).  *]  +  [(9>.  '«»  ^  +  [(*.  ^.  tp]  =  0, 

doDt  le  preroier  membre,  en  Ferto  du  Thöor^me  1  du  §•  17»  est 
identiquement  ögal  k  zäro,  qaelles  que  «oieot  les  fonctioiM«  B, 
q>f  ifi.    Ainsi  le  th^oröme  est  dämonträ. 

La  dömonstration  compliqoee  que  Poisson  avait  donD<^e  de 
80D  th^oröme  ätait  consid^r^e  comme  un  toar  de  force  analytiqae. 
Hamilton,  en  ramenant  lea  öquations  de  la  Dyoamiqae  k  oae 
forme  plas  simple,  a  simplifi^  en  ni^me  temps  la  demonstration 
de  Poisson.  La  ddmonstration  präc^dente,  qoi  8*applique  aox 
^aatlons  canoniques  de  la  forme  generale,  est  due  k  Donkin. 

143.  Jacobi,  le  premier,  a  attir^  Tattention  sur  rimportaoce 
du  tb^or^me  de  Poisson.  Les  applications  indireetes  qu'il  en 
a  faites  plus  fard  aax  questions  g^n^rales  de  Fintägration  des 
^uatioDs  aax  deriv^es  partielies  du  premier  ordre  et  des  ^quations 
de  la  Dynamique  ont  pleinemeot  mis  en  lumiöre  Futilit^  thöoriqne 
da  theor^me  de  Poisson.  Poar  ce  qui  est  de  ses  applications 
direetes  et  pratiques,  c'est-ä*dire  de  la  possibilit^,  ätant  donn^es 
deuz  integrales  d'un  Systeme  d'^quations  canoniques»  de  caicuier 
par  leur  moyen,  k  Taide  de  simples  diff^rentiations,  une  troisi^me 
integrale,  puis  une  quatri^me,  et  ainsi  de  suite;  i'examen  appro- 
fondi  de  cette  question  a  montrö  a  Bertrand*)  que  la  m^thode 
d'int^gration  fond^e  de  cette  maniöre  sur  le  thöor^me  de  Poisson 
ötält  loin  d'avoir  Timportance  qu*on  lui  avait  attribuee  d'abord. 
En  effety  les  cas  oü  ce  th^ordme  condoit  r^ellement  k  une  nou- 
velle  Integrale  se  reneontrent  beaucoup  plus  rarement  que  cenz 
oü  il  n'atteint  pas  ce  but.  Quelquefois,  aucune  des  combinaisons 
deuz  k  deuZy  par  le  thäor^me  de  Poisson,  des  integrales  qui 
forment  la  Solution  coropl^te  ne  donne  une  integrale  nouvelle; 
dans  d'autres  cas«  la  plupart  d*entre  eiles  jouissent  de  cette  möme 
propriete.  Bertrand,  profitant  de  cette  circonstance,  qui  ezciot 
ÖTldemment  la  possibilitö  d'appliquer  le  tböordme  de  Poissoo 
au  but  propose»  a  fonde  lä-dessus  une  roetbode  speciale  d'inte* 
gration  des  öquations  de  la  Dynamique  de  forme  hamiltonieoBe. 
L'etablissement  theorique  de  cette  mötbode  est  fort  simple;  c'est 
pourquoi  je  vais  t*ezposer  sommalrement»  et  i'^claircir  en  TappB» 


*)  M^iiioire  tur  rint^gration  de«  ^qaations  diff^ren- 
tiullet  de  la  Mecani^ue,  par  S.  Bertrand  (Journal  de  Ma- 
thöm.  de  LioaTitlo,    1853,  t.  XVII) 
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qaant  k  Tezenple  niöme  qui  a  ^t^  trait^  dans  le  paragraphe  prtf- 
cMent,  üün  qa'on  paisse  faGilemeot  comparer  les  rösaltats. 

144.  Examinona  d*abord  les  cas  ou  les  deux  integrales  doo- 
n^s»  9>  =  const»  ^  =  const.,  ne  coodnisent  pas  k  une  nouvelle 
int<$grale.  Cette  circonstance  se  produit:  I^  quand  rexpression 
(9>  tp)  se  rödnit  identiqaemenf  k  une  constante  d^terminäe  qnel- 
conqoe;  2^  qoand  cette  expression  se  röduit  k  one  fonction  de  tp 
et  de  if;,  en  sorte  qae  Ti^quation  (^,  ifr)  =  const.  ne  donne  pas 
ane  neuvelle  iDtögrale»  mais  nne  combinaison  alg^brlque  des  inte- 
grales dejä  connaes. 

Par  exemple,  si  Ton  soppose  que,  däns  les  equations  (1)»  ia 
fonction  H  ne  contienne  pas  t  explicitement,  on  a  Fintegrale 

H  b:  const. 
Ed  la  combinant  avec  une  autre  integrale  quelconqne 

9  s  const, 
g>  ne  contenant  pas  t  expliciteoient,  on  a  Tidentite 

(q>,  £0  =  0. 
Si  Ton  prend  une  integrale 

^— tas  const.« 

^  ne  contenant  pas  t  explicitement»  on  obtient  alors  Tiden tite 

(^,  H)  =  L 

En  general»  on  pent  dömontrer  que,  si  ^  =  const.  et  ifi  =  const 
sont  deux  integrales  des  equations  (1)»  II  existe  une  on  plusieurs 
integrales  de  la  forme  o  =  const.,  pour  lesqueltes  Texpression 
(q),  a)  se  reduit  identiquement  k  zito  ou  k  Tunite.  En  eifet, 
effectuons  les  substitutions  indiquees  par  les  formules 

(9.  *)  =  *!»    (9*  *i)  ==*•*••>    (9»  *"•-*)  =  *•.••  • 

Ed  prolongeant  cette  suite  indefiniment,  eile  ne  peut  continaer  con- 
stammeot  k  donner  des  fonctions  distinctes  '^,  ^i,  ih,.*,  pulsque 
les  equatioDS  (1)  n'ont  que  2n  integrales  distinctes.  Supposons 
que  fpm  seit  le  premier  terme  qui  seit  egal  k  une  constante  de- 
terminee»  ou  qui  s'exprime  en  fonction  des  terroes  precedents,  en 
Sorte  que  Ton  ait 


Digitized  by  VjOOQ IC 


456  Imscheneiikp:  Sur  tinUgratUm  ä€$  ^atiotu 

Efi  prenant  an«  fonctioD  arbiiraira  »  des  variable»  ^«  ^i,..,  «ba-i« 
on  a 

Donc,  81  nous  voulons  d<§terminer  m  de  manidre  que  (<Pf  a)  soit 
identiqaement  ^gal  ä  1  oa  &  0^  on  devra  iutögrer  l'öquatioD  lineaire 

9(0  8m  .,  8io         (  ^ 


on 
0 


Donc  lea  integrales  du  Systeme  d'^qaations  simvltan^es 

*i  ""  tp^  F     ■"  1(00  0) 

donnent  les  valeurs  de  la  fonction  m  au  moyen  desquellea  oo 
formera  son  expression  la  plus  gän^rale,  qui  sera  {'integrale  g^ 
04§rale  de  Täquation  lineaire  präcddente. 

La  ni^thode  de  Bertrand  pour  Tint^gration  des  equatioos 
de  la  Dynamique  de  forme  hamUtenienae  (1),  oik  B  =i  f(a^,  ^^^ 
„.,  xn^  yn),  conalate  dans  ce  quI  auit  On  döterniinera  one  int^ 
grale  des  äquatlons  (1), 

9(^1*  yi»"»  ^».  y«)  =  consl., 

diff^rente  de  rintögrale  des  forces  vives,  et  Ton  cherchera  uae 
autre  Inti^grale 

♦  (^1.  yi. . . .  a:n,  y»)  =  const. 
par  la  conditlon  que  la  fonction  ^  donne  Tidentiti^ 

0 
CO   . 


(    0 


145.  Comme  applieation,  prenons  le  probl^me  du  mouFemeat 
d*an  point  mat^riel  attlr^  vers  un  centre  Gxe  par  une  force  fonc- 
tion de  la  distance. 

Sons  les  mdmes  conditlons  qu*au  paragraphe  pr^cMent,  les 
^quations  du  mouvement  seront 


(1) 


dt       *•  dt       *' 

<'*'  *     /  s  dv'  ff      ,  ^ 
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Le  prindpe  de«  aires  doaoe  i'iot^rale 

(2)  /  =  ajf'  —yx'  =  const. 
Supposons  quo 

(3)  ^(x>  y,  o:',  y',  0  =  const 

soit  U06  seconde  integrale*  Ed  exprimant  la  conditioD  qae  cette 
iot^grale»  combinöe  avec  la  preniidre»  donne  identiqoement  (ip,  f) 
egal  k  s^ro  oa  h  l'oDit^,  on  a  les  deux  ^quationg  lin^alrea 

L'iDtägratioii  de  la  preiotdre  de  cea  ^qiiatioiia  conduit  aa  Sys- 
teme d*öqnatioDs  simnltan^es 

dx        djf       dy       dy'       d^ 
dont  une  des  int^^grales  est 

et  il  est  faciie  de  troover  les  trois  antres 

^t»  ^  Ct»  ^4  ^tant  des  constaotes  arbitraires. 

Par  suite»  en  posant,  pour  abr^ger, 

u  =  a^^ry\    »  =  «'*  +  y'*,    io  =  d?«'+jf3f', 

on  aara,  poar  la  valeiir  la  plas  g^n^rale  de  la  fooction  tp  qai 
satisfasse  ä  la  premlöre  i^nation  (4), 

«  d^igoaDt  une  fooction  arbitraire.  Si  i  derait  entrer  expllcite- 
ment  daos  l'iot^grale  (3)»  on  poserait  alors 

Si  l'on  prend»  pour  d^rminer  ^»  la  seconde  des  äquatioos 
Hn^lres  (4),  on  devra  integrer  le  systöme  des  i^quations 

d» dx*  dy  __  dfß'  _  d^ 

-y""-^""  *  ""  ^  ""   »  ' 

dx  dy  dxf  ,      d«'         , 


Ott 


80« 
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dont  les  Integrale«  sont  expvimiM«  paf  le«'^iitioiMi 

X  =  ilco8(tf;  +  a),        y  iss  ^8Wi(i(;+a), 

Oy  /?,  ^^  0  d^signant   des  constantes  arbitraire«.    De  ces  ^ua- 
tiOD«  on  tire  ais^ment  les  «nivaatea» 


(ft) 


XX'  +  yy'  =  C",      arctang  ^ ,+  tf  =  C"', 


C,  C"»  C^,  C^^  ^tant  des  constantes  arbitraires.  Dodc  l'ei- 
pr^sslön  g^n^rale  de  la  fonction  ^f  batisfkisant  ä  la  seconde  deü 
öqaations  (4),  sera 

1/;=  arctang  |  +  w(i«^  t?,  w), 

09  ötant  ane  fonction  enti^rement  arbitralre. 

146.  11  faut  maintenant  completer  la  d^termination  des  ex- 
pressions  trouv^es  {a)y  {af^  (A)de  la  fonolMA  t^  par  la  cooditioe 
que  chacune  d'elles^  ätant  ^gal^e  ä  une  constante  arbitraire,  re- 
präsente nne  integrale  des  i^quatiohs  (1).  Pour  cela»  il  faut  ex- 
primer  que  les  däriv^s  totales  4»  ces  fbnotions  par  rapport  a  i 
se  räduisent  identiquement  k  z<$ro,  par  r^limination  des  däriveef 
de  X,  y,  x'f  y'  prises  par  rapport  k  t  En  commea^aot  par  l'ex- 
pression  (a)>  op  troave   , 

df^bx  di  ^  dy  dt  ^  Ar'    dt  +  8y    dt  * 

et;  on  posant»  poof  abriet,  ^^r^  m.  A(ti)«  ob  a»  e»  rerttt  des 
äqoations  (1),  •..-.'• 

Donc  la  cimditiofi  ^S(  O^s'exprimera  4le^(a  rofni^re  siii?aDte, 
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Cette  ^quation,  Kni^tf  Q  par  rapport  2^  <Urtv^8  partielles  de 
9c,  permet  de  d^tefmlner  la  forme  de  cette  fonction  conformömeDt 
ao  but  prepo«^,  a«  oioyen  de  Tiot^gratioD  dea  tfquatione         ..    . 

du  __       dv dw dn 

(Jne  des  iiitf^grajes  ^e  ces  ^quatioDs  sera  %szci\  uoe  autres'ob- 
fieiidra  au  luoyen  de  T^quation 

Enfin,  eil  ^crivant  les  ^quations  donn^es  sous  la  forme 

vdu  __     udv ^2wdw     ^^  vdu  +  udv 

~  "■  w  <P (ti) "~  v+uO(u)  ^  v+uO(u)* 

on  obtleot  T^quation 

^Inodw  =s  vdu -i- udv, 

d'oü  Tod  tire  la  troisiöme  integrale 

fffS— tCO  =  C|. 

DoDC  rexpression  de  la  fonction  n  doit  ^tre 

n  =  n[v  —  fO  (m)  du,    UV  —  w*] , 

H  d^sigoant  uoe  fonction  arbitraire;  00,  en  rempla^ant  u,  v,  w  et 
<I>  (u)  par  leurs  valenrs,  et  remarquant  que  du  =  ^2rdr,  et  que 

t(;  =  «  =  J7[a;'a  +  y'*+2/9(r)rfr,    {xy'  -yo;')»]; 

c'est-ä-dire  que  Tint^grale  des  ^quations  (1)^  <^  =  con8t,  obtenue 
de  cette  mani^re,  repr^sentera  une  combinaison  alg^brique  arbi- 
traire des  «Sqnations  des  Forces  vives  et  des  alres,  laqoelle  «e 
peut  constituer  tine  nonvelle  integrale. 

147.    Bd  prenant  maintenant  la  forme  {o!)  poar  reprtfseoter 
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la  fonctioD  ipt  et  ezpriroant  la  condition  qoe  t|i  =  eonat.  doH  ^e 
an«  integrale  des  ^qaations  (1),  on  a  la  coodition 

df^^^dx  dt^dy  dt^hx'  W  +  ay'   Ä  """' 

00,  en  inettant  poar  les  d<^riv<^ea  de  ^  et  de  x^  x\  y»  y  les  n- 
leurs  doneöes  plus  haut» 

2«|5+2»*(«)|^+[,;+,*(„)l^=_l. 

Pour  d^terminer  la  fonction  n,  \l  faut  intt^grer  les  ^uafions 
du  dv  dw 


2»""  2w  (P(tt) ""  ü  +1«  0{u) 


=  —  d«. 


dont  deux  des  integrales  sont  les  ro^mes  que  dans    le   cas  de 
Tart  präcödenty  savoir, 

»— /(I>(ll)rfll  =  <?i,     IT*  — IW  =  €%. 

Au  moyen  de  ces  deux  äquations,  on  trouve 

10  =:  V^^Tw  =  Vc.+u[ci+/<P(ii)rfiiI; 

par  suite, 

, du  ^  dm 


2w  2V^Ca+ttL<?i+/<^(«)^]' 

d*ou  Ton  tire  la  troisi^me  integrale 

du 


^^/s 


2v^r+^[<?i+/<»wrf«] 

DoDG  l'expression  göni^rale  de  t/;  sera  * 

du 


=  ca. 


-/ 


2Vc,+  tt[c,+/a>(tt)dti] 

+  J2[r— /^(tt)ciii,  «c— !©•], 

17  däsignant  une  fonction  arbitraire*  Donc,  en  galant  cette  fönt- 
tion  17  k  zöro,  et  posant 

(5)  ^  SS  const.y 

oe  obtiendra  une  nouvelle  integrale  du  problerae »  exprimant  U 
temps  en  fonction  du  rayon  Tocteur ,  et  de  la  m^me  forme  qi^ 
nous  avons  obtenue  par  une  aotre  m^tbode  dans  le  paragrapbe 
pr^^dent. 
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148.    Ponr  compMter  la  Solution  da  probltoe,  examioons  en- 
core  sl  les  ^qnattons  (1)  admetteot  des  integrales  de  la  forme 

^  ==  arctang  —  -f  o(«,  v,  w)  =  const. 

Poar  cela,  on  a  la  eoDdItion 

dt~dx  dt  ^Bx'^dt  ^8^  dt^dy'    dt  ' 
oä  l'oD  anbstitoera  les  valeors 

en  rempla^^ant  les  dMv^es  de  x^  y»  x\  y'  par  leurs  valenrs  don- 
nöes  plus  haut  (art.  146);  apr^s  quoi  la  conditioo  consid^räe 
prendra  la  forme  d'une  öquation  lio^aire 

2fcg^  +  2w«>(«)g^  +  [r  +  ii*(te)]g^= jj , 

k  cause  de  xy'  -^yx'  =  V"«©  —  tr*.  Pour  d^terminer  la  fonction 
m,  on  intögrera  les  ^quations 

du dv dfo        ___  ttrfo) 

qui  oot  deox  integrales  communes  avec  les  equations  des  art. 
priködeots,  savoir, 

t — f0(uydu  Ä  €i,       «e— fo*  =  Cj. 

Par  leur  moyen,  on  trouve 


«=  V^[ci  +/*  («)  rftt]  M  —  Ca ; 
donc 

dtiVup— to* V^Ca  .  rfti 

"""~         2tf«o         ""       2uV[ci  +  / *ltt)rf«]  u — Ca' 

d*oii  Ton  tire  la  troisiöme  Integrale 

STc^.du 


-+/ä 


2«V  [c,  +/(P  (tt)rftt]  II— Ca 
Par  coDs^quant, 
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•=-/ 


2m  V[^+7^  (ti)  du]  M— et 


Sttbstitaant  cette  expression  de  o  dans  la  formule  (6),  on  trouve, 
pour  la  valenr  la  plus  gön^rale  de  tfr. 


tp  =  arctaiig 


y       r V^>rfu 


J  2u 


La  foDction  Sl  est  compl^tement  arbitraire';  eo  la  faisant  donc 
ögale  ä  z^io,  «t  posant 

(6)     ^  =  arc.ang|-/j^^|^^====c«nrt.. 

on  obtient  encore  une  nouvelle  integrale  du  probl^ine»  laquelle 
fait  coiinaitre  requation  de  la  trajectofre  du  point  mobile,  entf^re- 
ment  identique  avec  ceile  que  nous  avons  obtenue  daiis  le  para- 
graphe  pröc^deot. 

Si  aux  iotegrales  (2),  (5),  (6)  on  Joint  Tlnt^grale  des  forces 
vivea 

H  =  {x'^  +  y '•)  —fq>{r)dr  =  const., 

nous  anrona  alors  la  Solution  complöte  du  probldme. 

149.  En  considärant  la  marche  de  la  Solution  da  probltoe 
pröcödent,  on  volt  qu'elle  consiste  en  ceci :  Aprös  avoir  d^termioe 
une  Integrale  differente  de  celle  des  Forces  vives,  nous  en  avons 
trouv^  une  autre  renfermant  le  tenips,  d'aprds  la  condlHon  que, 
dans  la  combinaison  de  cette  integrale  wec  la  premiöre,  eile  r^ 
duise  la  parenthese  de  Poisson  k  z^ro.  La  troisi^me  int^rale, 
donnant  la  trajectoire,  s*obticiit  par  la  condition  que,  combinee 
avec  la  premidre,  eile  rdduise  la  parenthese  de  Poissou  a  To- 
nitö.  L'intögrale  des  forces  vives  conipiete  la  Solution.  Ber- 
trand a  demontr^  que  le  succ^s  de  ce  niode  de  Solution  n'est 
pas  accidentel,  et  que  cette  mätbode  doit  reussir  dans  tous  les 
probldoies  qui  concernent  le  mouvenient  daas  un  plan,  ou,  plus 
gän^ralement,  lorsque  les  coordonnees  des  points  du  systdme 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  deux  variables  ind^endantes. 
La  d^monstration  de  cette  proposition  est  trds  •  simple.  Mais, 
ayant  expos^  Tessence  da  proc^de,  je  crois  iaul^le  d*entrer  dans 
de  plus  longs  d^tails. 
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Chtti^Ure  Till. 

,    ,      d^idhr^s  iMurtieUe«  du  pi^mler  ordre, 

5.31. 

1S(L    iiHi  m^thode  d'int^afioa  d'nne  öqoatioo  on  de  piusieurs 

äqoations  siinaitan^es  aax  d^rivöes  partielles  du  premier  ordre«  et» 

comme  consdquence  de  cette  niöthode,   la  tbdorie  de  rintdgrafion 

AtB  dquatiopa  4e  forme  caiionlquey.  00t  formd  l'objet  priiicipal  de« 

chapitrea  prdc^dents  de  ce  Mdmoire.    MaU  avant  que  uette  lud« 

thode  eüt  re^a  son  ddveloppement  complet  dans  les   travaux  de 

Jacob i  et  d^aatrea  g^onuMrea^  le  probldme   de   rintägration  de 

requation  gdn^rale  aux  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre  avait 

etd  ddjä  compUtement   rdaolu  par  Pf  äff,    Caocby  et  Jacobi 

lui-nidme.     Les   mäthodes  proposöes   par   ces   auteurs,   tout   eo 

diffärapt  par  le  poiat  de  ddpart  et  par  la  foruie»  ont  cependant  un 

but  GonimuD:  rameoer  le  prqbltoe  k  riDtdgration.  coiupl^^e  d*Mn 

ayst^me  d'dquations  simultaDdes  ordlnaires  de  la  forme  des  i^qua- 

tions  (10)  (§.  II).    La  ttoavelle  mdthode  de  Jacobi,  expos^e  ci- 

dessus»   se   dlstingue   des   mdtbodes    qui   Tont   prdcddde    en  ce 

qu'elJe  se  borne  k  la  ddCermination  de  la  mo;tid  du  nombre  total 

des  inidgrales  satisfaisant  i|ux  conditions  coiinues  du  Systeme  en 

qaestion  d'dquatioas  simultandes.    La  rech^rche  de  ces  intdgrales 

conduit  .ik.plusieurs  systdm,e(9  d'^qi^ations  simnItaDÖes  ordioaire«. 

doDt  l'ii^tögr^tip[n  compl^te  o'est  Jamals  D^cess.aire;  il.suffit  toujours 

de  dötermioer  une  qnelconque  des  iutdgraies  de  cbaque  systdme. 

Pf  äff  a  trouvä  la  Solution  th^orique  du  probldme  de  fintd- 
grathm'  d«  r^qmatroin  gdn^rale  aux  ddrit^^s  partielle»  du  pv«»Miev 
ordre'^  eonim#<Ms  -pttftltmlforrd'onautre  probl^e  vd^ofn  p&v  lttl'^)i 
celoi  de  l'inti^gration  d'uoe  dqnation  dtf^la  fovmte     ''  

dans  laq— Me  X|  ^ . . ,  J««  rept dsewteot  an  -  fbiiMorrs  'd'ttn  pareft 
nombre  de  Tarlables  a?i,..,  arsn,  lesquelles Ulf  sati^fbnf'pas  box 
conditioDS  connues  de  Fontaine  oud'EuIer.  La  mdthode  de 
Pf  äff  conduit  &  4Ua<dgralloD*  complMe.  de  plüsieats  systömes  d'd- 
qnatioDS  simultandes  ordinaires,  dont  le  premier  seulement  se  tire 


*)  Abhalldiniigea  dair  Berfin^r  Akad«inie,,i#'A— 1815. 
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immMiatemeiit  des  donn^es  da  probl^me,  chacon  des  soiTants  ne 
poovant  dtre  förmig  qu'apr^s  rint^gratioo  compl^te  dn  systtee 
pröcMent.  Caocby,  qai  a  fait  cboix  d'uo  autre  procM^,  et 
Jacobi»  qui  s'est  occap^  de  simplifier  la  m^thode  de  Pfaff»  ont 
dteontr^  Tun  et  l'atttre  qae,  ponr  obtenir  lliitdgrale  compMe  d'Qoe 
^quatioD  aax  d^^riv^es  partiellee  dn  premier  ordre,  il  aufBt  dletö- 
grer  compl^tement  le  premier  des  systömes  d*^uations  simultanto 
de  la  mätbode  de  Pfaff.  Consid^ant  la  parfaite  conformM  des 
conclosions  6nale8  des  m^tbodes  de  Cauchy  et  de  Jacobi,  je 
me  bornerai  ä  exposer  sealement  la  premMre  de  ees  niModes 
soas  la  forme  la  plus  g^n^rale. 

151.  Soient  Xg,..,  o?«,  n  variables  Ind^peadantes ;  t  nne  fone- 
tloD  incoonue  de  ees  Tariables; 

Q^^  =  Pif    pour  t  =  l,  2,..,  II. 

les  dMvöes  partielles  de  cette  fonetion. 

La  forme  göo^rale  d'ane  äqtaation  aus  dMvöes  partielles  da 
premier  ordre  pent  dtre  repr^entde  par 

La  d^terminatioD  de  la  fonetion  x  qni  satisfait  k  l'^natioo 
(1)  constitae  an  probl^me  ind^termin^  de  sa  nature;  et,  en  effet, 
l'ezpression  la  plas  gän^rale  de  x  doit  renfermer  une  fonetion  ar- 
bitraire.  Mais  Canchy  rend  la  question  toot  k  fait  d^tenniniSe, 
en  y  ajoutant  cette  condition  compl^mentaire,  qne,  pour  nne  valenr 
particuli^re  donnöe  de  l'une  des  variables  ind^pendantes,  seit  pour 

la  fonetion  t  et  $eB  d<^riv^es  partielles  Pi9*»»pn  prennent  respec^ 
ti?einent  les  yaleors  (;,  «»i««.,  o»;  (  dMgaant  oae  fonetion  de 
^1»..»  xm^\  donn^  arbitralrement»  solt 

isi,«.,,  »,1.1  ^tant  les   ddriväes  partielles  de   cette  fonctioo»  de 
Sorte  qne«  en  gdndral» 


«I 


^  ^'     ^^^  ^^  ^'  ^''^  •••^'^ 


enfin.  »«  ^tant  la  valenr  tlr^  de  l'dqnation 
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18S.  Pour  Mterminer  la  fonctioD  z  aatisfateaiit  &  tonte«  ces 
conditkHi0,  Caiichy  appliqne  la  m^thode  da  changeroent  de  va* 
riables  ind^pendantes»  employ^  poor  la  premMre  fois  par  Am- 
pere poar  la  räaolntion  da  probidme  actael»  dans  le  caa  parti- 
calier  de  deax  yariablea  ind^pendantes. 

CoDcevoDS  las  fi— 1  variablee  «if.,  dr»-.i  ezprira^ea  par  od 
nitaie  Dombre  de  fooctioDa  diatioctes  de  fi— 1  nonveiles  yariabies 
lif*«9  &•-!  et  de  raDcienne  Tariable  dr«.  Par  soite  de  ceia,  x  etp^ 
deviendroDt  dea  foDctloDS  de  ar»  et  des  $i.  En  diilöreDtiaDt  ä  ce 
point  de  Toe»  neue  aorona  iea  ^qaatiotia 

En  Terta  de  F^galM 

8h  9h    _ 

on  tirera  dea  ^qaationa  pr^^dentes  les  relations 
dpn_f9pi   Sxr      Bpt  ajp,\  . 

W  { 

_  *=5r*  /Spk  8«    9pk  Sxk\ 
-  Ci  KdxnlU^'Sli  hxj 

Enaaite»  lea  expreaaioog  dedri,..,^»-!»  2>/'i»«mJ^  aQ  rooyen 
des  Tariables  li,^,  la-iy  arn  sont  sappos^s  telles  qae»  eo  les  sob- 
atitoant  dans  l'^qaation  (1),  celle-ci  devienne  une  identit^.  Donc, 
en  la  dlff^rentiant  par  rapport  ä  cbacane  des  variables  Xn  et  &, 
il  viendra 


(8) 


0J:> 


(8') 


8F8x       SF^i  .BFd^_ 

! 


8F  8«,  _8F^  aar— j 

gi;^+--+ar,_i  8& 

.  8F  8»  .   8F  8ft  .  ,  8F  fjp,     « 

+  ^S{i'*"^  4+  ••  "*■^5&=*'• 
Tk•u•L.  »1 
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(6) 


Prenons  d'abord  la  deitiidre  d«  ««s  deoz  iSqaatfMis,' laqa«ll«  doil 
aTöir  ii«u  pour  isi  !>••>  n — 1,  et  8tiiM<itiM««»y  le»  val«m  (3) 

et  (4)  de  sz-  et  de  -^\  il  viendra 

fdF  BF.Bpi  dF\oxi, 

,  /  BF    ,         BF  ^  Sp„-i  BF \Bxn-t 

/BF      8^  BF\Bpi  .    .  ^  /  BF      Bfmr-t.  dFXBjHri 
*  \Bpi      Bxn  WJ 1517  +••  +  V8/>«-i       9xn   BpJ  aii' 

==  ö. 

153.  Les  foDctipDs  de  Si,..,  i»-if  at«,  qai  reprösenteot  lee 
valears  de  ^i, . . ,  :rn-.i«  «ont  rteti^es  jusqq*lb  pr^ent  indätermiB^ 
Nous  poavoos  pro6ter  de  cette  Girconstance,  eo  choisissant  pov 
ces  fonctione  dea  expressions  telles,  qu'ellea  satisfiisaMit  aux  con- 
ditioDS 

dF     8£i8F_  dF        8jr«^i  dF  _ 

^^^       Bpi'dxn^  —  ^''''    äj^i^Ti        aar,     dpn^^' 

et,  poar  compli^ter  la  d^termination  de  tea  n — 1  fonctions,  joi- 
gnoDS-y  la  condition  qve,  poor  la  valeur  partiooli^re  Xn  =■  ü,  les 
fonctioos  Xi,.,,a:n~i  ptenneiit  respectiTeih^nt  le^valeurs  igffU-^' 

D'aprte  cef  oondilioDS,  l'^uatioo  (6)  prend  la  forme 

/BF   .       BF  /dpi  BF\3ä:i  . 

./BF    ^         BF  ^Bp.^M.9r\Bxn^i     „ 

et  poar  les  diverses  valeurs  de  t=  1,  ^2»...,  n-^l,  oous  aoroM 
n-^l  ^qoatioDS  semblables.    Le  determiDant  fonctionnel 


1  8*1       . 

8«*-i 

81—1 

ne  doli  pas  dtre  ^gal  k  z^o;  .car.y.s^il  l'^tdlt^  ^W,  (^b  ▼erta  da 
Tbik>rdme  da  §.  3),  il  existerait  entre  les  Tariables  x^ ,..,,  j^-i 
ane  oa  plaaieurs  ^qaatiops.  Dqno,  eoniitie{  col^s^i^^c^  otfcessaire 
des  ^qoatlons  präeädentes,  on  aura  ddkl'i^qaatioM  de  la  fonne 
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BF  ^      dF.dpt  dF       - 

qui  auront  lieo  peiir  tovtes  les  valeors  de  t  =  I,  2)<M'it— 1« 

1S4.  Nou8  avoDs  maiotenant  toatea  les  ^qoations  n^eaaaires 
pour  la  Solution  de  la  question.  En  consid^rant  toutea  les  con* 
ditions  introdoites  soccesaivement,  on  troave  que  le  probtöme 
consiste  en  ceci:  »,[Mterminer  2n  foDctione  inconoues  oT],..,  ^r»— i^ 
2,  Piff  Pu  des  variables  fi»..»  |i»~i>  ar«,  de  teile  mani^re  P  qae» 
poar  la  valeur  particuli^re  Xn^  a,  eltes  prennent  respeetivennelit 
ies  valeurs  ||,..,  I«.!,  ^,  »i»..,  «>ii~i*   en  supposant  (  =  /(§i,.. 

.-.  Iii-i)»  et  gän^ralement  «<=  di — ~~>  P^"'  «  =  lt  Ä*-» 

..,11—1;  et  enfin  la  valeur  de  »«  se  tirant  de  Ti^qaation 

2^  que  ces   foiictions  satisfasseot  aux  3»  — 1   öquations  (1),  (2), 
(3),  (7)  et  (8).« 

Neos  oe  falsons  pas  entrer  en  ligne  de  compte  les  öqnatioDs 
(4),  qui  sont  des  consöqueoces  des  öquations  (2)  et  (3)«  ni  Te- 
quatioo  (5),  qui  ^^t  ^uivaleote  ä  (]). 

Mals,  poor  d^terminer  in  fonctions  inconnoes»  if  snfBt,  en 
g^näral,  de  2n  äquations;  donc^  dans  le  systdme  pr^c^dent  de 
3n  — 1  ^quations,  il  doit  y  en  avoir  n— 1  de  superflues.  On  pent 
d^montrer^  en  effet,  1^  que  le  Systeme  de  in  ^quations,  compos^ 
de  (1)^  (2),  (7)  et  (ß),  suflßt  pour  d^terminer  les  valeurs  demand^es 
des  fonctions  inconnues;  2^  que  ces  (^quations  räduisent  ä  des 

identit^s  les  ti  —  l  öquations  restantes  (3). 

» 

155.  OcGupons  -  nous  d'abord  de  la  premi^re  partie  de  la 
dänionstration.  Les  ^quations  (2),  (7)  et  (8)  peuvent  s'^crire  sous 
la  forme 


i 
i 


les  deux  dernieres  ^quations  ayant  lieü   pour  toutes  les  valeurs 
de  «=  I,  2,..,  »— L 


BF  .              BF 
Bz       P^BfH-^'-^P'Bp, 

Bs.  = W ' 

Bp, 

BF 
Bau        Bpi                      Bpt 

Wn^     BF    '                       B:fn 

BF  .       BF 

Bxi-^p's; 

BF 

Bpn 
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Aox  i^quations  (9)  il  faat  encore  joiodre  F^aatioD  (1); 
celle-ci  peut  ötre  remplac^e  par  l*4$qaation  (5),  qai  liii  est  äqiii- 

▼alente,  et  qui,  par  la  substitation  des  vaienrs  de  g —  >    s£-i 

^^t  (iröes  des  öqaations  (9).  se  ramine  ais^ment  k  la  forme 

8F  .        8F  .  8ö,  8F       . 
5S +  ''"?;  + 57.  S^  =  <^' 
ou 

aF  ^       8F 

^'''^  -w.- — W — ' 

aemblable  ä  la  derni^re  des  ^quations  (9). 

Le  Systeme  des  2n  ^qoations  (9)  et  (10)  renferme»  a  propre- 
ment  parier,  des  d^rivi^es  partielles  des  2ii  fonetions  cliercbees; 
mais  conime  les  diffi^rentiatloiis  partielles  soot  fattes  par  rapport 
k  la  seule  variable  Xn9  tandis  qu'aucane  des  autres  vara« 
bles  indöpeiidantes  |i , . .  • ,  In^i  n'entre  expliciteinent  dans  Im 
äquatlons  considi^röes ,  il  s'ensuit  que  ces  ^quations  peuvent  etre 
trait^es  comme  uii  Systeme  d*^quattons  diffärentielles  ordinairc« 
da  premier  ordre.  D*aprös  cela,  les  4$quations  (9)  et  (10)  pour« 
ront  se  mettre  sous  la  forme 

dxi  ^_    dxn ufc 

"W^ dF  -    w     7    w 

dp,  dpn  ^'dpV^'^^dpn 


(II) 


—  dpi        _       _       —dpn 

dF   .        dF BF  dF 


Par  Tintegration  du  Systeme  des  ^quatioDS  (11)«  ob  peut  eo 
g^D^ral,  comme  on  sait«  trouver  des  expressions  6ines  et  döter- 
roin^es  des  fonctions  sci,,.,  Xn-u  ^>  Pi»**»  Pn  de  la  variable  j» 
lesquelles,  pour  la  valeur  particuli^re  Xn^=:a  de  cette  variable, 
prennent  respectivement  les  valeurs  $i,..,  £«.1,  {;  o»..,  «>«.  Sop- 
posoDS  que  ces  expressions  soient 
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(12)  ^  jr»^  =  9«.l  (^m,  I,,..,  £|_i,  fc  «1,..,  On), 

'  p»     =^ii     (ar«,  ||,..,  £,-1,  t,  »|,..,  o>»). 
En  sabstituant  dans  les  n  premidres  ^quations  (12)  les  valeurs 

ainsi  qaa  rexpression  de  (o«  tir^e  de  r^quatiou 

OD  obtiendra  n  ^quations  entre  les  variables  primitives  z,  Xi^.,,  Xn 
et  les  variables  aoxiliaires  1%»..,  in— i;  par  cons^quent,  si  la  forme 
de  la  fonetion  /  est  donti<^,  on  pourra  tfllmlner  les  variables  auxi- 
liaircs,  et  l*on  parviendra  ainsi  k  ane  i^qoatioo  d'oü  ron  tirera 
uoe  valeur  de  z  en  foDction  de  X|«».,  Xm  qui  satisfera  k  tontes 
les  conditions  propos^es,  cest-ä-dire  que  Tod  aura  l'integrale 
cbercbäe  du  probUme.  Si  la  forme  de  la  fonetion  /  reste  indä- 
termin^e,  alors  l'^limination  des  quantit^s  ii^..,  In-^x  est  g^nera- 
lement  impossible;  cependant  le  Systeme  des  n  premi^res  4$qaa* 
tions  (12)  peut  4tre  eonsidi^r^i  comme  äquivalent  ä  Tintögrale 
g^oärale  de  T^quation  (I). 

Lorsque  la  fonetion  /  est  ind^terroin^e,  r^liminatioo  de  ||,... 
••I  ia-i  n'est  possible  que  dans  le  seul  eas  particnlier  oü  les  n 
premi^res  äquations  (12)  ne  contiennent  pas  les  quantit^s  cii>iv>  oo»* 
Alors,  en  les  r^^solvant  par  rapport  k  t,  fif»  In—u  on  trouve  des 
valeurs  de  la  forme 

{:=»(a:,,..,  ar«,  2),  fi  =  W|(a:|,..,  Xn,  «),...,  |ii-i=^-i(ar|,...  Xm»  i). 

En  les  sobstituant  dans  T^qnation 

£  =  /(&,..,  6^1), 

on  obtient  Tinti^grale  g^n^rale  sous  la  forme 

De  cette  forme  de  l'integrale  g^närale  il  est  ais^  de  conclure 
qae    T^nation    propos^    (1)    doit  ^tre    lio^aire   par    rapport   k 
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Piff  fnt  et  aveo  cette  «oodition»  {»oor  tr#uver  le«  n  pramims 
integrales  du  Systeme  (12),  il  suflit  ävidemment  de  faire  vMge 
des  n  premi^res  öquations  (11),  savoir, 

doTi  ^^   dasn  d% 

Ainsi  la  thi^orie  de  Gauchy  erobrasse  dans  le  m^oie  proc^e 
göueral  la  Solution  des  ^quations  Unfaires  et  celle  des  ^oatioBs 
non  lin^aires. 

166.  U  reste  k  faire  volr  que  les  expressions  (12)  des  foDc- 
tlons  Zy  Xi9..t  Xn-'U  P\f'9  Pn%  Substitutes  dans  lea  ii^*i  äqu- 
tions  (3),  changent  Celles -el  en  identites.  AdmettoDS  pour  tu 
instant  que  ces  substitutions  ne  rendent  pas  identiques  les  dem 
roenibres  de  chacune  des  öquations  (3),  et  repräsentons  par  P 
leur  diff^rence,  «/('^  ötant  une  bnction  ineonnue  de  £i»..«  fii-i» 
Xn\  c'est-ä-dire  que  nous  posons 

En  joignant  k  cette  ^galltä  Ti^quation  (2),  qui  devient  identiqse 
lorsqu'on  y  substitue  les  valeurs  (12),  et  la  comblnaot  ayec  h 
pr^^dente  par  la  möme  proc^dä  qui  a  servi  &  obtenir  les  eqot- 
tions  (4),  il  vient 

dpu ip2_   8^1  _  8*gi_  8*1  , 

3&""8a:«  Mi        Hi   S^  "•"*'• 

^  Bxn     Ski        a&     dx^  '**'S^' 

Si  Ton  porte  lea  valeurs  pröc^dentes  de  öj  et  de  -^  dans  le- 
quatioD  (5')>  nous  auroos 

Kdx,  +''»&  ^^^dpnjd^  +••• 

^  /  SP       ,  ÖF  .    dpn-l   dF\dXn-l 

+  V&^i  ■•"  '^-'äl  +  -^^  j^  -dir 

/3F_a£,8F\a2|^  /_8F^     8x,-i  8F\dpm-i 

8F  8J»      8F      _ 
8pii  d:r«       8*        ""   *    • 
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Hais,  en  vertn  des  ^quatioos  (7)  et  (8)»  qui  sont  satisfaites 
par  les  valears  (VI),  tous  les^termes  de  r^qnation  pr^c^dente,  k 
Texception  des  deuz  derniers^  sont  ideDtiquement  iials.^  Donc, 
pour  d^termiDer  Ji^,  noas  aor^ns  T^qaation 

eF 

Bpn 

En  multtpliättt  les  detix  meiDbres  de  eette  (^qoation  par  ctr.,  et 
int^grant  depuis  a  jükqu^k  ^n/ilTieot 

BF 


Ar« 


«/a^O  ^tant  la  valeor  de  J(0  pour  a:«  =  a;  or  il  est  faeile  de  voir 
qua  cette  valear  est  nulle.  . 

En  eifefy  en  faisant  ctm^^ä,  rappelons-nons' qu'en  ro^tne  temps 
les  fonctioDS  2,  oti,..,  ä^n^u  Pif,  Pn-h  doirent  prendre  respecti- 
vement  les  valeurs  i,  Sjy»  iu-i»  »if»  «oa-i«  Denc  l'^quatleA 
(3)  prend  la  forme 

d'oü 

II  est  Evident  alors  que  Ton  a  aussi»  en  g^oi^ral,  J(0  =  0;  c'est- 
ik*dire  que  les  ^quations  (3)  sont  satisfaites  par  les  inti^grales 
(12)9  lesqaelles,  remplissant  ainsi  toutes  les  conditions  voulues, 
doDoeront  la  Solution  la  plus  g^n^rate  du  probl^me. 

157.  Bertrand  a  fait  contre  la  eoaclnsion  pr^iei^dente  une 
objection  *),  qal  consiste  en  ce  que  cette  conclusloo  est  vraie 
seulement  ä  la  condition  que  l'int^ale 


*)  Comptet  rendot  des  S6aocet  de  TAcad^nila  dea  Scien- 
cet»  L  XLV,  p.  617. 
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(14) 


De  prenne  pas  une  yaleor  ind^termin^  ou  infioie;  et  qae»  d'on 
autre  cdt6,  od  peat  toujoors  attribuer  k  la  fooction  arbitraire 
2;= /(£i,...9  £it-.i)  uDe  forme  teile  qae  riin  de  cea  den  ca« 
ait  liea. 


A  roccasioD  de  cette  remarqoe^  Serret  a  eotrepria  Tc 
de  cee  cae  exeeptioooels,  et  a  dteoDtri^*)  qae«  si  Tiot^rale  (14) 
n'a  paa  uae  valear  fiaie  et  dötermlo^  poor  la  forme  aasiga^  i 
la  foDction  f(tip..,  fn-i)»  Ü  arrive  alora,  en  möme  tempa,  qae  les 
equationa  (12)  aont  improprea  k  foornir  la  solutioo  g^n^rale  da 
probltoe«  Cette  Solution  a'obtient»  dana  ce  caa,  au  moyen  de 
IHntögrale  compl^te»  c'eet-ä-dire  de  riot^grale  qui  reoferme  aotaot 
de  GODstantes  arbitrairea  qa*il  y  a  de  variables,  ind^peodantes 
dana  T^quation  doani^e«  Je  crois  inatile,  d'allleura,  d'expoaer  ea 
detail  les  reeherGhes  de  Serret»  d'aatant  qu'elles  ont  4t4  repro- 
duites,  d*apr^8  les  articies  des  Comptes  rendos»  avec  beao- 
coup  d'ezplicationa  et  d'exemples,  dana  la  Trait^  älementaire 
deCaloal  difförentiel  et  deCalcul  Integral  de  I«»cnls» 
tfi  Edition  augmentt^e  de  Notes  par  MM.  Menalte  et  8cr- 
rei,  (Note  II,  T,  II,  p.  237-282)  **). 


*)  Coroptea  raadas,   t.  LIII,  ■^ncea  des  7  et  38  eclobre  1861. 

•*)  Voyes  encore  Serret,   Coarc  de  Calcal  ^iff^reDtiel  et 

iat^gral,  t.  II,  p»  624 — 649,  et  le  Blöniolre  da  m4nie  Autear  inaM 

daaa  lec  Anaalee  ■cleatifiqoe«  de  l'Ecole  Nomale  eap^rienre, 

t.  III  (Note  da  trad.). 
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JLXl. 

Die  harmonischen  Polarcurven» 

Von 

Herrn  Professor  C»  A.  Bretsehneider 
in  Gotha. 


(Ffgaren  8.  Taf.  XI.) 

Bedarf  der  Lehrer  der  Mathematik  bei  dem  Unterrichte  In 
der  analy tischen  Geometrie  zw eclc massiger  Beispiele ,  um  den 
Scbfiler  In  Untemucbung  von  Curven  za  üben,  so  sieht  er  sieb» 
wenn  er  nicbt  die  bis  zum  (Jeberdruss  gebrauchten  Kegelscbnitte 
dazQ  yerwendeo  will,  vergebens  nach  literarischen  Hfilfsmltteln  um« 
Die  Lehrbücher  der  analytischen  Geometrie  beschränken  sich  na* 
türlich  darauf,  die  Regeln  zu  entwickeln,  nach  denen  man  ans  der 
Gleichung  der  krummen  Linie  die  Ausdrücke  fiir  ihre  Tangente, 
Sobtangente,  Normale,  Subnormale  u.  s.  w.  findet,  und  erifiutern 
dieselben  bOchstene  durch  ein  Paar  einfache  Beispiele*  Der  Ver- 
koch, die  der  Curve  eigenthüm liehen  geometrischen  Eigen- 
«chaften  aufzufinden,  wird  nirgends  gemacht,  so  wichtig  eine 
solche  Dntersuchnng  in  besonderen  FSlIen  auch  sein  kann.  Mo- 
Dographieen  über  specielle  Curven  sind  in  der  deutschen  mathe- 
matischen Literatur  kaum  einige  vorhanden,  und  auch  von  diesen 
folgt  die  Mehrzahl  ganz  dem  Vorgange  der  allgemeinen  Lehr* 
bücher.  Indem  ihre  Verfasser  genug  gethan  zu  haben  meinen, 
wenn  sie  die  allgemeinen  Theoreme  der  höheren  Curvenlehre  für 
den  gewählten  einzelnen  Fall  specialisiren. 

Unter  diesen  Umständen  schon  seit  lange  genothigt,  mich  um 
höhere  Curven  zu  bemühen,  die  eine  ausgiebigere  geometrische 
Behandhtog  gestattsn,  bin  ich  unter  anderen  auch  auf  die  beiden 
nachfolgenden  gekemmeD,  die  ich  harmonische  Polarcurven 
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genannt  habe.  Da  sie  In  der  That  eine  ganz  leidliche  Ansbeate 
an  bemerkenswerthen  geometrischen  Eigenschaften  darbieten,  m 
dürfte  die  genauere  Darstellung  des  Gegenstandes  im  „Archive^ 
nicht  ganz  werthlos  erscheinen,  und  zwar  am  so  weniger,  als  flabe> 
recht  brauchbare  Cebungsbelspiele  fSr  die  Behandlung  kubiseber 
und  biquadratischer  Gleichungen  erhalten  werden,  ein  Feld,  uf 
welchem  gleichfalls  noch  gar  kein  Ueberfluss  herrscht. 

8  1 

In  einer  Ebene  (Fig.  1.  u.  2.)  seien  gegeben  das  Ceatnn  A 
eines  ebenen  Strahlbfischels  und  ein  fester  Punkt  B  ausserbaJb 
desselben.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  Cdes  Strahles  AB  lege 
man  die  Gerade  CCC  senkrecht  auf  ABi  so  wird  jeder  StraU 
des  Bfi^chels  z.  B.  AÄ'  das  Loth  CC  In  einem  Punkte  L  schnei- 
den. Trägt  man  sodann  auf  diesem  Strahle  vom  Schnittpunkte  £ 
aus  nach  beiden  Seiten  hin  eine  Strecke  LY=iLY'  ab,  welche 
dem  Abstände  des  Punktes  L  vom  festen  Punkte  B  gleich  \%U 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  einander  zugeordneten  Ponitfe 
F  und  Y'  eine  krumme  Linie,  welche  harmonische  Polar- 
corve  genannt  werden  soll. 

Da  die  angegebene  Construktion  oberhalb  wie  unterhalb  AA 
in  gleicher  Weise  ausgefährt  werden  kann,  so  besteht  die  Carre 
aus  zwei  congruenten  Theilen,  welche  auf  entgegengesetzten  Seitev 
des  Strahles  AA'  liegen.  Eben  so  leuchtet  ein,  dass  die  Corre 
nicht  nur  durch  die  Punkte  A  und  B  hindurchgehen,  sondern  mit 
AA'  noch  einen  dritten  Punkt  B'  gemein  haben  mnss,  der  aif 
ihr  von  C  aus  in  dem  Abstände  CB^  =:  CB  gelegen  ist.  Da  hier- 
nach LB  =1  LB'  wird,  so  ist  es  gänzlich  einerlei,  ob  der  Fom- 
punkt  C  des  Lothes  OC^  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Strecke 
AB  gewählt  wird. 

Umgekehrt  dagegen  Ist  es  nicht  völlig  einerlei,  ob  das  Strahl- 
centrum A  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Strecke  BC  liegt,  wes- 
halb die  Untersuchung  für  beide  Fälle  getrennt  zu  Rihren  ist. 
Liegt  A  ausserhalb  BC,  wie  In  Fig.  I.,  so  mag  die  Curve  eise 
harmonische  Polarcurve  der  ersten  Art  genannt  werden;  in 
entgegengesetzten  Falle,  wenn  A  zwischen  B  und  C  liegt,  Fig.  i> 
heisse  sie  eine  Polarcurve  der  zweiten  Art. 

5.2. 

Der  Kürze  halber  sollen  fflr  beide  CurveMirten  folgende  Be- 
nennungeu   eingef&hrt   werden.    Das  Stcahlceairora  A  heisse  der 
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Pol  der  Corve,  die  StrahlenabscbDitte  AV:siR  und  AY' ^  R^ 
logeordoete  Poletrahleo,  die  Strecke  YV  die  Polsehne, 
das  Lotb  CC  die  Riebtiinie  und  CL  die  Centraldistanz 
der  Polstrahlen  oder  Poliiehne.  Macht  man  ferner  CA'  =  CA, 
•0  werde 

AA'  =2.ACz=2{a-t'b)  die  erste  ^chse 

BB'  =i.BC  =  2b  die  zweite  Achse 

AB  =a  die  Nebenachse 

der  Cunre  genannt  Demgem&ss  sind  die  Kreise  welche  um  AA\ 
BB\  AB  als  Durchmesser  beschrieben  werden,  beziehungsweise 
als  erster»  zweiter  Acbsenkreis  und  Nebenkreis  zu  be- 
zeichnen.  Endlich  mag  B  der  erste,  B'  der  zweite  Hanpt- 
8cheitel  der  Curve  heissen. 

Man  nehme  C  zum  Nullpunkt  der  Coordinaten,  die  Richtlinie 
CC  zur  Ordinatenachse,  AA'  zur  Abscissenachse  und  bezeichne 
speeiell  diejenige  Seite  der  letzteren  als  die  positive,  auf  welcher 
der  Pol  A  liegt  Im  Punkte  A'  werde  auf  AA'  das  Loth  A'A" 
errichtet,  so  wird  jeder  Strahl  AL  auch  dieses  Loth  In  einem 
Punkte  A"  schneiden,  und  man  hat  alsbald  folgende  Sätze: 

a)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve  sind  die  Abscissen  je 
zweier  zugeordneter  Punkte  Y  und  Y'  gleich  gross,  aber 
entgegengesetzt;  CX=:CX'; 

b)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve  werden  sämmtliche 
Polsehnen  von  der  Richtlinie  halbirt;  LY  =  LV; 

c)  iD  jeder  harmonischen  Polarcurve  wird  der  Abschnitt 
AA"  eines  Polstrahles  zwischen  dem  Pole  A  und  dem 
Schnittpunkte  AT'  mit  dem  Lothe  A'A"  durch  die  Richt- 
linie halbirt;  LA  =z  LA"; 

d)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve  ist  der  Abstand  des 
einen  zweier  conjugirter  Punkte  von  einem  der  beiden 
Punkte  A  und  A"  gleich  dem  des  andern  conjugirten 
Punktes  von  dem  zweiten  der  Punkte  A  und  A"; 

AY:=  Y'A";    AY'=z  YA\ 

§.  3. 
Bezeichnet  man  flir  die  Polarcurve  der  ersten  Art  (Fig.  I.) 
CJr=i.;    JfF=y;    Jr,'F'=y,; 
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8o  wird 

AX:  AX'  =  y:yi=a  +  6--M:a  +  6  +  a.  (1) 

Wird  aus   F  die  YN\\AC  gezogen,  so  istt 

i?C»+CL*=ÄL«  =  LF«=  CJ!f>  +  LiV*  d.  h. 

oder: 

yy,=^{u^'  b){u^b)  =  AÄ.  ITA'  =s  JT'Ä.  A'Ä'.  00 

Die^e  (ileicHung  mit  (I)  verbanden  liefert: 

In  ganz  analoger  Wei««  folgt  ffir  die  Polarcurve  der  xweitei 
Art  (Fig.  2.) 

AX.AX'  =y:yi  =  a  — (6-o):m-(6— a) 

4*«  +  (yi  -^)»  =  4tt«  +  (y,  +y)« 

»yi  =  (*+ti)(6  -a)  =  XB.X'B=  X'B.XB. 

Die  Gleichling  der  Puiarcurve  erster  Art  geht  demnaeh  sofort  in 
die  der  Curve  zweiter  Art  über,  wenn  anstatt  a  der  Wertb  — a 
eingesetzt,  d.  h.  die  Nebenacfase  negativ  gesetzt  wird.  Solleo 
dagegen  die  Gesetze  (I)  und  ('2)  auf  die  Corven  zweiter  Art  liber- 
tragen  werden,  so  genügt  es  nicht  allein,  dass  —  n  statt  a  ge- 
schrieben wird;  es  muss  auch  — y^  anstatt  i^|  genoniinen  werden. 
—  Betrachtet  man  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (3)  oiid  (4) 
die  Abscisse  u  als  wesentlich  positiv,  so  ist  aUbald 

^'         ^  '  u  —  io^-ä) 

Man  hat  demnach  folgende  allgemeine  Gesetze: 

a)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve   ist  das  Rechteck  ns 
den  Ordinaten    sweier  eonjagirter  Punkte    gleichflichi^ 


(5) 
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dem  Rechtecke    aus  den    AhstSnden    dee    FuMpanktee 
einer   dieser  Ordinaten  voo  den  Scheiteln  der  Curve;  (2y. 

b)  in  jeder  härniooisehen  Polareurre  verhalten  eich  die  Or- 
dinateo  angeordneter  Punkte  wie  deren  Abstände  vom 
Pol;(l). 

c)  Id  jeder  harmonischen  Polarcurve  verhfilt  sich  das  Qua- 
drat der  Ordinate  zu  dem  Rechtecke  aus  den  Abständen 
«krsethert  von  den  beiden  Scheiteln,  wie  ihr  Abstand 
vom  Pol  sum  Abstand  der  zugeordneten  Ordinate  vom 
Pol;  (3). 

j.  4. 

Fdr  jede  von  beiden  Arten  der  Polarcurvee  ergiebl  Atht  dass 
ffir  M  =3  +  ^  und  tf  :=  —  6  die  Ordinate  ^  =ts  0  wird ;  dagegen  ist 
für  uzsiCA  (d«  h.  w^a-^-b  oder  11=6—11)  zwar  y  »O,  aber'iSr 
den  «ntgegengesetzteu  Werth  u^CA'  wird  y=:x« 

Demnach  besteht  jede  harmonische  Polarcurve  aus  zwei  ge- 
trennten Theilen,  nämlich  einem  Gber  der  Mebenachse  liegenden 
geseblossenen  Oval  und  einem  durch  den  zweiten  Scheitel  B' 
gebenden  unendlichen  Aste»  der  das  im  Gegenpunkte  A'  des 
Poles  A  stehende  hoth  A'A"  zur  Asymptote  hat.  Für  diesen 
Ast  ist  zo  bemerken ,  dass  er  bei  den  Curven  erster  Art  dem 
Ovale  die  convexe  Seite,  bei  den  Curven  zweiter  Art  die  con* 
cave  Seite  zuwendet. 

In  jeder  von  beiden  Gurvenarten  liegen  daher  die  Fosspunkte 
der  Ordinaten  gSnzlich  innerhalb  der  Strecken  AB  und  AB*. 


§.5. 

Da  stets  Xf£(=:£fi' =  £F=LF'  sein  muss«  so  liegen  in 
jeder  harmoniaebto  Polarcurve  je  zwei  angeordnete  Punkte  mit 
den  beiden  S^heitelik  auf  dem  Uaifange  einen,  nnd  deeeelben 
Kxeieee,  der  die  Polsehn«  YY'  zum  OuKchmeeser  bat  Denkt 
man  eitfh  die  tinendllche  Menge  des  Kreiae  gegeben«  die  simmt- 
lieb  die  zweite  Achse  BB^  izar  Sehne  haben«  (4ie  mag  kurz  die 
Kreisescbaar  BB'  heissen),  so  ist  die  Richtlinie  CC  der 
Centralort  und  die  Gerade  AA  der  Ort  der  gleichen  Po- 
tenzen fQr  die  Schaar. 

Es  iatdeuBAeb  flir  jede'bartn#ni#ehePolaMnrre  da»  Reehteek 
SOS  je  zwei  zugeordneten  Polstrahlen  constant»   nämlieb'  gleiek 
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dem  Rechtecke  aas  deo  Abstäoden  des  Poles  von  den  ScMth 
der  Garve;  Ar.AV'  =  AB.  AB'. 

Wird  in  der  Carve  erster  Art  ans  dem  Pole  A  (Fig.  1.)  ene 
Tangente  AE  =  /  an  einen  der  Kreise  ans  der  Sehasr  88*  ge- 
zogen, so  ist  die  Länge  t  fOr  jeden  andern  Kreis  der  Schaar  die 
nfimüche;  mithin  t^  die  gemeinschaftliche  äussere  Poteos  der 
Kreiseschaar,  und  Jos  ist 

in  den    harmonischen   Polarcnrren  erster  Art  die   isMere 

Potenz  t^  der  fiber  der  zweiten  Achse  stehendes  Kreiee- 
schaar  gleich  dem  Rechtecke  aus  je  zwei  zageordaetea  Pel- 
strahlen;  also: 

fi=za(a  +26)  =  (n  +  6)«— 6«  =  RR^. 

Wird  In  der  Polarcurve  zweiter  Art  durch  den  Pol  Ä  m 
Loth  (Fig.  2.)  senkrecht  auf  die  Polsehne  YY'  errichtet,  wekki 
den  um  letztern  beschriebenen  Kreis  der  Schaar  JSff  io  des 
Punkten  E  und  F  schneidet;  so  ist  AE^  t  für  jeden  andern  Kreb 
der  Schaar  unveränderlich,  mithin  I*  die  gemeinschaftliche  ionen 
Potenz  der  Kreiseschaar;  daher  ist 

in  den  harmonischen  Polarcurven^ der  zweiten  Art  die  innere 
Potenz  t^  der  über  der  zweiten  Achse  stehenden  Krei•^ 
schaar  gleich  dem  Rechtecke  je  zweier  zugeordneter  Pol- 
strahlen;  also: 

<•  =  a(26— a)  =  6«— (6— o)«  =  ÄÄ|. 

Umgekehrt:  Beschreibt  man  über  der  Polsehne  «iaer 
Gurve  der  ersten  Art,  als  Durchmesser,  einen  Kreis,  viU 
aus  dem  Pol  A  mit  der  GrOsse  t  als  Halbmesser  einei 
zweiten  Kreis,  so  sind  die  Schnittpunkte  E  und  F  der  bei- 
derseitigen DmAnge  die  Berührungspunkte  der  vom  Pol  m 
nach  dem  ersten  Kreise  gezogenen  Tangenten;  und: 

beschreibt  man  über  der  Polsehne  einer  Canre  der  swaitei 
Art,  als  Durehmesser,  einen  Kreis  und  aus  dem  Pole  A  wä 
dem  Halbmesser  i  einen  zweiten  Kreis,  so  sind  die  Scfautt- 
punkte  E  und  F  der  beiderseitigen  Umttnge  die  Endpaite 
eines  Durchmessers  des  zweiten  Kreises. 


{.  6. 

Für  zugeordnete  PotstTdUen  der  Carven  erster  Art  liat  «• 
die  Werthe: 
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a  +  ö+u  *  a+ö'-'U 


V(a  +  6)«_B« 


lo  der  Cnrve  der  zweiten  Art  dagegen  wird  erbalten: 


In  ahnlicher  Weise  ergiebt  sich  ßir  die  Curre  erster  Art  (Fig.  1.) : 
und  ffBr  die  Curve  zweiter  Art  (Fig.  2.): 

CL  =  i(y.-y)  =  2V6*i:f-.  v=^^j. 


5.  7. 

Betrachtet  man  in  Fig.  1.  A  als  äusseren  barmoniscIieD  Pol 
des  Kreises  uro  YV,  so  ist  EF  die  zu  A  gehörige  Polare,  die 
den  Strahl  AL  in  W  senkrecht  schneidet,  und  die  Achse  AA' 
iD  dem  Punkte  D  trifft.  Es  bilden  demnach  sowohl  A,  V,  W,  F' 
als  auch  A,  B,  D^  B'  eine  harmonische  Quaternion^  woraus  als- 
bald folgt,  dass  der  Punkt  D  fiir  alle  Kreise  der  Schaar  BB' 
der  nämliche  bleiben  muss.  Errichtete  man  in  A  Lothe  auf  AC 
Qnd  AL,  so  wären  diese  die  Polaren  fSr  die  Kreise  BB'  und 
YY'  in  Bezug  auf  D  und   W  als  innere  Pole. 

Tb«U  L.  32 
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Wird  dagegen  In  Fig.  2.  A  als  innerer  harmonischer  Pol  des 
Kreises  YY'  betrachtet »  and  man  legt  an  die  Endpankte  der 
Sehne  EF  Berührende,  so  schneiden  sich  diese  in  einem  Punkte 
W  des  verlängerten  Polstrahles  AL^  and  die  in  W  auf  AL  er- 
richtete Senkrechte  WD  ist  dann  für  den  Kreis  YY'  die  Polare 
des  Poles  A.  Es  sind  demnach  W^  F»  A,  Y\  ingleicheo  A  B, 
A,  B'  gleichfalls  harmonische  Quaternionen,  folglich  auch  D  eio 
für  alle  Kreise  der  Schaar  BB^  unveränderlicher  Punkt. 

Aus  diesen  Betrachtungen  lässt  sich  nun  unmittelbar  Nach- 
folgendes ableiten. 

a)  Sucht  man  zu  den  Scheiteln  B  und  B*  einer  Polarcurve 
und  dem  Pole  A  den  dem  letzteren  zugeordtieten  vierte«! 
harmonischen  Punkt  D,  so  soll  letzterer  kurz  der  Ge- 
genpol, und  der  um  die  Strecke  AD  als  Durchmesser 
construirte  Kreis  der  Pol  kreis  der  Curve  genannt 
werden» 

b)  Jeder  Polstrahl  AL  der  Curve  wird  vom  Polkreise  io 
einem  Punkte  W  geschnitten,  der  mit  den  zugeordneten 
Punkten  Y  und  Y'  und  dem  Pole  A  den  letzterem  sa- 
geordneten vierten  harmonischen  Punkt  bildet.  Er  heisse 
deshalb  kurz  der  vierte  Punkt  des  Polstrahles  AL 
oder  der  Polsehne   YY'. 

c)  Umgekehrt  liegt  in  der  Curve  der  ersten  wie  der  zweiten 
Art  der  vierte  Punkt  jeder  Polsehne  auf  dem  Umfange 
eines  festen  Kreises,  nämlich  des  Polkreises. 

d)  Sämmtliche  zu  A,  als  gemeinschaftlichem  harmonischen 
Pol  gehurige.  Polaren  der  Kreiseschaar  BB'  bildeo 
einen  ebenmi  Strahlbuschel  der  den  Gegenpol  D  zum 
Ceutrum  hat. 

e)  Sämmtliche  den  Gegenpol  D,  als  gemeinschaftlichem 
harmonischen  Pole  der  Kreiseschaar  BB'  zugehörige, 
Polaren  AL  bilden  einen  ebenen  Strahlbflschel ,  der  A 
zum  Centrum  hat 

0  Betrachtet  man  die  Punkte  W  auf  dem  Umfange  de? 
Polkreiscs  als  harmonische  Pole  der  Kreiseschaar  Bff, 
80  bilden  die  zugehörigen  Polaren  jederzeit  einen  Strahl- 
buschel, und  dessen  Centram  ist  der  Pol  A,  wenn  jeder 
Punkt  W  bei  den  Curven  erster  Art  innerhalb,  bei 
denen  aweiter  Art  ausserhalb  äea  ihm  zngefiSrigen 
Kreises  liegt.    Dagegen  ist  der  Gegenpol  D  das  Gentrsn 


Digitized  by  VjOOQ IC 


ßreiscäneider:    Die  harmonischen  Polarcurven,         483 

des  Strahlbüschels,  weon  W  bei  den  Corven  erster  Art 
ausserhalb,  bei  denen  zweiter  Art  innerhalb  ^es 
ihm  sDgehOrigen  Kreises  gelegen  ist. 

Diese  Bigenschaften  sind  es,  welehe  Veranlassung  gegeben 
liaben,  die  fraglichen  krummen  Linien  harmonische  Polar- 
en rven  EU  benennen. 


Sind  auf  einer  Geraden  (Fig.  3.)  vier  harmonische  Punkte  io 
der  Reihenfolge  A^  Bt  D»  B'  gegeben ,  und  man  betrachtet  B 
uod  B^  als  Scheitel  zweier  harmonischer  Polarcurven  von  denen 
die  eine  A  zum  Pole  bat,  also  erster  Art  ist,  während  die  andere 
D  zum  Pole  hat,  und  somit  zweiter  Art  ist;  —  so  sollen  diese 
Curven  conjugirt  genannt  werden.  Ihre  beiderseitigen  Ovale 
berfibren  sich  im  ersten  Scheitel  B  und  ihre  und  ihre  unendlichen 
Aeste  im  zweiten  Scheitel  B*.  Die  zweite  Achse  BB*  =  2ö  ist 
demnach  beiden  Curven  gemeinschaftlich,  während  die  Neben- 
acbsen  und  somit  auch  die  ersten  Achsen  wesentlich  verschieden 
sind. 

Man  bezeichne  Ar  die  Gurve  erster  Art  wie  bisher,  die  Ne- 
benachse mit  a  und  die  Potenz  mit  <*,  hingegen  für  die  Curve 
der  zweiten  Art  die  Nebsnachse  BD  =s  e  und  die  zugehörige 
Potenz  mit  li*,  so  hat  man  alsbald  folgende  Gleichungen: 

l»8=,a(o  +  26)  <|«=:c(26-c) 


AB  =o        =T — 1        BD  =c  = 


AD  =w 


6 — e  a  +  b 


a^b 


Ä 


b*  b* 

AC   =a  +  6  =  7 — -         DC  =    b^c=:^ 


—  e  air  b 

0 — c  a+0 

Die  weitere  Untersuchung  der  in  Rede  stehenden  Curven 
hängt  fast  ganz  von  dem  gegenseitigen  Zusammenhange  eines 
conjugirten  Curvenpaares  ab. 
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§.9. 

Zieht  man  in  dem  Sehnenviereck  BYY'B'  (Fig.  1.  u.  1)  die 
Diagonalen  BY'  und  BY^  die  sich  in  einem  Punkte  O  schnei* 
den»  and  verlängert  sodann  die  Gegenselten  BY  und  B'Y',  bis 
sie  sich  in  einem  Punkte  O'  schneiden ;  —  so  muss.  In  Folge  der 
bekannten  Eigenschaften  jedes  geradlinigen  V^iereckes»  die  Ge« 
rade  OO'  durch  die  Punkte  W  und  D  hindurchgehen.  Demnach 
bilden  W»  O,  Dy  O'  eine  hlirmonische  Quaternion,  und  AW, 
AO,  AD,  AO'  sind  Harmonikaleo.  Beschreibt  man  ferner  am 
OO'  als  Durchmesser  einen  Kreis«  so  niuss  derselbe,  da  Y'BO^ 
=:r£'0' =  900  ist,  auch  durch  beide  Scheitel  B  und  B'  hio- 
durchgehen,  ist  also  ein  Kreis  aus  der  Schaar  BB'.  Daraos 
folgt  aber  unmittelbar,  dass  O  und  O'  zugehörige  Punkte  der 
conjugirten  Curve  und  OO'  eine  Poisehne  der  letzteren  ist.  Man 
kann  demnach  allgemein  Folgendes  aussprechen: 

a)  Jede  zwei  zugeordnete  Punkte  einer  harmonischen  Polar- 
curve  bilden  mit  den  beiden  Scheiteln  der  letzteren  die 
Spitzen  eines  Sehnenviereckes,  in  welchem  die  Polsehne 
zugleich  Durchmesser  des  umgeschriebenen  Kreises  bt. 

b)  FOr  die  Polarcurve  der  ersten  Art  ist  dieses  Viereck 
stets  ein  hohles,  f&  die  der  zweiten  Art  ein  Qberschla- 
genes.  Von  den  drei  Schnittpunkten  jia  zweier  seiner 
Gegenseiten  ist  derjenige,  dem  die  Polsehne  angehört, 
der  Pol  A  der  Curve  selbst;  die  beiden  anderen  Punkte 
dagegen,  O  und  0\  geboren  der  conjugirten  Carve  ao, 
und  von  ihnen  liegt  der  Schnittpunkt  O  der  beiden  Dia- 
gonalen des  Vierecks  auf  dem  Oval,  der  Schnittpunkt 
(y  des  zweiten  Paares  Gegenseiten  hingegen  auf  dem 
unendlichen  Aste  dieser  Curve. 


§.  10. 

Da  von  den  vier  Harmonikalen  BA,  BY,  BW,  BY'  die 
zweite  und  vierte,  und  eben  so  unter  B'A,  B'Y,  B'W,B'Y'  die 
zweite  und  vierte  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  muss  der 
Strahl  BY  den  Winkel  ^^PT  und  S'F  den  Winkel  A'BWh^ 
biren.  —  Ganz  in  gleicher  W^eise  stehen  von  den  Harmonikaien 
WA,  WB,  WD,  WB'  die  beiden  WA  und  WD  aufeinander 
senkrecht.  Jn  der  Polarcurve  erster  Art  halbirt  mithin  WO  den 
Winkel  BWB'  und  WA  den  Winkel  BWW';  während  in  der 
Curve  zweiter  Art  der  Winkel  BWB'  von  WA  und  Winkel  frfFIT 
von  WD  halbirt  wird.    Daraus  folgt: 
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a)  in  jeder  Polarcnrve  balbiren  die  von  einem  beliebigen 
Scheitel  ans  nach  zwei  zugeordneten  Punkten  gelegten 
Strahlen  die  beiden  Winkel,  welche  die  von  dem  näm- 
lichen Scheitel  nach  dem  vierten  Punkte  W  gezogene 
Gerade  mit  der  Achse  der  Curve  bildet; 

b)  in  jeder  Polarcarve  balbiren  die  von  dem  vierten  Punkte 
W  eines  Poistrahles  nach  dem  Pol  und  Gegenpol  ge- 
zogenen Geraden  die  beiden  Winkel,  welche  die  von 
demselben  Punkt  W  aus  nach  beiden  Scheiteln  gezo- 
genen Geraden  mit  einander  bilden. 

Mit  Helfe  der  Sätze  dieses  ond  des  vorangehenden  Paragra- 
phen können  noch  eine  ganze  Reihe  von  harmonischen  Quater* 
nionen  nnd  Harmonikaien  an  den  Polarcurven  beider  Arten  nach- 
gewiesen werden,  was  indessen  der  Kürze  halber  hier  übergangen 
werden  mag. 

§*  II. 

Für  die  Zahlenwertbe  der  im  vorangehenden  Paragraphen 
bebandelten  Strecken  erhält  man  in  den  Polarcurven  der  ersten  Art: 

BY*  ^ia.ii^^        B'Y*  =2(«  +  26)Hg  +  *) 
a4-o-ftt  ^  ^a  +  6  +  tt 

a  +  6 — u  ^  'a  +  Ä— tt 


BW  =  ^  B'W   ^    "^ 


BO 


a  +  6  0  +  6   0+26 

fr_4r2«w(o+6— «) 

—  0  +  6V  ■ 


0  +  6Y  üTR" 

6    4/2(a  +  2fr)«i(a  +  6  4-tt) 

YO  *"  \f  ^" 

'  ^  ~a-i-bl  (o  +  6)(o+6-tc)" 


Die  analogen  AnsdrScke  fflr  die  Carven  zweiter  Art  sind 
ganz  Sbnlich  gebaut,  mSgen  aber  znr  Ersparung  des  Raumes  hier 
wegbleiben,  da  sie,  eben  so   wie  die  vorstehenden,  aus  den  be- 
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kannten  Eigenschaften  des  Sebnenviereeks  nnmltteibar  abgeleitet 
werden  kOnnen. 

9.  12. 

Nimmt  man  in  einer  Polarcurve  (Fig.  4.)  zwei  Polstrahlen,  ÄL 
nnd  AM,  so  bilden  die  auf  beiden  liegenden  Paare  zogeerdneter 
Pankte  T,  Y\  Z,  Z'  gleichfalls  die  Spitzen  eines  Sehnenvierecks; 
die  in  letzterem  einander  gegenüberliegenden  Polsehnen  YY'  und 
ZZ'  schneiden  sich,  Shnlich  wie  in  der  Constraktion  des  §.  8.,  im 
Pole  A  der  Curve,  während  der  Schnittpunkt  O'  der  beiden  an- 
dern Gegenseiten  ZF  und  Z'Y\  ingleichen  der  Schnittpunkt  O 
der  Diagonalen  des  Vierecks  auf  einer  Geraden  liegen,  welche 
durch  die  vierten  Punkte  W  und  V  der  beiden  Polstrahlen  be- 
stimmt ist  Es  bilden  demnach  auch  hier  V,  O,  W,  O'  eine  har- 
monische Quaternion.  Werden  die  §.  8.  und  9.  erörterten  har- 
monischen Eigenschaften  der  Polarcurven  weiter  untersucht,  so 
folgt,  dass  für  den,  dem  Viereck  YZZ'Y^  umgschrlebenen  Kreis, 
A  der  Pol  und  FW  die  zugehörige  Polare,  zugleich  aber  auch 
00^  der  Durchmesser  eines  zur  Schaar  BB'  gehörigen  Kreises 
sein  muss.  Letzteres  kann  aber  auch  direkt  auf  nachfolgende  Art 
bewiesen  werden. 

Man  ziehe  BV  und  BWi  tässt  sich  dann  zeigen,  dass  BO 
den  Winkel  FAH^halbirt,  so  muss  OO'  ein  Durchmesaer  des 
Kreises  BOB'O'  sein.  Werden  die  Abscisseii  der  Punkte  Tuod 
Z  mit  u  und  tr|  bezeichnet,  so  ist  nach  §«  10.: 

BW   BV  =  u:ui 

ferner  ist: 

VO:ZO=i  sin  VZO ;  sin  AVJV 
WOiYO=z  unOYWismA^Vr. 

Da  nun  der  Winkel  VZO—  OYW  ist,  so  wird 

i^.^-i  ^^^^yw _  Av 

WO'  YO^  ^'sXnAWV^  AW'^^ 

Nach  einer  bekannten  EigCinschaft  des  Sehnenvierecks  ist  aber 

ZOiYO^ZZ'iYY' 

und  damit  erhält  man,  wenn  aus  §.  6.  und  10.  die  entsprechendeB 
Werthe  eingesetzt  werden, 

VO  _  ZZ'.AV  _Ui_BV 

wo  —  TW.aw-ü-bW 
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Es  ist  also  in  der  That  der  Winkel   VßW:=2(rAZ)  durch  BO 
halbirt«  mithin   OO'  der  Durchmesser  des  Kreises  BOBO'. 

Wie  nun  die  vorstehenden  Sfitae  naeh  Fig.  4.  für  Polarcurven 
der  ersten  Art  bewiesen  slnd^  so  lassen  sich  dieselben  auch  ffir 
Curven  sweiter  Art  als  gültig  nachweisen,  was  hier  fuglieh  über- 
gangen werden  kann. 


«.   13. 

RQckt  der  Strahl  AM  (Fig.  4.)  unendlich  nahe  an  den  Strahl 
AL,  60  wird  der  Winkel  ZAY  unendlich  klein,  mithin  Winkel 
Y'YO'^  FF' O';  die  Geraden  YO'  und  Y'O'  verwandeln  sich 
in  die  Tangenten  der  Polarcurve  an  den  Punkten  Y  und  Y\ 
während  die  Gerade  VOW  \n  die  Tangente  des  Polkreises  AD 
im  Punkte  W  übergeht.  In  jeder  Pplarcurve  sind  daher 
die  an  zugeordnete  Punkte  gelegten  Tangenten  YO' 
und  F'O'  einander  gleich  und  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  durch  welchen  auch  die  in  den  vierten  Punkt 
YF  gelegte  Tangente  des  Polkreises  hindurchgeht. 

Alan  construirt  daher  die  Tangenten  zugeordneter  Punkte  einer 
Polarcurve  (Fig.  5.),  indem  man  den  Punkt  O'  als  Durchschnitts- 
punkt zweier  Lothe  bestimmt»  von  denen  das  eine  LO^  im  Mittel- 
punkte L  der  Polarsehne  YY'  auf  letzterer,  das  andere  WO' 
in  dem  vierten  Punkte  W  der  Polsehne  auf  dem  Halbmesser 
GW  des  Polkreises  senkrecht  steht. 

Eine  andere  Construktion  ergiebt  sich  daraus,  dass  nach  §.9. 
der  Winkel  FLÄ=  WLB=zWB'B,  mWhm  BWLB'  die  Spitzen 
eines  Sehnenviereckes  sind,  dessen  Centrum  N  auf  der  Richtlinie 
CL  liegen  muss.  Halbirt  man  daher  einen  der  beiden  Strahlen 
BW  oder  BW^  und  errichtet  im  Halbirungspunkte  auf  ihn  ein 
Liotb,  so  liefert  dies  das  Centrum  N  des  fraglichen  Kreises,  somit 
aber  auch  den  Durchmeseer  WNO' ,  von  dessen  anderem  End- 
punkte O'  aus  die  Tangenten  O'Y  und  OY'  gezogen  werden 
koBfien. 

Die  Werthe  der  hier  in  Betracht  kommenden  LiniengrSssen, 
können  zwar  durch  die  bereits  entwickelten  Formeln  mittelst  der 
Abscisse  u  des  Punktes  Y  ohne  Schwierigkeit  gefunden  werden; 
allein  die  Ausdrücke  werden  so  weitläufig,  dass  es  besser  ist, 
dazu  andere  Hülfsmittel  zu  verwenden. 
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§.  14. 

Um  die  Polargleichung  unserer  Curven  zu  fiodeot  aehme  mao 
den  Pol  A  zum  Nullpunkt,  und  bezeichne  den  Winkel  LAC  eiBei 
PoUtrahles  mit  dem  nach  dem  Centrum  C  gerichteten  Theile  der 
iibscisflenlinie  durch  ci;  so  erhält  man  sofort  filr  die  Corre 
erster  Art: 


8111  CO  =  7 cos  0>  =  T ^ 


<«sin 2«  =  2  V"(M«— 6«)(o  +  6  +  1«)  (a  +  6  — tt) 

t*co82(»  =  3<«-2(ii«— 6«) 

y:=ß6ina>  a-|-6 — «  =  i2cos(» 

tt  =  (a-|-6)  —  ßcoso)     a+ö-l-ti  =  2(0-1-6)  —  ^coscd 

und  daraus  als  Gleichung  der  Curve: 

0  =  A^cosoD — 2(a-|-6)l2-f  <*coscD 
also: 

Ä  coso)  =  (a+6)— V(a+6)*-<*co8*a)  =  (a+6)- V/*sin«»+*s 

Äicos©  =  (a+6)  +  V(a+6)«— <*cos«»  =  (a+6)  +  V  «•sin*«-!^ 

(ßi4-i2)coso)=2(a  +  6) 

Formeln,  aus  deren  geeigneter  Discussion  sich  die  wesentlichea 
Eigenschaften  der  fraglichen  Curve  ohne  Muhe  ableiten  lasseo. 
Die  entsprechenden  AusdrGcke  ßir  die  Curyen  zweiter  Art  konnea 
hiernach  leicht  gefunden  werden. 


§.  15. 

Statt  den  Pol  A  zum  Nullpunkt  zu  nehmen,  kann  mao  auch 
einen  der  Scheitel  dazu  wählen.  Nennt  man  BY^zr,  BT' ^r^ 
und  die  Winkel  TBA=z^,  YBA  =  '^,  so  hat  man  für  die  Cmt«« 
erster  Art  alsbald: 

0  =  r*co89+r(2Ä  — iicos29)— 2aftcos9 

\ 

tt  cos  2g) — 26  J:  V"(a  +  26)« — a«sin«2g) 

r   SS c        ■• ' ^  W 

2cos9) 

0  =  r,*cos ^— rs(26  -f  (aH-26)  cos 2^) 4- 26(a  -f  26)cos^ 
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26  -f  (g  +  26)  cos2» J:V  a«~  (g  +  26)«sin«2^ 

Die  tileichungeo  (a)  zeigen,  dass  für  jeden  Winkel  g>  zwei  Werthe 
des  Leitfitrahles  r  vorhanden  sind,  von  denen  der  eine  notbwendig 
positiv,  der  andere  negativ  ist,  beide  aber  ßir  alle  Werthe  von 
q>  reell  bleiben. 

Betrachtet  man  dagegen  die  Gleichongen  (b)  so  zeigt  sieh, 
dass  die  Werthe  der  Leitstrablen  r^  aas  dem  zweiten  Scheitel 
B'  stets  einerlei  Vorzeichen  besitzen ,  dass  es  hier  aber  möglich 
ist,  dass  der  irrationale  Tfaeil  des  Wurzelwerthes  Null  oder  selbst 
imaginär  werden  kann.  Wird  '^  =  0,  so  sind  beide  Werthe  von 
r,  positiv,  der  grossere  gleich  (0+26),  der  kl^nere  gleich  26. 
Wächst  dann  'if;,  so  nimmt  der  grossere  Werth  von  r«  ab,  der 
kleinere  zu,  und  dies  dauert  so  lange,  bis  a=(a-f  26)sin2'^  wird, 
in  welchem  Falle  r^  zur  Tangente  an  das  Oval  der  Curve  wird. 
Bezeichnet  man  diesen  speci^llen  Werth  von  41  einstweilen  mit  V> 
so  wird  r^  imaginär,  wenn  ^  von  ^'  bis  90®  — if;'  wächst.  Von 
diesem  Werthe  bis  zu  90®  +  V  bleibt  rg  wiederum  reell,  verwan- 
delt sich  für  ^=z90^  +  1I)'  in  die  Tangente  an  den  unendlichen 
Ast  der  Curve  und  wird  för  grossere  Werthe  von  ^  abermals 
imaginär,  um  erst  bei  ^4; =180^^1);'  wieder  reell  zu  werden. 


§.  16. 

Ffir  die  Winkel  g>  und  if;  hat  man  sofort: 

11—6  =:rcos9  11+6  ssr^cos'^ 

und    erhält,   wenn   man   statt  r  und  r^   ihre  Werthe   aus  §.  II. 
einsetzt : 

.        ti«-6(a  +  6)  ^,       ti»  +  6(a+6) 

eo829  = cos2*  =    (a-f26)u 

^..««  « (tt-6)(a  +  6-Hi)  _ (u  +  b)(a  +  b+u) 

<^^»*9>  = 2^ cos«*=      2(a  +  26)u 

„;„•«  -  iu  +  b)(a  +  b--u)  _  (ii-6)(a-f6--ti) 

«»»•9>  = ^ «in«*  =       2(a-f26)u 

.    ^          <*sin2o)  .   ^           (*sin2(» 

sin  2©  =  — jT sm2^  =  57 — ratr 

^           2aii  ^      2(a-f26)tc 
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8m(9— 1/;)  =       ^  cos(g)-i^)  =   jj 

.     .       a  +  6  — t«  .  ^.       11  +  6 

Uebrigeos  ist  sofort  aus  Fig.  1.  klar,  dass  g>-|-if;  =  90^  —  0  sein 
miiss.     Für  den  specielleii  Werth  if;'  erhält  mao  nunmehr: 

•   0.1  «  o./      2V6(a+6) 

sin  2^'  =  — T-gTi  cos  2iJ>'  r= ~äL 

^        a  +  26  ^  a  +  26 

.         V7i:6-~V6       ,,    Vm^  +  V^ 

^  V^2(a  +  26)  ^  V^2(a+2ft) 

Die  zu  dem  Berfihrangspunkte  an  der  Ovale  gehörige  Abscisse  «' 
und  Ordinate  y^  sind: 

tt'  «  V6(a  +  6)       y  =  V6(V"m^  — vT)  =  «'—6 

iräbrend  für  die  Ordinate  y^'  des  BerüJbrungspnnktes  an  dem  oo- 
endiichen  Aste  der  Werth 

y/  =  V'äcVT+ä  +  \^6)  =  t«'  +  6 

gefunden  wird.  Es  ist  aber  in  diesem  Falle  das  Dreieck 
BYX^B'T'X\  und  das  Dreieck  B'YY'  rechtwinklig- gleich- 
schenklig; der  zu  tf;'  gehörige  Winkel  9'  wird  gleich  45^^,  die  Pol- 
strahlen : 

Ä'«  =  <«tgt'  Äi'«  =  <*cott(;' 

und  der  Polwinkel  q>'  durch  die  Gleichungen: 

bestimmt. 


§.  17. 

In  den  beiden  vorangehenden  Paragraphen  Ist  die  Unter- 
suchung ausschliesslich  für  Polarcurven  erster  Art  geführt  worden. 
Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  ganz  gleiche  Resultate  fSr  die 
Polarcurven  zweiter  Art  stattfinden  müssen.  Nennt  man  (Fig.  i) 
die  Winkel   YAß^tQ,  YBC=i(p  und  FJS'C=i^,  so  ist: 
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0  s2r'co89>^r(26  4-a€082^)-f  2«6co89 


~"  2  cos  ip 

0  =  r.^coÄif^— r,(26+(26— a)co«2i|;)+26(2&— a)co«t(' 

_  2ft  -I-  (26  —  a)  cos  2i/;  ±  Va^  -  (26  —  a)*  sin*  2» 
***  2  cos  t(; 

Für  den  Specialwerth  von  ^f\  der  dmroh  die  0!eioW«g: 

26^  =  *''*^*' 
bestimmt  wird,  ergiebt  sich : 

.     .    V6-V6=i.  .     V6  +  \^6^::Sj 

sinib'  =  — - —   ^  ;    eos  rb'  =  - — .   * 

^         V2(26-«)  ^  \^2(26~^a)    ^ 

Die  zu  dieaem  Punkte  der  Curve  gehörigen  Coordinaten  sind     '■] 

u':zzVb(b-a)        y'z=:b^u'       yi'  =  6+t«' 

woraus  abermals  folgt,  dass  der  zu  \^'  gehörige  Winkel  ip*  gleich 
45^  werden  rouss;  a.  s.  vr. 


§.  18. 

Betrachtet  man  (Fig.  3.)  zwei  conjugirte  Polarcurven,  so  wird 
für  ^K,4&^  der  zugehörige  Strahl  B'OT  die  Curve  der  ersten 
Art  in  F»  und  die  der  zweiten  in  O  treffen.  Werden  nun  die 
Goordinaie«  des  Punktes  F  wie  bisher  mit  u  und  y^  di^eg^n  die 
des  iNMiktes  O  mit  it  und  9  bezeichnet»  so  erhält  man  ans  den 
Formeln  des  §•  II.  und  16.  sofort: 

B'0.cos,|,  =  6+«  =  *-^t«) 

daher: 

ti:tt  =  a^bib 

eine  hOchst  einfache  Proportion,  mit  deren  Hülfe  jeder  Ausdruck 
für  die  Polarcurveo  der  einen  Art  sofort  in   den  entsprechenden 
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der  ihr  conjugirten  Corve  amgesetzt  vrerden  kann.  Für  die  cob- 
jugirteCurveder  zweiteo  Art  hat  maD  in  deo  für  sie  eotwickeltw 
Formeln  c  statt  a  (vergL  §.  8.)  zu  setzen^  um  sie  unmittelbar  mit 
den  far  die  Carve  erster  Art  gefundenen  Ausdrficicen  Ferbind« 
zu  können.  Eben  so  ist  in  den  Formeln  der  zweiten  Carvenart 
90^— 9>  anstatt  <p  und  90^*- o>  anstatt  cd  zu  setzen «  am  diese 
Winkelgrossen  sofort  auf  die  entsprechenden  der  conjogirtcB 
Corve  erster  Art  zurückzuführen ,  während  ^  f&r  beide  Currer 
dieselbe  Grösse  bleibt 

Wie  jeder  aus  dem  zweiten  Scheitel  B*  gezogene  Strahl  i^'F 
beide  Curven  in  entsprechenden  Punkten  F  und  O  trtilt»  so  wird 
auch  die  aus  B'  an  die  eine  der  Curven  gezogene  Berührende 
die  andere  Curve  gleichfalls  berühren  müssen.  Oenn  e«  ist  för 
jede  von  beiden  Curven  nach  §.  16.  und  17« : 


sin  2t/;' 


a  +  26""26-c 


Beschreibt  man  aus  dem  Centrum  C  den  ersten  und  sweiteo 
Achsenkreis  und  zieht  in  angemessener  Lage  einen  Halbmesser 
CAf,  der  den  ersten  Kreis  in  M,  den  zweiten  in  N  schneidet,  so 
treffen  die  aus  M  und  N  auf  die  Achse  AA*  'gefällten  Lothe  Ml 
und  ZVZ  die  Ovale  der  conjugirten  Curven  stets  in  zwei  Punkte 
F  und  O,  die  zu  einem  und  demselben  Winkel  ^  gehureo. 

Die  vom  zweiten  Scheitel  B^  aus  an  die  unendlichen  Aeste 
der  conjugirten  Curven  gelegten  Tangenten  bilden^  gleichfalls  eine 
gerade  Linie,  jedoch  so^  dass  die  ßerahrungspunkte  auf  entgegea- 
gesetzten  Seiten  des  Scheitels  B'  liegen.  Wird  also  der  eise 
Curve^ast  auf  der  positiven  Seite  berGhrt,  so  berfihrt  die  Tau- 
gente  den  conjugirten  Ast  auf  der  negativen  Seite. 


§.   19. 

Nennt  man  den  Winkel  MCA  =  f^,  (Fig.  3.)»  analog  wie  bei 
der  Ellipse,  die  excentrische  Anomalie^  so  bietet  derselbe  eis 
höchst  bequemes  Mittel  dar,  den  gr5ssten  Theil  der  an  den  Polar- 
curven  vorkommenden  Grössen  auf  möglichst  bequeme  W^se  ass- 
zudrficken.    Es  ist  z.  B.: 

sm  «  = i-j^ = X 

'  a  +  6  b 

u  11 

cos  w  =  — T-.  =  T 

'       a  +  6      6 
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o       ci         a  +  6  +  u       6  +11 
(a  -f  6)8101}  =  tcosa 

b  SID  17  =  /i  cos  CO 

U.S.  w.  Die  Substitution  dieser  Wertbe  in  die  frfiber  gefundenen 
Formeln  befreit  die  meisten  derselben  von  den  in  iboen  enthalte- 
neo  Wurzeigrussen  und  gestattet  dadurch  eine  leichtere  Bearbei- 
tung derselben.  Indessen  kann  dies  hier  der  Kurze  halber  nicht 
weiter  ausgeführt  werden* 

§.  20. 

Kehren  wir  jetzt  zu  der  in  §.  13.  besprochenen  Construktion 
der  Tangente  an  den  zugeordneten  Punkten  F  und  Y'  zurOck,  so 
kommt  es  vornehmlich  auf  die  Bestimmung  des  Punktes  O'  und 
die  Länge  der  Tangente  YO'=zY'0'm.  Die  Construktion  (Fig.  5.) 
bezieht  sich  auf  die  Polarcurve  erster  Art,  und  es  ist: 

(a  +  0)  sin  2a>  (a  -f  6)  sin  09 

Zieht  man  ans  L  die  Gerade  LV\\  BB'  und  filllt  von  O'  aus  auf 
sie  das  Loth  O'V,  so  ist  LV=iCS  die  Abscisse  und  SO'  die  Or- 
dinate des  Punktes  0^  folglich,  da  Winkel  fFO'L  =  LO'F=o»  ist: 

CS  =  -xä  5     y<>*  =  -XA«öt  o>;     yo'^  y^  =  «*; 

a-f-o  a-f-o 

6«(a-t-6)«-it^     -. ^'""^^ 

^^'  ~  <*(a-^6)sin4Dcosa»  ""  V"(CS— 6  +  c)(a  +  6-CS)' 

Fällt  man  aus   W  das  Loth    WS'  auf  BB',  so  ist  C5'=  C5  und 
CS-6  +  C  =  CSi'^CD  =  DA', 
a  +  6— CS=  ilC- CA'  =ilÄ', 

mithin  {CS'-'b-tc)ia  +  b—CS)  =  S'JF«,  also 

Endlich  wird  aus  YO'^^LO'^+LY*  erhalten: 
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y^,, _  4ti»[(a  +  6)(a  +  6  +  0--tt*][t<«-(af6)(a-f6-<)] 

4i««(a  +  *  +  <—  CS')  (£^  a-  *  +  CS') 


_4tt«(ie«— js^ 

""       f*8in*2(o 

Beschreibt  man  aas  dem  Pol  A  mit  t  als  Halbmesser  einoD  Kreis, 
und  verlängert  das  Loth  S'W  bis  es  den  umfang  dieses  Kreise« 
in  Z  schneidet,  so  ist: 

2v.S'Z 

Bezeichnet  man  endlich  den  Winkel  YTAy  den  die  Tangente  Y(y 
mit  der  Abscissenachse  AB'  im  Paukte  T  bildet,  mit  o,  so  er- 
giebt  sich: 

u  cot  CO  —  (a -f  6)  tg  (D 

(a  +  6 +m)  VCtt«— *«)  [(a+ 6)«— «•] 

ein  Aasdruck,  aus  dem  die  Lage  der  Berahrenden  ffir  jeden  be- 
liebigen Punkt  der  Curve  abgeleitet  werden  kann. 

§.  21. 

Eine  specielle  Frage  entsteht  hierbei,  wenn  die  Tangente  der 
Achse  AA'  parallel ,  d.  h.  a  =  0^  werden  soll ,  wodurch  sugleicb 
die  Frage  nach  der  grOssten  Ordinate  beantwortet  wird,  die  das 
Oval  der  Curve  erhalten  kann.  Setst  man  an  dem  Ende  deo 
Zähler  des  Aosdraekes  filr  tgft  gleich  Nnll»  so  wird: 

0  =5  tt»+ii>(a+*)-v(a  +  6)«-6*(a+  6) 

oder  wenn  man  ti;(«-f  6)=?o  aetzt: 

erhalten.    Diese  Gleichung  Tonnt  sich  augenblicklich  um  in: 

ll(a+6)«-27«« 


0=  (3p  +  1)»-3(3i,  +  1).4+;       ^-^^ji 


oder: 
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0  =  (3o  +  1)>— 3(3t> +  !)/<  + Ä. 

Nan  ist: 

eine  entschieden  negative  Grösse;  die  Gleichung  hat  also  drei 
reelle  Wurzeln.    Man  setze  daher 

B  ll(g-ffe)«— 276» 

oder«  was  ßlr  eine  numerische  Rechnung  bequemer  sein  würde, 

^*'*=Mr6V32' 

«0  sind  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung: 

3oi  =  —  1  —  4  cos  n 

3»,  =  —  1  +4cos(60o-  f*) 
3p8=  -  l+4cos(e0o  +  ^) 

▼on  denen  nur  eine  positiv  sein  kann,  die  beiden  anderen  negativ 
sein  müssen.  Da  nun  v  wesentlich  positiv  ist,  so  ergieht  sich,  dass 
Dor  v^  gebraucht  werden  kann.  Denn  setzt  man  cos  (60^-f  m)  =  t> 
so  wird 

SV^Ö  +  l      .  V^l6-V3 

cos^  =  — g — ;  siof»= g ; 

fpno        ^      a\^5^n  «        11 

cos(olr'  —  p)  = g ;    cosof*  =  jg* 

Nun  ist  aber  offenbar  im  vorliegenden  Falle  cos3fi<Tg  also  nur 

9«  zulSssIg.  Bezeichnet  man  die  zu  diesem  besonderen  Punkt 
derCurve  gehMge  Äbscisse,  Ordinate  und  Polwinkel  mitt/oyo^o 
so  wird : 

tg««io  =  t{-l+4cos(60«-<rt) 

iio  =  ^(-l+4cos(60O-^)) 

yo  =  ^  (a  +  6) sin« (30«- 1^)  ^4cos  (60^-  fö^L 
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,  §.22.  ' 

Bisher  hat  die  Untersachung  der  Polarcurven  geßhrt  werdeD 
\  köDDen»  oboe  das«  man  irgend  ein  Theorem  nothig  gehabt  bitte, 

I  welches  über  den  mathematischen  Cursas  eines  Realgymnasioms 

hinausginge.  Will  man  aber  die  Elemente  der  Differensialreeb- 
nung  verwenden ,  so  kann  man  leicht  auch  noch  den  Wendepunkt 
und  den  Krümmungshalbmesser  der  Curve  bestimmen.  Es  soll 
dies  Im  Folgenden  noch  für  Polarcurven  erster  Art  eatwickeh 
werden.    Man  erhält  aus  der  Gleichung  unserer  Linie: 

dy_     tt(a-fr6-ftt)(fl+6-u)— (tt*-6^(a-f6) 
8«  ""  {a+6+t<)V^(i«— 6«)(a+Ä+tt)(a+6— w) ' 

3«*  "■     '(tt*-6«)(a+6+a)^a+6— t£)V'(««-6*)[(aT6)«^^' 

Die  Abscisse  des  Wendepunktes  wird  also  aus  der  Gleichung 

0  =  tt*— 2ti»(a  +  6)  +  2ti(a  +  6)6«— ^«(a  +  6)*  =  f{u) 

erhalten  werden,  welche  noth wendig  wenigstens  eine  reelle  po- 
sitive und  eine  reelle  negative  Wurzel  besitzen  muss.  Die  letste 
ist  zugleich  die  einzige  negative  Wurzel,  die  existirt,  da  ^(— «i 
nur  einen  Zechen  Wechsel  enthält. 

Es  ist  aber /'(6)  =— 6«<«  und/'(a  +  6)=— (a  +  6)*£*  dag^cc 
fHa^b)^  4-36^(0-1-6)*;  die  positiven  Wurzeln  der  Gleicfanne 
müssen  demnach  sänuntiich  grosser  sein  als  (0  +  6),  sind  also  für 
die  Curve  unbrauchbar.  Dagegen  ist /*( — 6)= — 6Vund  f{ — o— 6j 
^-f  (a-f  6)*^;  d.  h.  die  negative  Wurzel  der  Gleichung  wini 
stets  einer  negativen  Abscisse  der  Curve  entsprechen,  mithin  der 
unendliche  Ast  derselben  jedenfalls  Wendepunkte  besitzen. 

Um  die  Wurzeln  der  Gleichung  zu  finden,  bringe  man  letztere 
auf  die  canonische  Form: 

0  =  2ii*— 4ti»(a+6)+4tt(a  +  6)6«-2(a  +  6)*6«; 

dann  ergiebt  sich  durch  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes,  weaa 
der  Kürze  halber  2t« — a  —  6  =  0  geschrieben  wird: 

0  =  r4— 6t?«(o  +  6)«— 4r.2(a+6)(a«+a6— 6«)  — 3(a+6)». 

Dieser  Ausdruck  nach  der  Cartesischen  Methode  gleich: 

0  =  (v^-f  2mr  +p)  (©«  —  2mr     f  j 

gesetzt,  liefert  zur  Bestimmung  von  jp-f  9=2  die  Gleichung: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Breüehneider:    Die  karmoHiscAen  Pöiarturven^ .         497 

0  =  t»+ö»*(a+ft)Hl-22(a+Ä)H«[ö(«+^>)*-8(a+Ä)«(aV^a6— 6«)] 

oder,  da  di#  drei  ersten  Glieder  dem  vollständigen  Kuboe  einer 
zneitheiligen  GrOsse  angehören: 

[i+2(a+6)«]»i=  -266(a  +  6)«6««» 

indem  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  nor  die  reelle  Wursel 
dieser  reinen  .kubischen  Gleichung  zulässig  ist.  Setzt  man  zur 
Abkürzung 

4(a+6)«ÄV=:A« 

so  ergiebt  sich  nunmehr: 

ly  =  -  (a  +  6)«  — 2A«-2V(a  +  6)«+(a  +  6)«*»+Ä* 

Dass  m  stets  reell  sein  muss  folgt  daraus,  dass 

2V6r<6  +  r 
ibt     <6H<*+a«d.b. 
2bt     <(a46)* 
also: 

und: 

daher : 

sein  wird.  Mit  den  fOr  tn,  p,  q  gefundenen  Werthen  erhält  man 
nuo  nach  einigen  einfachen  Redaktionen: 

rs,4  ^  +  V^(a+6)«-A«  ±y^2(ö+6)H>tV[2(a+*)H*"]H3A4 

und  es  folgt  daraus  unmittelbar,  dass  die  Werthe  e|  und  «^  complez 
Qtid  nur  «g  and  «4  reell  werden.  Demnach  Ist  die  Abseisse:  «1^/ 
des  gesuchten  W,  '  Jopunktest 

«,,=a+6  +y^(a+6)«-*«-r^/"2(a+A)H*HV[2(a+6)H**P+3A* 


Theil  L.  33 


Digitized  by  VjOOQ IC 


498        Bret$ehneider:   Die  hermmtnckm  Polarcurvin. 

§.53. 

Wührend  die  Bestiinmuiig  des  Wendepunktes  noch  eiae  ganz 
elegante  LSsung  gestattete,  liefert  die  Bestimmung  des  Krüm- 
mungsradius Q  einen  Endausdruclc,  mit  dem  in  der  That  nicht  viel 
anzufangen  ist.  Setzt  man  die  in  §.  22.  gegebenen  Differential- 
qnotienten  in  den  allgemeinen  Ausdruck  fiir  q  ein  und  bezeichoet 
der  Kflrze  halber  wieder: 

/u  =  i«4-2u»(o+6)+2ii(a+Ä)6«-6«(a+6)« 

so  erhält  man: 


wo  S'Z  die  lo  §.  20.  (Fig.  5.)  njlher  bezeichnete  Linie  Ist.    Nan 
lässt  sich  allerdings  noch  zeigen,  dass  (in  derselben  Figur): 

fu  =  (a+6)«[ÄS'.Ä'Ä'~2ii.Z>S'] 

ist,  womit  sich  für  den  Krümmungsradius 

(q-h6).yZ» 


ergiebt;  allein  der  Ausdruck  bleibt  eben  so  zusammengesetzt  wie 
zuvor  und  eine  zweckmfissige  Construktion  dürfte  sich  aus  ihm 
noch  weit  weniger  ableiten  lassen,  als  etwa  eine  solche  für  die 
Abscisse  des  Wendepunktes  möglich  bt 


Es  mag  mit  dieser  Entwickebing  der  ein&chsten  Eigenschafteo 
der  harmonischen  Polarcurven  genügen.  Dass  die  Untersuchaog 
sich  noch  betrSchtlich  weiter  ausdehnen  lässt,  unterliegt  für  den, 
der  mit  der  umfangreichen  Theorie  der  Kreispotenzen  n.  s.  w.  ?e^ 
traut  Ist,  keinem  Zweifel.  Das  hier  Gegebene  mochte  für  die 
Zwecke  des  Unterrichtes  wohl  ToHständig  ausrmcben. 

Lässt  man  in  unseren  Curveh  die  zweite  Achse  versehwindeo, 
also  die  Scheitel  B  und  B'  zusammenfallen,  so  erhält  man  eine 
einfacbere  Carye  dritler  Ordnung«  welche,  gleich  dem  Carteelseheo 
Blatte,  aus  einer  Sehlioge  mit  zwei  ins  Oneodliche  fortlauCsodep 
Armen  besteht,  und  durch  die  Gleichung: 

«•  SS  II*  .  — r— 

*  a  +  u 
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charakterisirt  wird.  Man  könnte  dieselbe  füglich  die  harmoni- 
sche Schlinge  benennen.  Für  den  Schuler  wird  es  eine  nütz- 
liche Beschäftigung  sein,  die  allgemeineren  Eigenschaften  der 
Polarcurven  auf  diesen  speciellen  Fall  zu  fibertragen  und  zu  unter- 
suchen, welche  neue  Eigenschaften  durch  die  dabei  stattfindenden 
Vereinfachungen  für  die  harmonische  Schlinge  hervorgehen,  von 
denen  bei  den  allgemeineren  Polarcurven  nichts  wahrzunehmen 
Ist.  Bemerken  will  ich,  dass  diese  harmonische  Schlinge  bereits 
In  Gramer's  introduction  ä  l'analysedes  lignes  courbes 
alg^briques  pag.  411.  erwähnt  Ist,  wo  sich  die  Gleichung  der- 
selben unter  der  Gestalt: 

y»  — 2a^«  +  a^  +  orV  — 2aar*  =  0 

entwickelt  findet.  —  Zum  Schlüsse  will  ich  nur  noch  darauf  hin- 
weisen, dass  die  Polarcurven  durch  Projektion  in  eine  grosse 
Zahl  anderer  Cnrven  dritten  Grades  deforroirt  werden  kOnnen, 
und  die  harmonischen  Eigenschaften  der  ersteren  sich  also 
grltetentheils  auch  an  den  deformirten  Curven  müssen  nach- 
weisen lassen. 

leb  halte  mich  noch  verpflichtet  zu  bemerken,  dass  die  am 
Schlosse  dieiies  Aufsatzes  von  mir  als  harmonische  Schlinge 
bezeichnete  Cnrve  dritten  Grades  schon  in  dem  diesjährigen  Pro- 
gramme des  Heidelberger  Lyceums  von  Professor  Rum  nie r 
untersucht  worden  ist. 
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Rückblick. 

Am  Schlüsse  dieses  SOsten  Theils  geziemt  es  sich  wohl  für 
mich,  den  Blick  zurückzuwerfen  und  der  Vorsehung  zu  danken, 
dass  Sie  mich  dieses  Werk  ohne  alle  Unterbrechung  in  stetiger 
Folge  bis  zu  diesem  Punkte  fortfuhren  liess.  Dann  aber  gebührt 
mein  Dank  allen  meinen  geehrten  Herren  Mitarbeitern  för  die  mir 
von  ihnen  zu  Theü  gewordene  grosse,  von  mir  dankbarlidist  an- 
erkannte Unterstützung,  ohne  welche  meine  eigene  Kraft  viel  zn 
schwach  gewf^en  sein  würde.  Endlich  danke  ich  dem  ganzen 
mathematisdien  Publikum  bis  in  die  entferntesten  Theile  der 
Erde  ffir  die  dem  Werke  geschenkte  ununterbrochene,  mit  dem 
Weiterschreiten  desselben  fortwährend  gesteigerte  Theilnahme, 
durch  welche  allein  sein  Bestand  gesichert  werden  k<Mmte  und 
fernerhin  gesichert  w^erden  kann. 

Mit  ungeschwächter  geistiger  und  körperlicher  ELraft  gehe 
ich  im  Vertrauen  auf  Gott  getrost  an  die  Herausgabe  des  ersten 
Theils  des  zweiten  halben  Hundert  von  Bänden,  welcher  diesem 
Jubiläumsbande  auf  dem  Fusse  folgen  wird,  indem  ick  meine 
Herren  Mitarbeiter  und  das  gesanmite  Publikum  um  die  Fortdauer 
ihrer  bisher  so  regen  Theilnahme  dringend  und  inständigst  bitte. 
Eine  wesentliche  Abänderung  der  ursprünglichen  Anlage  des  Werkes 
zu  treffen  habe  ich  keine  Veranlassung  gefimden;  hoffentlich  aber 
wird  spätestens  mit  dem  52sten  Theüe  dasselbe  vor  dem  Pu- 
blikum in  einer  schöneren  und  eleganteren  Ausstattung  auftreten, 
welche  ihm  —  wie  eigentlich  beabsichtigt  war  —  schon  mit 
dem  51sten  Theile  zu  geben,  leider  die  Kürze  der  Zeit  nicht 
gestattete. 

Greifswald  im  October  1869. 

Der  lerMsgeber» 
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E  r  1  0  s  s  0  D. 

Im  Februar  1869  starb  in  Ricblaod  im  Staate  New-York  der  welt- 
beröhmte  Ingenieur  Ericsson,  der  Erfinder  der  calorischen  Ma- 
schine und  des  Monitors ,  angeblich  an  der  Wasserscheu  in  Folge 
eines  vor  mehreren  Monaten  erhaltenen  Hundsbisses. 

Er  wurde  J803  in  Wärmeland,  der  fiisenregion  Schwedens, 
geboren;  sein  Vater  war  Bergwerksbesitzer,  und  der  junge  Erics- 
son seichnete  sich  schon  im  zehnten  Jahre  so  durch  sein  mecha- 
nisches Genie  aus,  dass  Graf  P taten  ihn  in  das  Ingenieurcorps 
brachte  und  er  im  zwölften  Jahre  Inspector  am  grossen  Schiffs- 
canal  Schwedens  wurde,  wo  er  600  Mann  zu  commandiren  hatte. 
Im  siebenzehnten  Jahre  trat  er  in  die  Armee  und  erhielt  den  Auf- 
trag, den  Norden  Schwedens  zu  vermessen.  Im  Jahre  1826  be- 
sachte er  England,  um  Studien  in  der  Mechanik  zu  machen,  und 
J829  erhielt  er  den  von  der  Liverpool-  und  Manchester-Eisenbahn- 
g^eselischaft  ausgesetzten  Preis  fSr  die  beste  Locomotive;  die  von 
ihm  construirte  machte  50  englische  Meilen  in  der  Stunde. 

Schon  früher  machte  er  Versuche,  durch  welche  er  nachzu- 
weisen gedachte,  dass  auch  erhitzte  und  comprimirte  Luft  als 
»ewegende  Kraft  gebraucht  werden  könne.  Es  gelang  ihm  end- 
ieb,  eine  Maschine  dieser  Art  herzustellen,  welche  einer  Dampf- 
na^chine  von  10  Pferdekraft  gleichkam.  Im  Jahre  1833  legte 
i^ricsson  der  wissenschaftlichen  Welt  Englands  seine  Erfindung 
—  die  calorische  Maschine,  bei  welcher  das  bewegende  Medium 
erhitzte  atmosphärische  Luft  ist  —  vor.  Die  Erfindung  erregte 
;ro0ses  Aufsehen,  doch  verzögerte  die  ungünstige  Meinung,  welche 
Thi.  h.  Hft.  1.  1 
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einzelne  henroTragende  FachmSnner  von  derselben  hegten,  ihreo 
Erfolg  ausserordentlich. 

Der  nie  rastende  Erfindungsgeist  Erlcsson's  warf  sich  jetzt 
auf  Schrauben-Propellers.  Trotz  dem  Erfolg  seines  HodelkchifB 
von  nur  40  Fuss  Länge,  das  10  Meilen  In  der  Stunde  machte nnd 
Schooner  von  140  Fuss  Länge  die  Themse  hinaufschleppte,  fand 
die  Erfindung  keine  Anerkennung  bei  den  Ingenienren,  und  die 
englische  Admiralität  zeigte  sich  gleichgültig  dagegen.  Er  wandte 
sich  nach  Amerika;  Francis  B.  Ogden,  amerikanischer  CoimqI 
zu  Liverpool,  und  Commodore  Rober^t  L.  Stockton  empfahlen 
seinen  Schrauben-Apparat  der  Regierung  der  Vereinigten  Staaten. 
1839  kam  er  nach  Mew-York  und  1841  baute  er  den  Kriegsdampfer 
„Princeton'S  der  von  Kennern  als  ein  vorzüglich  constroirtes 
Kriegsschiff  gepriesen  wurde.  Die  Regierung  der  Vereioigten 
Staaten  aber  bat  ihm  niemals  seine  darauf  verwendeten  Kosten 
und  seine  Zeit  und  Mfibe  vergütet.  Inzwischen  suchte  er  seine 
calorische  Maschine  zu  vervollkommnen  und  brachte  sie  1853  an( 
dem  grossen  Schiff  ,, Ericsson^'  von  2000  Tonnen  an.  Es  zeigte 
sich  jedoch,  dass  die  Maschine  nicht  kräftig  genug  war  för  ein 
solches  Seeschiff. 

Die  Erfindungen,  welche  Ericsson  im  Laufe  der  Zeit  an  allen 
möglichen  Arten  von  Maschinen  machte,  sind  sehr  zahlreich  and 
bedeutend.  Am  wichtigsten  und  grossartigsten  ist  aber  seine  Er- 
findung des  ,, Monitor'',  mit  welchem  er  in  dem  Moment  auf  dem 
Kriegsschauplatze  erschien,  wo  die  Rebellen  mit  ihrem  Panxer- 
ungetbfim  „Merrimac''  zum  Vorschein  kamen.  Mit  dieser  Erfin- 
dung gab  er  dem  ganzen  Kriegsschiffsbau  eine  neue  Wendung. 
Die  alten  hölzernen  Schiffe  kamen  in  Misscredit  und  alle  SeeraSchte 
der  Welt  construirten  Panzerschiffe  nach  dem  Muster  des  „Mo- 
nitor.'' Wäre  Ericsson  nicht  schon  ohnedies  berühmt,  die  Er- 
findung des  „Monitor"  allein  würde  seinen  Namen  auf  alle  Zeiten 
vererben.  In  den  letzten  Jahren  beschäftigte  er  sich  mitConstruetion 
einer  Maschine,  wobei  die  Concentration  der  Sonnenhitze  die  be- 
wegende Kraft  sein  sollte. 

Einer  der  grossten  Männer  des  neunzehnten  Jahrhunderts  ist 
in  Ericsson  dahingeschieden.  Geniale  und  hochwichtige  Erin- 
düngen  erinnern  die  Volker  der  Erde  täglich  an  ihn;  ebenso  be- 
wunderungswürdig ist  sein  Fleiss  und  seine  Ausdauer;  er  hinter- 
lässt  der  Wissenschaft  und  dem  Erfindungsgeist  grosse  Ideen  lu 
weiterer  Forschung  und  Ausftihrung. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Programm  des  Herzogt.  Gymnasium  ErDOstinam  zo 
Gotha.  —  Beiträge  znr  Geschichte  der  Griechischen 
Geometrie.  Vc^n  Professor  C.  A.  Bretschneider.  Gotha. 
1869.    40. 

In  dem  zweiten  Theile  seiner   „Geschichte  der  abendiändi* 
sehen  Philosophie,    1858'«   hat  Roth  —  wie  der  Herr  Verfasser 
sagt  —  unwiderleglich  nachgewiesen,  dass  die  Mathematik  nicht 
Griechischen,  sondern  Aegyptischen  Ursprungs   ist  und  in  einer 
von  den  Aegyptern  bereite  fest  auc^ebiideten  Form  nach  Grie«- 
cbenland  libertragen  ward.    Schon  seit  mehreren  Jahren  mit  den 
Vorarbeiten  zu  einer  ausfGhriicben  Geschichte  der  Griechischen 
Geometrie  und  Geometer  beschfiftigt,  ist  der  Herr  Verfasser  der 
vorliegenden  wertbyolleo  Programmen*Abbandlung  durch  ein  sorg* 
sames  Studium  der   einschlagenden  Quellen  zu  einer  Reihe  von 
Resultaten  gelangt,  durch  welche  die  Arbeiten  von  Roth  —  und 
auch  von   Montucia  —  theils   bestätigt  und  nSher   begründet, 
theils  auch  in  Cinzelnheiten  berichtigt  und  ergänzt  werden.    Ein 
Theil   der  Resultate  dieser  verdienstlichen  Arbeiten  sind  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  niedergelegt  und  verdienen  der  Beach- 
tung   der  Mathematiker   recht  sehr  empfohlen  zu  werden.     Die 
Schrift  besteht  aus    den  folgenden  Hauptabschnitten:     I.  Ueber 
den  Charakter  der  Aegyptischen  Geometrie.    11.  Euphorbos  und 
Theodoros,  die  angeblich  ältesten  Griechischen  Geometer.  HI.  Pytha- 
goras,  der  Begründer  der  Lehre  von  der  Isoperimetrie.    IV.  Die 
„redactio  ad  absurdum"  als  geometrisches  Beweismittel.    V.  Die 
von  Thaies  bewirkte  Hohenmessung  der  Pyramiden. 


Arithmetik. 

Journal  des  Collegiums  für  Lebens^Versicherungs- 
Wissenschaft  zu  Berlin.  Erster  Band.  1.  Heft.  Erster 
Band.    IL  Heft.    Berlin.    W.  Weber.    1868  und  1869.    8^. 

Wir  halten  dieses  neue  Journal,  welches  sich  die  Forderung 
der  aaf  dem  Titel  genannten  wichtigen  socialen  Wissenschaft  znr 
besonderen  Aufgabe  gemacht  hat,  für  ein  verdienstliches  Unter- 
nehmen und  machen  unsere  Leser  auf  dasselbe  aufmerksam.  ^^ 
Folgende  Aufsätze  sind  hier  hervorzuheben:  Ein  Satz  ans  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung.    Vortrag  von  W.  Lazarus.    S.  1. 
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—  Ueber  die  verallgemeinerte  Ableitung  der  Formeln  för  Berecb- 
''nang  der  Lebene-Vereicberungs-Prämien.  Vortrag  von  Dr.  A.  Zill- 
mer.  S.  21.  —  Ueber  die  Ermittelaog  der  Sterblichkeit  ans  den 
Aafzeicbnnngen  der  Lebens« Versicherungs- Anstalten.  Von  W.  La- 
sarus.  S.  49.  (Dieser  Aufsatz  behandelt  seinen  sehr  mcbtigen 
Gegenstand  in  sehr  vollständiger  und  lehrreirher  Weise  und  ver- 
dient denen,  die  sich  für  diese  Dinge  interessifeo,  za  besonderer 
Beachtung  empfohlen  zu  werden.) 

Wir  wOnschen  dem  Unternehmen  ununterbrochenen  Fortganir. 


Geometrie, 

Lehrbuch  zur  EinfClhrung  in  die  organische  Geo- 
metrie. Von  Heinrich  Gretschel.  Mit  95  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig.  Quandt  und  Hän- 
del.   1868.    80. 

Dieses  Lehrbuch  der  sogenannten  ,, neueren''  Geometrie, 
welche  der  Herr  Verfasser  lieber  „organische''  Geometrie*)  be- 
nannt wissen  will,  scheint  uns  seinem  Zwecke  in  vorzüglicher 
Welse  zu  entsprechen  und  verdient  allen  Denen,  weiche  steh 
diesen  Studien  widmen  wollen,  recht  sehr  empfohlen  za  werden. 
Dasselbe  geht  mehrfach  weiter,  als  verschiedene  der  sonst  gang- 
baren und  beliebten  Schriften  über  diesen  Gegenstand,  indem  es 
u.  A.  nicht  bloss  ebene  Systeme,  sondern  auch  Systeme  im  Räume 
in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  zieht,  sich  sehr  aasfuhriich 
über  die  Theorie  der  Kegelschnitte  und  die  Flächen  der  zweiten 
Ordnung  verbreitet,  und  auch  die  Raumcurven   dritter  Ordnaog 

*)  Wir  wollen  aber  die  ZweckmäMigkeit  dieser  Benennang  mit  den 
von  an«  hochgeachteten  Herrn  Verfaaaer  nicht  rechten,  wollen  jedoch 
bemerken,  das«  man  bisher  die  Benennung  „Organische  Geome- 
raetrie''  in  einem  anderen  und  eingeschränkteren  Sinne  so  versteiiea 
gewohnt  i^ewesen  ist,  indem  unter  einer  organischen  Beschreibung  einer 
Curve  gewöhnlich  deren  Beschreibung  dnrch  einen  stetigen  Zog  ver- 
standen wird  und  dem  anch  der  Inhalt  des  berühmten  Werkes  tsi 
Maciaurin:  „Georoetria  organica  sen  descriptio  linearom 
cnrvarara  universalis.  Londini.  1T20."  im  Ganzen  eatopriebt 
Man  sehe  anch  das  jetzt  seltene  Werk?  „Francisci  a  Scbootea  ie 
organica  conicarum  sectionnm  in  piano  descriptione,  Ui- 
ctktns  Geometrie,  Opiicis,  praesertim  vero  Gnomonicis  et. 
Nechanicis  utilis.  Lagd.  Batavor.  Ex  Officina  EUevirio- 
rnm«     1646.'* 
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und  Klasse  gebfifareod  berücksichtigt.     Ganz   besonders  hat  uns 
in   diesem  Buche,    ausser    der  Reichhaltigkeit    des  Inhalts,    die 
Darstellong  angesprochen   und   befriedigt,    bei  welcher  sich   der 
Herr  Verfasser  der  grossten    Deutlichkeit    und    der  niuglichsteo 
KCrze  und  Einfachheit  in  der  anerkennenswerthesten  und  rühm- 
lichsten Weise  befleissigt  hat,  was  die  Lecture  dieses  Werkes 
zu  einer  überaus  angenehmen  macht,  ganz  im  Gegensatze  zu  ge- 
wissen anderen  neueren  —  hier  nicht  näher  zu  bezeichnenden  — 
Schriften  dieser  Art,   die  man,  vor  dem   bei  dem  ersten  Blick  in 
dieselben  darin  sich  kundgebenden  ungeheueren  Schwulst  der  Ent- 
Wickelung  und  Darstellung  zurückschreckend,  sehr  bald  ganz  un- 
gelesen  bei  Seite  legt  und   nicht  leicht  wieder  zur  Hand  nimmt, 
welche  Erfahrung  gewiss  Andere  mit  uns   mehrfach   zu  machen 
Gelegenheit  gehabt  haben  werden.   Der  Herr  Verfasser  hat  daher 
auch  im  Interesse  der  Einfachheit  der  Darstellung  ganz  recht  ge- 
than,  dass  er  sich  der  Rechnung  nicht  gänzlich  enthalten  hat,  und 
dass  durchgängig  von  dem  sogenannten  Princip  der  Zeichen  Ge- 
brauch gemacht  worden  ist^  versteht  sich  von  selbst.    Der  Haupt- 
inhalt ist  folgender:    Einleitung.    —    I.  Von  den   Doppelverhält- 
nissen. —  II.  CoUineation  von  Punktreihen,  Strahlen-  und  Ebenen- 
büscheln. —  III.   Von  den  Erzeugnissen  collinearer  Punktreihen 
und    Strahlenbäschel    in    einer   Eoene.  —  IV.    Mehrere   Curven 
zweifer  Ordnung  in  derselben  Ebene.  —  V.  Von  der  CoUineation 
ebener  Systeme.  —  VI.  »Von  der  Reciprocität  ebener  Systeme.  — 
Vli.  Von  den  Erzeugnissen  zweier  collinearer  Punktreihen  in  ver- 
schiedenen Ebenen  und  zweier  collinearer  Ebenenbüsch^l,  so  wie 
voD  den  Flächen  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen.   —  VIII.  Von 
den  Rauracurven  dritter  Ordnung  und  Glasse.. 

Beiträge  zur  Lehre  der  universellen  Suromirung 
von  Strecken,  d.  i.  ihrer  Aneinanderfugung  mittels 
Paralleiverschiebung.  Von  Dr.  Wilhelm  Matzka,  k.  k. 
ord.  Professor  der  Mathematik  an  der  Prager  k.  k.  Uni- 
versität Mit  einer  Figurentafel.  (Aus  den  Abhand- 
iangen  der  k.  buhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften.   VI.  Serie.    2.  Band.).    Prag.    1868.    40. '^) 

Ein  Jeder  kennt  die   verdienstliche  Schrift  des  Herrn    Ver- 

fai^c^ers:  y,Versuch  einer   richtigen  Lehre  von  der  Rea- 

ität   der  vorgeblich  imaginären  Grössen  der  Algebra 

i.  s.  w.    Prag.     1850.    4^."  zu  welcher  die  vorliegende  Abhand- 


^)  In  Ermaogelung  einer  anderen  pa««eiidereii  Rubrik  hat  diese  Schrift 
it«r  ihre  Stelle  erhalten. 
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loog  in  gewisser  Beiiebung  steht  lo  derselben,  hat  aber — 
was  hier  besonders  hervorzuheben  ist  —  der  Herr  Verfasser  sieb 
von  eioem  wiliköhriichen  Hineintragen  des  Imaginären  ganz  frei 
gehalten,  was  im  Allgemeinen  mit  unseren  eigenen  Ansichten  ober 
diesen  Gegenstand,  welche  zu  veröffentlichen  wir  bis  jetzt  leider 
immer  noch  nicht  im  Stande  gewesen  sind«  vollkommen  im  Eis- 
klange steht.  Am  meisten  schliessen  sich  diese  Ansichten  den 
,,Galcul  des  quantit^s  gäomdtriques*'  von  Cauehy  an, 
die  in  der  ausgezeichneten  Schrift:  »»GeometriekKalkyl  euer 
geometriska  quantiteters  räknelagar  af  G.  DillBer. 
(Aftryck  ur  Upsala  Kongi.  Vetenskaps-Societets  Arg- 
skriff.).  Upsala.  C.  A.  Leffler.  1860.  8».''  eine  weitere  sehr 
SU  beachtende  Entwickeluog  gefunden  haben.  —  Das  Sortireo 
und  strenge  Auseinanderhalten  der  durch  gewisse 
Rficksichten  von  einander  unterschiedenen  Messein- 
beiten,  wenngleich  soastvon  einer  und  derselben  Art, 
ist  -^  nach  dem  Herrn  Verfasser  —  das  elnaiif  ridstli^  Prin- 
elp  solelieis  Reelsnens,  und  dfirfte  noch  nicht  mit  ge- 
bührlichem Nachdruck  hervorgehoben  worden  sein, 
weiches  Letztere  zu  leisten  der  Herr  Verfasser  als  den  Uauptzweci^ 
seiner  vorliegenden  Abhandlung  bezeichnet  —  Wir  gestehen, 
dass  wir  dieselbe  mit  besondefem  Interesse  und  mit  grossem  Vor« 
theil  für  unsere  eigene  weitere  Belehrung  und  fernere  Kläning 
unserer  Ansichten  gelesen  haben,  und  empfehlen  dieselbe  dsber 
auch  den  Lesern  des  Archivs  aus  vollkommenster  Ueberzeugaog 
zu  sorgHkiger  Beachtung.  Die  im  Ganzen  einfache  Darstellung, 
die  Strenge  und  Präcision  derselben,  die  grosse  nirgends  eine 
sich  hier  nur  zu  leicht  einschleichende  Dunkelheit  lassende 
Deutlichkeit  haben  uns  sehr  angesprochen,  und  machen  die  Schrift 
auch  ffir  alle  diejenigen,  welche  erst  in  das  Studium  dieser  Ge- 
genstände eintreten,  recht  sehr  empfehlenswerth.  Auch  hat  der 
Herr  Verfasser  an  Anwendungen  der  reinen  Theorie ,  z.  B.  aof 
Coordloatenverwandlung  u.  dergl.,  selbst  auch  auf  Mechanik,  o.  s. 
w.,  es  keineswegs  fehlen  lassen,  wodurch  die  Deutlichkeit  oattt^ 
lieh  noch  wesentlich  erhöht  wird.  Die  grosse  Beschränktheit  des 
Raumes  erlaubt  uns  hier  nur  noch  die  Angabe  der  Hauptabschnitte: 
Einleitung.  —  Erste  Abtheilung.  Vorbegriffe.  Grundlehren. 
—  Zweite  Abtheilung.  Universelles  Addiren  und  Subtrahireo 
von  Strecken.  ZusanimenffiguDg  und  Zerftllung  deselben.  — 
Dritte  Abtbeilung.  ZurSckleitung zusammenhängender  in  einer 
Ebene  liegender  Strecken  auf  ein  Paar  ebenfalls  darin  eotbslte- 
^  ner  fester  Azen.  —  Vierte  Abtheilung.  Zuröckleitung  von 
Strecken  und  Streckengefägen  auf  drei  feste  Azen  im  Raunie. 
Möge  der  Schrift  die  verdiente  Beachtung  zu  Theil  werden! 
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Praktische  Geometrie. 

Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  Von  Dr.  G. 
Chr.  K.  Honäus,  Professor  an  der  polytech  nisch  en 
Schale  so  Hannover.  Zweite  amgearbeitete  und  ver- 
mehrte Auflage.  Mit  211  Holzschnitten.  Hannover. 
C.  Rümpler.    1868.    8^. 

Die  erste  Auflage  dieses  Lehrbuchs  ist  im  Jahre  1848  XHan- 
nover.  Belwig'sche  Hef- Buchhandlung)  erschienen.  Wir  stehen 
nicht  an,  die  vorliegende  neue  Auflage  YiSr  ein  gans  neues  Werk 
ZB  erklären,  da  dieselbe  nach  unserer  Meinung  mit  der  älteren 
Auflage  nur  noch  eine  sehr  geringe  Aehnlichkeit  hat,  wenn  auch 
die  Anordnung  im  Grossen  und  Ganzen  beibehalten  worden  ist 
Jedenfalls  Ist  den  Lesern  hier  ein  Werk  geboten,  welches  seinen 
Gegenstand  unter  sorgfältiger  Berficksichtigung  aller  neueren  Fort- 
schritte mit  grosser  Vollständigkeit«  Gründlichkeit,  ungemeineT 
Deutlichkeit  und  Anschaulichkeit,  und  mit  grossem  praktischen 
Takt,  ohne  Voraussetzung  einer  zu  grossen  Masse  theoretischer 
mathematischer  Kenntnisse,  bebandelt,  und  daher  praktischen  Geo- 
metern  mit  aller  Zuversicht  sehr  empfohlen  zu  werden  verdient, 
ein  Werk,  welches  in  seiner  neueren  Gestalt  gewiss  auch  wesent- 
lich beitragen  wird,  bessere  Methoden  für  die  Feldmesserarbeiten 
einzuführen,  und  einer  rationellen  Behandlung  der  praktischen 
Geometrie  immer  mehr  Eingang  und  Geltung  zu  verschaffen,  so 
dass  wir  das  Erscheinen  dieses  trefflichen  Werkes  nur  mit  be- 
sonderer Freude  haben  begrGssen  können,  und  dem  Herrn  Ver- 
fasser zu  dessen  Vollendung  wahrhaft  Gluck  wfinschen.  Die 
grusste  Sorgfalt  ist  in  der  anerkennungswerthesten  Weise  der 
Beschreibung,  der  Gebrauchsanweisung,  der  Correction  u.  s.  w. 
der  Instrumente  gewidmet,  wobei,  was  besonders  zu  loben  ist, 
alle  Instrumente  sorgfältig  in  ihre  einzelnen  Theiie  zerlegt,  und 
diese  letzteren  einzeln  beschrieben  und  in  Ihrer  Bedeutung  sorg- 
fältig cbarakterisirt  worden  sind.  Die  in  sehr  grosser  Anzahl  bei- 
ge fOgten  Holzschnitte,  in  vollständig  ausgeführten  Zeichnungen, 
befriedigen  —  so  wie  auch  die  ganze  übrige  äussere  Ausstattung 
—  die  höchsten  Anforderungen,  und  können  selbst  den  besten 
Werken  dieser  Art  des  Auslandes  als  Muster  dienen.  Auch  den 
Ausgleichungsrechnuugen  Ist  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet, 
in  dieser  Beziehung  jedoch  ein  weises  Maass  gehalten  worden, 
was  besondere  Anerkennung  verdient,  da  gerade  hierin  nach  un- 
serer Meinung  oft  viel  zu  weit  gegangen  wird,  indem  der  theil- 
weise   erforderliche   ungeheuere    Aufwand  von    Rechnung   wohl 
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schwerlich  immer  mit  dem,  was  man  dadurch  erreicht,  im  gebo- 
rigen Einklänge  und  Verhältniss  steht,  welche  Ansiebt  weiter  zu 
begründen  hier  natürlich  nicht  der  Ort  sein  kann,  wenn  wir  aoch 
nicht  unterlassen  wollen,  uns  auf  hier  jetzt  nicht  weiter  zu  be. 
zeichnende  Länder  nicht  deutscher  Zunge  zu  berufen,  wo  man 
von  diesen  Rechnungen  meistens  nur  einen  sehr  massigen  Ge- 
brauch macht,  ohne  dieselben  gao^  bei  Seite  zu  setzen.  Der  Ramn 
erlaubt  uns  hier  nur  noch  die  folgende  Angabe  der  Hauptab- 
schnitte: Einleitung.  (Die  Maasse  der  Geodäsie.}*  —  Erstes 
Buch.  Die  niedere  Geodäsie.  I.  Die  UQi&mittei  zu  den 
Aufnahmen  oder  die  Messinstrumente  und  Uälfsapparate.  li.  Die 
geometrischen  Aufnahmen  mittelst  der  in  der  ersten  Abtbeilung 
beschriebenen  Mess -Apparate.  III.  Die  graphische  Darstellung 
der  geometrischen  Aufnahmen.  Das  Kartieren.  —  Zweites 
Buch.  Grundztige  der  höheren  Geodäsie,  oder  die  Aaf* 
nähme  und  Kartierung  solcher  grosseren  Erdstrecken,  wobei  die 
Erdoberfläche  nicht  mehr  als  eben  angesehen  werden  darf. 

Wir  wünschen  dem  in  seiner  Art  ausgezeichneten  Buche  die 
>v  ei  teste  Verbreitung. 


Lehrbuch  der;  praktischen  Geometrie,  mit  beson- 
derer Berücksichtigung  der^Theodolithmessungen,  so 
wie  der  Instructionen  ffir  das  schweizerische  Geome- 
terkonkordat  und  die  GrossherzogthOmer  Hessen  und 
Baden.  Von  J.  J.  Rebstein,  Professor  der  Mathematik 
und  des  technischen  Zeichnens  an  der  thurgauischen 
Kantonsschule.  Mit  194  Holzschnitten  und  4  lithogra- 
phirten  Tafeln.     Frauenfeld.    J.  Huber.     1868.    8<>. 

In  wOrdigster,  ja  eleganter  äusserer  Ausstattung  liegt  ans 
hier  ein  Buch  vor,  welches  die  praktische  Geometrie  etwa  In  der 
Ausdehnung  behandelt,  -rn  welcher  deren  Kenntniss  Behufs  der 
Katasterverniessungen  erforderlich  ist,  und  daher  die  geodätiscfaeo 
Methoden  einer  höheren  Gattung  nicht  in  seinen  Kreis  gezogen 
hat.  Jedenfalls  verdient  dasselbe  aber  in  der  angedeuteten  Be- 
ziehung alle  Empfehlung,  namentlich  rücksicbtiich  seiner  prakti- 
schen Haltung,  basirt  natdrlich  auf  eine  gründliche,  ober  die  ma- 
thematischen Elementar -Kenntnisse  jedoch  nicht  hinausgehende 
Theorie.  Besondere  Anerkennung  verdient  es  nach  unserer  Mei- 
nung, dass  der  Herr  Verfasser  ausser  den  trigonometrischen  Mes- 
sungsmethoden auch  der  polygonometrischen  oder  Coordinaten- 
methode  vorzugsweise  Geltung  zu  verschaffen  gesucht  hat,  einer 
Methode,  die  von  den  gewohnlichen  praktischen  Geometem  bei 
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Weitem  noeh  nicht  genug  in  Anwendung  gebracht  wird.  Aach 
die  in  dem  Werke  genommene  Beziehung  auf  LSnder»  wo  die 
Katastrirung  schon  längst  einen  Hauptbestandtheil  der  Staatsver- 
waltnog  ausgemacht  hat,  ist  von  besonderem  Interesse ,  und  die 
ausführlich  mitgetheilten  betreffenden  Formulare  sind  als  Muster 
für  äbolicbe  Arbeiten  in  anderen  Ländern  mit  allem  Danke  aufzu- 
nehmen. Indem  wir  das  We/kchen  allen  praktischen  Geometeni 
zu  sorgfältiger  Beachtung  empfehlen,  wollen  wir  nun  nur  noch 
die  Ueberschriften  der  Hauptabschnitte  angeben:  Erster  Theil. 
Die  Lehre  von  den  Instrumenten  (auch  das  Polarplanimeter 
von  Amsler  und  das  Planimeter  von  Wetli).  —  Zweiter 
TheiL  Die  Lehre  von  den  Messungen.  I.  Horizontal- 
messungen.  (A.  Trigonometrische  Methode.  B.  Polygonome- 
trische  Methode.  C.  Die  Linearkonstrnktionsmethode.  Berechnung 
und  Tfaeilung  der  Flächen).  —  II.  HChenmessungen.  (A.  Das 
trigonometrische  Hohenmessen.  B.  Das  Nivelliren.  G.  Dar- ' 
Stellung  der  Bodenconfiguration.).  —  In  einem  Nachtra|;e  zu 
§.  66.  giebt  der  Herr  Verfasser  ein  Graphisches  Ausgleichungs- 
verfahren bei  der  Dreiecksberechnung,  welches  von  den  Trigo- 
nometern  des  Grossherzogthuros  Baden  angewandt  wird  und  sich 
trefflich  bewährt  haben  soll,  und  auf  das  wir  daher  hier  die  Geo- 
meter  besonders  aufmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen  wollen. 
—  Den  Schluss  des  Buches  bildet  der  fünfzehnte  Abschnitt: 
„Ueber  die  Vermessung  von  Liegenschaften,  Erstellung  und  Fort- 
führung des  Katasters  und  der  Pläne'',  weicher  natürlich  durchaus 
praktischer,  fast  technischer  Natur  ist,  aber  auch  der  mitgetheilten 
Formulare  wegen  u.  s.  w.  recht  sehr  zur  Beachtung  empfohlen  zu 
werden  verdient. 


Physik. 

Die  Physik  für  Unter  -Realschulen.  Von  Prof.  Dr. 
F.  J.  Pisko  in  Wien.  Siebente  sehr  verbesserte  und 
vermehrte  Auflage.  Mit  492  Figuren.  Brunn.  C.  Wini- 
ker.     1869.    8«. 

Die  Physik  für  Ober  •  Gymnasien.  Von  Prof.  Dr. 
F.  J.  Pisko  in  Wien.  Zweite  umgearbeitete  Auflage. 
Mit4I6im  Texte  aufgenommenen  Holzschnitten.  Brunn. 
C.  Winiker.     1869.    8^. 

Die  fiünfte  Aaflage  des  ersten,  die  erste  Auflage  des  zweiten 
dieser  beiden  sehr  empfehlenswerthen  Lehrbücher  sind  im  Literär. 
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Ber.  Nr.  CLX.  8-  6.  angesseigt  und  näher  charakterisirt  worden; 
was  dort  gesagt  worden  ist»  gilt  in  erhohetem  Maasse  toh  diesen 
neuen  Auflagen,  und  namentlich  macht  das  für  Ober -Gymnasien 
bestimmte  Lehrbuch  --*  wie  schon  früher  bemerkt  worden  ist  - 
u.  A.  auch  einen  sehr^  günstigen  Eindruck  durch  die  sehr  verstin- 
dige»  nicht  zu  weit  gehende,  aber  fOr  den  Zweck  des  Buches  doch 
völlig  hinreichende  Anwendung  der  Mathematik,  überall  da,  wo 
dieselbe  wissenschaftlich  geboten  war  oder  als  Forderungsmittel 
der  geistigen  Bildung  der  Schüler  dienen  konnte,  wobei  übrigens 
das  Experiment  keineswegs  vernachlässigt,  sondern  überall,  wo 
es  diese  Stellung  beanspruchen  konnte.  In  den  Vordergrund  ge- 
stellt worden  ist,  mit  ausführlicher  Beschreibung,  Erläuterung  und 
Abbildung  der  erforderlichen  Instrumente  und  Apparate.  Nament- 
lich das  grossere  Werk  ist  in  mehreren  Partieen  v5llig  umge- 
staltet worden,  und  hat  alle  \%icbtigen  Fortschritte  der  Physik  mit 
aoerkennungswerther  Vollständigkeit  in  sich  aufgenommen,  und 
der  Herr  Verfasser  ist  offenhält  mit  dem  rühmlichsten  Eifer  und 
Flelsse  bemüht  gewesen,  alle  Lehren  —  bei  möglichster  PrScision 
und  Kürze  —  durch  eine,  vollständige  Deutlichkeit  erstrebende 
Darstellung  den  Schülern  so  nahe  wie  möglich  zu  fShren»  weshalb 
das  Buch  neben  seinem  Hauptzwecke  als  Lehrbuch  auch  zum 
Selbststudium  wohl  empfohlen  werden  darf.  Auch  dadurch  zeichnen 
sich  diese  neuen  Auflagen  vor  den  älteren  aus,  dass  in  conse* 
qoenter  Weise  überall  historische  Notizen  aufgenommen,  wenig- 
stens die  Namen  der  Entdecker,  Erfinder  u.  s.  w.  durchgängig 
genannt  worden  sind.  Indem  wir  uns  schliesslich  zu  noch  näherer 
Charakterisirung  auf  unsere  oben  genannte  Anzeige  der  früheren 
Auflagen  bezieben,  wünschen  wir,  dass  diese  beiden  Lehrbücher 
—  namentlich  das  grossere  —  die  so  sehr  verdiente  Beachtung 
immer  mehr  finden  m5gen.  Auf  Lehranstalten,  wo  namentlich 
dieses  letztere  Buch  in  seinem  ganzen  Umfange  dem  physikali- 
schen Unterrichte  zu  Grunde  gelegt  werden  kann,  muss  dieser 
Unterricht  sehr  gut  bestellt  sein,  und  die  Schüler  werden  aas 
demselben  —  abgesehen  von  ihrer  dadurch  gewiss  wesentlich 
geförderten  allgemeinen  geistigen  Bildung,  deren  Erstrebung  auf 
Schulen  natürlich  die  Hauptsache  ist  —  einen  reichen  Sehatz 
Ihnen  sehr  nützlicher  physikalischer  Kenntnisse  in*s  Leben  mit 
hinüber  nehmen. 

Lehrbuch  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerb- 
liche Fortbildungsschulen.  Im  Auftrage  der  Kunig- 
lichen  Kommission  für  gewerbliche  Fortbildungs- 
schulen in  Würtemberg  ausgearbeitet  von  Dr.  Ludwig 
Blum,  Professor  an  der  Kgl.  Realanstalt  In  Stuttgart 
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Zureite  vermehrte  Auflage.  Leipzig  ond  Heidelberg. 
C.  F.  Winter'eche  Verlagsbandlung.  1868.  8<>.  Stutt- 
gart   A.  Oetinger. 

Die  er^te  Auflage  dieses  seinein  Zwecke  nach  unserer  Ileber- 
zeogung  in  ausgezeichneter  Weise  entsprechenden «  und  von  dem 
sehr  guten  Zustande  der  Lehranstalten«  ffir  welche  es  bestimmt 
ist«  jedenfalls  ein  sehr  Tortheilhaftes  Zeugniss  ablegenden  Lehr- 
buchs ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXX^  S.  5.  von  Herrn  Dr.  Buklen 
angezeigt  worden.  Die  dort  gernhmten  Eigenschaften  kommen 
natfirlich  auch  dieser  zweiten  Auflage  in  gleichem  Maasse  zu,  und 
den  neueren  Fortschritten  der  Physik  und  Mechanik  ist  In  derselben 
fiberall  zweckentsprechende  Rechnung  getragen,  so  dass  wir  diese 
neue  Auflage  jedenfalls  forden  Gebrauch  als  Lehrbuch  allen  gewerb- 
lichen Fortbildungsschulen  recht  sehr  empfehlen  können.  Wenn  auch 
eigentliche  mathematische  Entwickelungen  und  theoretische  Be- 
weise natfirlich  keine«  oder  nur  in  sehr  geringem  Maasse«  Anr 
Wendung  gefunden  haben«  so  hat  sich  der  Herr  Verfasser  doch 
mit  Recht  nicht  gescbeuet,  die  gewöhnlichen  mathematischen  Be- 
griffe als  bekannt  vorauszusetzen«  und  sich  mathematischer  Be- 
zeichnungen da  zu  bedienen,  wo  es  die  Kurze  und  PrScision  des 
Ausdrucks  erforderte;  diese  Kenntnisse  werden  sich  bei  dem  ge* 
genwSrtigen  guten  Zustande  des  mathematischen  Elementarunter- 
richts gewiss  immer  als  bekannt  voraussetzen  lassen.  —  Wenn 
alle  unsere  Gewerbtreibenden  die  in  diesem  ausgezeichneten 
Buche  niedergelegten  Lehren  der  Physik  und  Mechanik  Ihr  volles 
Eigenthum  nennen  dfirfen:  dann  wird  ffir  ihre  Bedfirfnisse  In 
dieser  Beziehung  jedenfalls  vortrefflich  gesorgt  sein. 


Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  ffir 
Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.  C.  Jelinek  und  Dr. 
J.  Uann.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXIV.  S.  20.). 

Von  dieser  ungemein  interessanten  und  der  jungen  meteoro- 
logischen Wissenschaft  jedenfalls  einen  sehr  grossen  Nutzeo  brin- 
genden Zeitschrift«  durch  deren  Herausgabe  die  Herren  Jelinek 
und  Hann,  —  so  wie  auch  die  österreichische  Gesellschaft  für 
Meteorologie  überhaupt  —  sich  ein  nicht  genug  anzuerkennendes 
Verdienst  erwerben«  liegt  uns  wieder  eine  grossere  Anzahl  von 
Piummero  vor«  deren  wesentlichsten  Inhalt  wir  im  Folgenden  an- 
zeigen wollen,  indem  wir  zugleich  unsere  Freude  über  den  regel- 
mässigen, raschen  und  ungehinderten  Fottgang  dieses  trefflichen 
Unternehmens  aussprechen.  Natfirlich  kennen  wir  uns  hier  auf 
die  Anzeige  der  in  allen  Nummern  in  grosser  Anzahl  enthaltenen 
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kleineren  Mittbeilangen  und  der  Literatur- Berichte  nicht  eiulasseo, 
sondern  müssen  uns  auf  die  Angabe  der  grosseren  Abbandlungen 
beschränken  y  ohne  dass  man  darin  eine  Verkennung  des  grossen 
Werthes  jener  kleineren  Mittheilungen  finden  darf. 

ZunSchst  liegen  uns  vor  Band  111.  Nr.  21.  bis  Nr.  21 
(Schluss  von  Band  111.),  aus  welchen  Nummern  wir  die  folgenden 
grösseren  Aufs&tze  hervorheben :  Ueber  die  Witterungsverbältnisse 
und  NiederschlSge  vom  II.  September  bis  10.  October  1868.  Von 
J.  Hann.  —  Die  Perioden  der  Dfirre  in  Wien.    Von  C.  Fritsch. 

—  Ceber  die  Verwerthung  des  meteorologischen  Materials  lor 
Untersuchung  der  Stürme.  Von  C.  Jelinek  (sehr  lehrreich).  — 
Ein  Beitrag  zur  täglichen  Periode  der  Gewitter.    Von  C.  Fritsch. 

—  Der  Scirocco  der  Sudalpen.  Von  J.  Hann.  —  Viele  wertb- 
volle  Mittheilungen,  über  die  Sternschnuppen  der  November -Pe- 
riode. —  Carlo  Matteucci.  Eine  biographische  Skizze  von 
A.  de  la  Riv.e.  —  Weitere  Mittheilungen  über  Sternschnuppen 
der  November- Periode. 

Band  IV.  Nr.  1  bis  Nr.  8.  (Jeher  den  Wald  und  den  Ein- 
fluss  desselben  auf  das  Klima.  Von  E.  Becqnerel.  (Von 
grossem  aligemeinen  Interesse.  Die  Abhandlung  läuft  durch  vier 
Nummern.).  —  Ein  neuer  Verdunstungsniesser.     Von  v«  Lamont 

—  Ceber  die  richtige  Lage  und  die  Theorie  des  CalmengOrtels 
auf  den  Continenten.  Von  A.  Mühry.  — *  Kälte  in  den  Neueng- 
laodstaaten  und  denkwürdiger  Wettersturz  (Passatwechsel)  in 
Nordamerika  im  Januar  1866.  Von  J.  Hann.  —  Ueber  den  Sturm 
vom  6.  und  7.  December  1868.  Von  H.  W.  Dove.  —.  Ueber  at- 
mosphärische Elektricität.  Von  Dell  mann.  —  Aus  den  Lite- 
ratur-Berichtenheben wir  noch  hervor:  »^Documentl  e  studisul 
clima  d'ltalia  raccoiti  e  pubblicati  da  una  coromissione 
governativa  sotto  la  direzione  di  Carlo  Matteucci  — 
Sul  Clima  di  Vigevano  d.  G.  V.  Schiaparelli.  Milano 
1868.'^  und  freuen  uns,  dass  in  dieser  Arbeit  des  berühmten 
Directors  der  Mailänder  Sternwarte  über  das  Klima  von  Vigevaoo 
die  erste  von  einer  Reihe  von  Arbeiten  über  das  Klima  Italiens 
vorliegt,  welche  dem  kräftigen  Impulse  der  italienischen  Regie- 
rung ihre  Entstehung  zu  danken  haben.  Möge  durch  den  be- 
dauernswerthen  Tod  Matteucci's  dieses  wichtige  Unternehmen 
keine  Unterbrechung  erleiden!  —  Ferner  heben  wir  hervor:  Me- 
teorologische Schriften  von  Carlo  Matteucci.  Von 
Dr.  Carlo  Marangoni. 

Am  ].  October  1868  zählte  die  nsterreichische  Gesellschaft 
für  Meteorologie  314  Mitglieder,  woraus  das  grosse  Interesse    er- 
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hellet«  welches  man  dort  an  meteorologischen  Arbeiten  oiromt; 
des  Weiteren  wegen  verweisen  wir  auf  den  interessanten  Jahres* 
bericht  fiSr  1868  in  Band  IlL  Nr.  23.   S.  588. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzangsberichte  der  kunigl.  böhmischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1868. 
Januar—Jani.  Prag.  1868.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXIV. 
8.  23.). 

Dr.  Celakovsky:  Deber  die  allgemeine  Entwickelungsge- 
schichte  des  Pflanzenreichs  (gehOrt  nicht  unbedingt  hierher,  ist 
aber  von  allgemeinem  Interesse).  S«  51.  —  Prof.  Studnicka: 
Ueber  die  Anwendung  der  Hesse'schen  Determinanten  in  der 
Theorie  der  Maxima  und  Minima  von  Functionen  mehrerer  unab« 
hängigen  Variablen.  8.  67.  -  Dr.  Wilhelm  GintI:  Ueber 
die  Anwendung  des  Principes  der  Aräometrie  bei  der  quantitativen 
chemischen  Analyse.  S.  94.  —  Prof.  Gustav  Schmidt:  Ueber 
astronomische  Uhren ,  welche  die  Stellung  der  Sonne  und  des 
Mondes  im  Thierkreise  ersichtlich  machen  sollen,  wie  eine  solche 
z.  B«  an  dem  alten  jetzt  restaurirten  Wahrzeichen  am  Altstädter 
Rathhaus  in  Prag  angebracht  ist.     S.  J03. 

Tidskrift  für  Matemattk  och  Fysik,  tillegnad  den 
sveoska  Eiementar-Undervisningeo,  utgifven  af  D:  R. 
G^ran  Billner,  Adjunkt  i  Matematik  vid  Upsala  Akaderoi 
(Hnfvudredaktör);  B:  B.  Frans  Wilhelm  Hnltman,  Lektor, 
vid  Stockholms  Elementar«  Läroverk;  B:  B.  T.  Robert 
Thal^n,  Adjunkt  i  Fysik  vid  Upsala  Akademi.  Upsala, 
W.  Schultz'  Boktryckeri.  1868.  8^  (VergL  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXXXIV.    S.  20.). 

Ton  dieser  sehr  verdienstlichen  Zeitschrift  liegen  uns  als 
Fortsetzungen  vor:  Haftet  6.  November  1868.  —  Haftet  1.  Januari 
1869.    Haftet  %  Mars  1869. 

Die  Einrichtung  ist  im  Allgemeinen  ganz  dieselbe  geblieben 
wie  in  den  froheren  Heften»  und  namentlich  enthalten  die  vorlie- 
genden neuen  Hefte  wieder  eine  grosse  Anzahl  von  interessanten 
Aufgaben  und  einzelnen  Sätzen,  die  wir  allen  Lehrern  der  Mathema* 
tik  zur  sorgfältigsten  Beachtung  empfehlen  müssen,  so  wie  denn  die- 
selben überhaupt  in  dieser  vorzugsweise  dem  mathematischen  und  phy- 
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»ikaiuicben  Unterrichte  gewidmeten  2ieit8cbrift  ein  reiehee  Deiiiifig«» 
mftterlal  flir  ihre  Schüler  finden  werden.  —  In  dem  «weiten  der 
drei  obengenannten  Hefte  theilt  Herr  Hui troan  den  geometriscben 
Beweis  der  Formel  ffir  den  Inhalt  des  Dreiecks  ans  seinen  drei 
Seiten  mit,  welchen  Herr  Oberstudienrath  Riecke  in  seinen  Ter* 
dienstlichen  „Mathematischen  Unterhaltungen.  Erstea 
Heft  Stuttgart  1867.  S.  20.  Nr.  6.«'  gegeben  hat,  was  wir 
hier  erwähnen,  nm  zu  zeigen,  dass  die  Herren  Herausgeber  auch 
der  ausländischen  Literatur  gebührende  Beachtung  widmen.  Aos- 
serde.m  hat  Herr  Hultman  seine  interessant^  Geschichte  der 
Arithmetik  in  Schweden,  Herr  Ditlner  seine  verdienstliche  Ab- 
handlung Ober  den  Caicul  mit  geometrischen  Grossen  (Geometrisk 
Kalkyl)  fortgesetzt.  Wir  finden  einen  Aufsatz  von  Herrn  P.  W. 
Almquist  über  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten,  eine 
beachtenswerthe  elementare  Ableitung  der  Pendelformel  (für  das 
einfache  Pendel)  von  Herrn  R.  ThaUn,  nach  den  Vorlesungen 
des  Herrn  Professor  A.  J.  AngstrOm  über  allgemeine  Physik. 
Ferner  finden  wir  einen  Aufsatz  über  die  Losung  der  cabiscben 
Gleichungen  von  Herrn  D  —  G.,  eine  historisch  gehaltene  Abhaod* 
Inng  von  Herrn  H.  Hildebrand  Hildebrandsson  über  die 
Verdunstungslehre,  eine  Abhandlung  von  Herrn  Hultman  über 
Leibrenten,  Lebensversicherungen  u.  s.  w.,  einen  Aufsatz  über  den 
Rest  der  Taylorschen  Reibe  von  Herrn  D  — G.,  eine  Abhandlung 
zur  astronomischen  Lehre  von  der  Zeit  („Ueber  Uhrzeit  und 
Wochentag  an  verschiedenen  Punkten  der  Erdoberfläche '0  von 
Herrn  R.  Thalen.  Besonders  erfreuet  sind  wir  gewesen,  hier  anch 
wieder  einem  sehr  schOnen  Aufsatze  des  von  uns  hochverehrten 
Herrn  C.  J.  Malmst^n  (jetzt  Statsr&det,  Landshofdingen  i  Ska- 
raborgs  Län)  über  die  Integration  der  Differentialgleichung 

y'  =  ^»  y"  =  ^^  ist,  zu  begegnen,  auf  den  wir  im  Arcbir 

später  besonders  zurückzukommen  hoffen,  indem  wir  hier  sugleich 
bemerken,  dass  die  hier  integrirte  Differentialgleichung  io  Besie- 
hung steht  zu  der  im  März  hefte.  1869.  S.  1(M.  aus  „Tod- 
hunters  Integral  Caiculus.  p.  90/'  mitgetheilten  Aufgabe. 
Auch  von  einem  Aufsatze  des  Herrn  C.  F.  E.  Bjorling  (jun.) 
über  die  geometrischen  Oerter  der  Punkte,  von  denen  sich  aaf 
einander  senkrecht  stehende  Berührende  oder  Normalen  an  Kegel- 
schnitte  ziehen  lassen,  -—  mit  Bezug  auf  eine  Aufgabe  von  Herrn 
E.  Lindberg  im  Märzhefte  1868.  S.  84.  —  haben  wir  mit  In- 
teresse Kenntniss  genommen. 
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—  Leseoswerth  Ut  ferner  ein  aosffihrlicher  Anfsftfz  Hber  die 
Afetboden  des  ftrlthmetMcben  Unterricbts  tod  Herro  EIowsod 
u.  6.  w..  PreisanfgabeD  und  PrGfungeaaff^abeD  sind  niitgetheilt, 
verschiedene  Scbrillen,  z.  B.  das  uns  genau  bekannte  sebr  eni- 
pfeblenswertbe  „Lehrbncb  der  ebenen  Trigonometrie  (mit 
vielen  Aufgaben)  von  Lars  Phragm^n.  Stocicbolm.  1868/' 
sind  angezeigt  und  beurtbeilt,  woraus  man  sieht,  wie  sehr  die 
Herren  Herausgeber  bemöht  sind,  der  Zeitschrift  einen  möglichst 
mannigfaltigen  und  nach  vielen  verschiedenen  Seiten  hin  sehr 
lehrreichen  Inhalt  zu  verleihen,  und  dadurch  dem  mathematischen 
und  physilcalischen  Unterrichte  wesentlich  zu  nfitzen. 

Nochmais  aber  verweisen  wir  unsere  Leser  vorzfiglich  der 
vielen  Sätze  und  Aufgaben  wegen,  die  sich  zu  sehr  zweckmässigen 
Uebangen  der  Schüler  benutzen  lassen»  auf  diese  Zeitschrift. 

Sitzungsberichte  der  Kunigl.  Bayerischen  Alcade« 
mie  der  Wissenschaften  in  Manchen.  Vergl.  Literar. 
ßer.  Nr.  CLXXXXVI.    S.  16. 

1869.  1.  Heft  II.  Dieses  Heft  der  Sitzungsberichte  enthält 
nur  den  folgenden  in  den  Kreis  den  Archivs  gehörenden,  interes« 
santen  und  för  den  erweiterten  Gebrauch  des  von  Herin  Bauern» 
feiDd  erfundenen  Spiegelprisma  *—  um  sich  mittelst  desselben 
nicht  bloss  im  Allgnement  aufzustellen,  sondern  auch  den  Fuss- 
pnnkt  einer  von  einem  Punkte  aus  auf  eine  Gerade  errichteten 
Senkrechten  unmittelbar  aufzufinden  —  wichtigen  Aufsatz,  auf 
den  wir  unsere  Leser  recht  sehr  aufmerksain  machen: 

Nachträgliche  Bemerkungen  fiber  die  zu  geodäti- 
schen Zwecken  dienenden  Spiegelprismen.  Von 
Herrn  Bauernfeind.    S.  169. 


Jahresbericht  ffir  die  Mitglieder  derHamburgIsehen 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  der  mathematischen 
Wissenschaften.    Fastnacht  1869.    40. 

Der  vorige  Jahresbericht  dieser  hochachtbaren  Gesellschaft 
(Fastnacht  1867)  ist  von  uos  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXV.  S.  17. 
angezeigt  worden.  Ausser  den  Gesellscbafts»  Nachrichten  und 
dem  Verzeichnisse  der  Mitglieder  enthält  der  vorliegende  Jahres« 
berlcht  einen  beachtenswerthen  Aufsatz  des  Herrn  Dr.  A.Wagner 
—  Adjunct  der  Gesellschaft  — ,  welcher:  „Erweiternde  Be- 
merkungen zu  einigen  planimetrischen  Sätzen"  über- 
ichrieben  ist.    Dieser  Aufsatz,  auf  den  wir  später  noch  besonders 
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im  Archiv  sorfickzukommeD  hoffen«  bestehf  ao8  folgenden  Abtbei- 
luogen:  I.  Zum  goldenen  Schnitt.  2.  Zum  Lehrsatz  des  Bippo- 
krates.    3.  Zum  Lehrsatz  des  Ptolemäus. 


Taschenbuch  für  Mathematik,  Physik,  Geodäsie 
und  Astronomie.  Von  Or.  Rudolf  Wolf,  Professor  in 
Zürich.  Vierte,  u^mgearbeitete  und  erweiterte,  mitvier- 
undzwanzig  Tabellen  und  vielen  Holzschnitten  ausge- 
stattete Auflage.    Zuricli.    F.  Schulthess.    1869.    8«. 

Dieses  weit  verbreitete,  sehr  zweckmässig  eingerichtete  Ta- 
schenbuch ist  so  bekannt,  dass  es  genügen  wird,  das  Erscbeioefl 
dieser  vierten  Auflage  anzuzeigen  und  dieselbe  den  Lesern  des 
Archivs  zur  Beachtung  zu  empfehlen.  Die  24  Zahlentafeln  bieten 
in  aller  Kürze  ein  sehr  dankenswerthes  UCilfsniittel  bei  vielen  Rech- 
nungen, so  wie  auch  für  Physik  und  Mechanik,  Geodäsie,  Astro* 
nomie  und  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik  dar. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern  aus  dem  Jahre  1865.  Nr.  580-602.  Mit  1  Tafel. 
Bern.    Huber  &  Comp.     1866.    8^. 

Wir  holen  die  wegen  Mangel  an  Raum  leider  verspätete  An- 
zeige dieser  schon  vor  längerer  Zeit  erschienenen  Nummern  jetzt 
nach,  weil  sich  in  derselben  mehrere  in  den  Kreis  des  Archivs 
gehurende  wertbvolle  Aufsätzo  befinden,  nämlich  die  folgenden: 
Friedrich  Geiser:  Ceber  eine  geometrische  Verwandt- 
schaft des  zweiten  Grades.  S.  97.  —  R  Lauterbnrg:  Be- 
richt zu  den  Pegelbeobachtungen  der  Aare  inBernnod 
Thun,  vom  I.  Mai  1864  bis  1.  Mai  186(5  (mit  einer  Tafel). 
S.79.  —  A.  Kil:  Besteigung  des  Piks  von  Ternate  und 
Tidore  im  Sommer  1865.  S.  131.  —  Perty:  1)  Ceber  Stt- 
chi's  in  Rom  Abbildung  des  grossen  Sonnenflecken9 
vom  Februar  1865.  S.  74.  —  2)  Ueber  das  neue  Harine- 
Doppelfernrohr  von  Herrn  Sigmund  Merz  in  Muncheo. 
S.  139.  —  H.  Wild:  I)  Bericht  der  meteorologischen 
Centralstation  in  Bern  vom  Jahre  1864.  S.  37.  —  2)  Nach- 
richten von  der  Sternwarte  in  Bern  aus  den  Jahren 
1863  —  64.  I.  Astronomische  Beobachtungen.  S.  64.  II. 
Magnetische  Beobachtungen.    S.  65. 
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Jean-Baptlste  Brassenr. 

Eine  sehr  ausfShrlicbe,  von  Herrn  Liagre  verfasste  Lebens- 
skizze des  vorgenannten  trefflieben  Belgischen  Matbematikers 
und  sebr  aasgezeichneten  Lehrers  der  Universität  zn  Lattich 
enthält  das  „Annualre  de  i'Acadömie  RoyaJe  des  seien« 
ces^  des  lettres  et  Aes  beaux-arts  de  Belgique.  1869.'^ 
Die  Mittheiiung  dieser  ausgezeichneten  Lebensskizze  verstattet 
jedoch  der  Raum  dieser  Nummer  des  Literarischen  Berichtes  nicht» 
und  dieselbe  muss  daher  einer  späteren  Gelegenheit  vorbehalten 
bleiben.  Da  sich  aber  die  Zeit  dieser  Mittheilung  jetzt  noch 
gar  nicht  bestimmen  lässt^  und  es  mir  Herzenssache  ist^  dem 
trefflichen  Manne  auch  in  diesen  Blättern  ein  kleines  Denkmal  zu 
setzen:  so  beschränke  jch  mich  fär  jetzt  —  indem  ich,  weitere 
Mittheilungen  mir  vorbehaltend,  bemerke,  dass  Brasseur  am 
24$ten  Juni  1802  zu  Escb-sur-FAIzette  geboren  war,  —  mit  der 
Mittheilung  des  folgenden 


DisGours  prononc^  par  M.  Spring,  au  nom  de  TAcadö- 

mie*),  lors  des  fun^railles  de  M.  J.-B.  Brasseur,  mem- 

bre  de  l'Acad^mie,  d^cädä  ä  Li^ge,  le  13  Mal  1868. 

MESSIEURS. 

„Permettez  qu'au  nom  de  la  classe  des  sciences  de  TAcad^» 
(nie  royaie  de  Belgique,  je  vous  retlenne  encore  quelques  instants 
Jans  cette  enceinte. 


'')  de  Brnzelle«. 
Xhi,  L.  Hfl.  2. 
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J'fturais  vooln  que  le«  dernier«  adienx  de  la  Compagnte  fai- 
•ent  proDoocäs  par  iine  voix  plaa  compätente  que  la  mieone; 
j'anrais  däsir^  sortout  d'dtre  ezemptö  de  raiuertame  de  devoir 
mesarer  mea  parolea  daos  an  momeDt  oü  mon  coeur  est  oppress^. 
Car  8*il  n'est  personne  d'entre  vous»  Measiears»  qai  n'ait  chfri 
cette  äme  loyale  et  sioc^re«  respect^  cette  vie  simple  et  devou^, 
admirö  cet  esprit  lucide  et  p^nätrant,  je  suis  du  iiombre  deceai 
qae,  d'ancieDne  dafe,  Brasseur  avait  hooor^  de  son  amitie  et 
qui  senteDt  que  dans  ce  cercueil  repose  ane  partie  d'eox-mtoes 
—  et  meain  partem  absuäit 

Jean-Baptiste  Brasseur  fut  attach^  i  rAcad^mie,  a?ec 
le  titre  de  correspondaot,  le  17  däcembre  1847»  et  älu  membre 
de  la  section  des  sciences  matb^matiques  et  physiques,  le  14  de- 
cembre  1855.  11  y  repr^sentait  dignement  les  branches  sur  les* 
queiles  portait  son  enseignement  ä  l'UnlversitÄ  de  Liäge.  D*Doe 
assiduitö  exeroplaire  aux  s^ances,  11  enricbit  nos  Höiuoires  de 
travauz  qui  se  sont  acquis  une  place  considärable  dans  restime 
des  savants  et  cootribueront  encore,  aprte  sa  mort»  k  rUIustratioD 
du  nom  scientifique  beige. 

Le  hasard,  auquel  je  rends  bommage.  a  fait  que  les  deox 
membres  du  corps'  eDseigoant  appeUs  par  les  devoirs  de  leur 
Charge  k  prendre  la  parole  au  nom  de  rUniyersitä«  TboDorable 
recteur  et  le  savant  doyen  de  la  Facultä  des  sciences,  appartien- 
nent  k  la  spöcialit^  scientifique  du  confr^re  dont  nous  d^ploroos 
la  perte.  Je  pourrais  donc  me  dispenser  de  rien  ajouter  aux  Sie- 
ges qu'ils  lui  döcernent  en  pleine  connaissance  de  cause.  Je 
dirai  näaomoins  que  Brasseur  possödait  au  plus  haut  degre  les 
qualitäs  qui  coostituent  le  gäomötre:  la  metbode,  la  rlgueur«  la 
clartö  et  une  profondeur  peu  conimunes.  Ces  qualit^  se  reocon- 
trent  surtout  dans  ses  admirables  PrScis  de  gdometrie  deMcripÜH 
ei  de  mScanique  appliquie. 

11  oe  se  contentait  Jamals  de  coonaissances  superficielles,  oi 
de  väritös  convenues.  Lisant  peu»  II  s'attacbait  k  quelques  au- 
teurs  principaux  dont  il  s'assimilait  les  id^es  et  qu'l  parveoait, 
pour  ainsl  dire,  k  savoir  par  coeur.  Ayant  en  outre  ^largi  coo- 
sid^rablement  le  domaine  de  la  science  et  crö^.  de  nonvelles  n^ 
thodes  de  recberches»  il  porta  la  clartä  et  la  pröcislon  dans  les 
parties  les  plus  abstraites  et  les  plus  difliciles.  Sa  modestie, 
admirablement  naturelle  et  vraie»  lui  faisait  dire  que  chaque  fois 
qnil  n'avait  pas  6i6  bleu  compris»  seit  dans  ses  äcrits»  seit  dans 
son  enseignement»  cela  ayait  ^t^  de  sa  faute,  c*est*«t-dire  que  qoel* 
que  chose  a?ait  manquä  ä  Texposition  de  Tidöe:  11  la  retoaroait 
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alors  Bur  tonte«  sen  face«  jusqu'ä  ce  qa*ll  lai  eüt   rendn  cette 
traD«parence  qai  la  faisait  saisir  de  fous. 

C'eat  ainai  que,  döa  1829,  il  ^tait  parvenu»  seul  panni  toos 
lea  analyateSy  assure-t-on»  ä  dögager  de  toute  obaeuritö  les  prin- 
cipeci  da  calcul  differenüel  et  integral.  Les  däcoavertea  qu'il  a 
faitea  en  g^mätrie  aupärieure  et  la  pr^paration  de  aes  cours  Tont 
empdch«^  de  publier  cette  vue  k  laquelle  il  voalait  d*abord  dooDer 
de  grands  däveloppetnenta.  II  avait  fini  par  communlquer  soo 
travail  k  celui  de  sea  ^l^veci  qu*il  disfiiiguait  entre  toue  corome 
donnant  les  plus  belles  promesses  d'avenir.  II  m'avait  entretenu 
plusleurs  fois  du  projet  qu'il  noarrissait  de  eonfier  i  ce  jeune 
inathf&inaticien  la  publication  de  cet  important  ouvrage.  II  est  k 
espiSrer  qae  ce  d^air  se  r^alisera  btentdt. 

Le  peu  d'empressement  que  Brasseur  mettalt  k  pablier 
lai-mdme  »es  tra?aiiz  l'a  frasträ  peat-^tre  de  ThcDneur  de  la  prio- 
rit^  qu*il  aurait  pu  reTendiquer  dans  la  d^couverte  de  maint  thäo- 
r^me  de  g^omötrie  supärieure;  c*est  ainsi  qo'il  avait  dämontr^, 
sept  ans  avaot  la  publication  du  premier  ouvrage  de 
Steiner,  un  graod  nombre  des  proprii^tös  nouvelles  qui  ysont ezpo. 
fi^es.  Il  est  l'auteurd'uDe  nouvelle  m^thode  ded^monstration,  publice 
d*abord  daos  plusieurs  notices  et  iiK^nioires  particuliers  et  r^sumi^e 
eosuite  dans  son  JUSmoite  sur  une  nouveUe  methode  iTapplica-' 
Üon  de  la  geom^trie  descriptive  ä  la  recherche  des  propriASs 
de  ntendue  (Ml^M.  DE  L'ACADl^MIE  ROYALE  DE  BELGI- 
QU£,  tome  XXIX).  En  1840,  il  avait  montr^  le  premier  que  les 
projectloos  cotöes  peuvent  servir  de  moyen  de  dömonstration,  et 
i*avait  appllqu^,  avec  beaucoup  d'öl^gance,  aux  surfaces  gauches. 
Selon  Pappräciation  d'hommes  compätents,  les  travauz  gäom^tri- 
qnes  de  Brasseur  lui  assurent  un  rang,  conime  inventeur,  ä  cdtö 
des  Poncelet,  des  Steiner  et  des  Gbasles. 

Messieurs,  Thonorable  chef  de  TUni versitz  vous  a  parlö  de 
rhomme  en  m^me  temps  que  du  savant  et  du  professeur.  Ceux 
qui  oDt  T^cu  dans  son  intimit^  attesteront  qu'il  n*y  a  \k  rien  d'im- 
m^rltö.  Homme  essentiellement  bon,  loyal,  modere,  sens^  et  da- 
vouö,  il  se  montrait  tel  ä  TAcad^mie,  oü  il  comptait  autant  d'amis 
sinc^res  que  de  confröres.  C'est  que  partout  oü  un  bonn^te 
bomme  met  son  esprit,  il  y  met  son  coeur/* 
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Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik 
und  Physik. 

Almanach  der  kaiserlichexi  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.    Achtzehnter  Jahrgang.     1868. 

So  iTie  alle  seine  VorgSnger  (m.  vergl.  den  Literar.  Bericht 
Nr.  CLXXXXU.  S.  14.)  liefert  auch  diesner  Jahrgang  des  Alma- 
Dachs  —  in  wesentlich  nicht  veränderter  allgemeiner  Einrichtong 
—  ein  huchst  erfreuliches  Bild  von  der  weit  verbreiteten  fracht- 
reichen Thätigkeit  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften, 
nnd  hieibt  immer  ein  sehr  wichtiger  Beitrag  zur  niathematiscbeD 
und  physikalischen  Literatur.  Derselbe  enthält  kurze  necroiogische 
Notizen  über  M.  Faraday  und  Sir  D.  Brewster  (S.  213  und 
S.  216.]|,  und  einen  zwar  kürzeren»  aber  sehr  interessanten»  den 
Lesern  des  Archivs  recht  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlenden 
Vortrag  des  Herrn  Viktor  von  Lang,  wirkl.  Mitgl.  der  k.  Aka- 
demie: Ueber  unsere  Kenntnisse  von  den  optischen 
Eigenschaften  der  Krystalle.  S.  223  bis  S.  238.,  welcher 
in  der  feierliishen  Sitzung  der  k.  Akademie  am  30.  Mai  1868  ge- 
halten wurde. 

Verzeichniss  sfimrotlicher  von  der  kais.  Akademie 
der  Wissenschaften  seit. ihrer  Gründung  bis  letzten 
October  1868  veröffentlichten  Druckschriften.  Wien. 
Druck  und  Verlag  von  Carl  Gerold*s  Sohn.    1869.    8^. 

Mit  diesem  300  Seiten   starken  sehr  vollständigen,   mit  der 
grussten   Genauigkeit   und   Sorgfalt  angefertigten  Inhalt^verzeicb- 
nisse  aller ^  ihrer  In  dem  oben  genannten  Zeiträume  erschienenen 
Schriften    hat    die    kais.   Akademie    der  Wissenschaften    der  ge- 
sammten  Literatur  ein  höchst  wichtiges  und  angenehmes  Geschenk 
gemacht,  welches  mit  dem  grossten  Danke  aufzunehmen  Ist,  wobei 
zugleich  noch  besonders  hervorgehoben  werden  muss,   dass  bei 
allen  einzelnen  Schriften  deren  Preise  in  Fl.  und  Kr.,  so  wie  in 
Thlr.  und  Ngr.,  gena^  angegeben  worden  sind.     Die    einzeioeo 
Schriften  sind  in  der  2ten  und  3ten  Abtheilung  und  im  Anhange 
sehr  zweckmässig  nach  ihren  Verfassern  geordnet,  und  zerfallen 
in  die  folgenden  Abtheilungen: 

1.    Abtheilung:     Periodische    Werke    heider    Classen   der 
kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften.    S.   1—35. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Uter arischer  Uerichl  CLXXXXVUI.  5 

IL  Abtheilon^r:  Werke  einzelner  Autoren  und  kleinere 
Schriften.    S.  37-4K 

III.  Abtheilung:  Separat-Abdrucke  aus  dem  Archiv,  dem 
Notizenblatte,  den  Denkschriften,  Sitzungsberichten  und  der  feier» 
liehen  Sitzung  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften, 
sowie  aus  den  durch  die  Akademie  herausgegebenen  Jahrbüchern 
der  k>  k.  Central  -  Anstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus, 
nebst  Beilagen  zu  den  Sitzungsberichten.    S.  42  —  296. 

Anhang:  Wissenschaftliche Publicationen  der  Novara-Expe* 
dition.    S.  297-300. 

Ceherblickt  man  aber  dieses  300  Seiten  starke   Inhaltsver- 
zeichniss,  so  muss  man  in  der  That  staunen  über  die  weit  aus- 
gebreitete  und  buchst  fruchtbare  Thätigkeit  der  kais.  Akademie 
in  der  verhältnissmässig  nur  kurzen  Zeit  ihres   Bestehens,  und 
kann  nur  die  Richtigkeit  Dessen  von  Neuem  erkennen,  was  von 
uns  schon    früher  bei  anderer  Gelegenheit  bemerkt  vrorden  ist: 
dass  nSmüch  die  kais.  Akademie  der  ihr  durch  ihren  erhabenen 
Stifter  gestellten  Aufgabe:  die  höchste  wissenschaftliche  Behörde 
des  Landes  zu  sein,  in  der  schönsten,  einflussreichsten  und  frucht- 
bringendsten Weise  entsprochen   hat.     Jeder,    der   es    mit    den 
Fortschritten   der    Wissenschaf'ten    redlich    meint,    und    nicht   in 
engherziger  Weise  besonderen  Systemen   huldigt,    kann  nur   aus 
innerstem  Herzen   wünschen,  dass  es  auch  fernerhin  bis  In  die 
spätesten  Zeiten  der  kais.  Akademie  vergönnt  sein  möge,  ihrem 
wichtigen  schönen  Zwecke  in  einer  so  fruchtreichen  und  wahrhaft 
grossartigen  Weise  wie  bisher  zu  entsprechen. 


Tables  gön^rales  et  analytiques  du  Recueil  des 
Bulletins  de  TAcadämie  Royale  des  sciences,  des  let- 
tres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  2*"«  Sörie.  Tome 
I  a  XX.    a857  k  1866).     Bruzelles.    Hayez.    1867. 

Wir  verfehlen  nicht  auch  dieses  ein  gutes  Stück  mathematischer 
und  physikalischer  Literatur  enthaltende,  187  Seiten  umfassende, 
\on  der  weit  verzweigten  Thätigkeit  der  Königl.  Belgischen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  das  schönste  und  rühmlichste  Zeugniss 
ablegende  Inbaltsverzeichniss  hier  anzuzeigen,  indem  wir  bemer- 
ken, dass  dasselbe  besteht  aus  der  ,,Table  des  mati^res'* 
pag.  1.  bis  pag.  96.  und  der  „Table  des  au  teure''  pag.  97. 
bis  pag.  187. 
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BultettiDo  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  sciense 
matematiche  e  fisiche,  pubbiicato  da  B.  Boncompagnl 
Roma.    1868.    4».    (Vergl.Liter.  Ber.  Nr.  CLXXXXVl.  S.5.). 

Tomol.  Novembre  1868.  Sulla  Epistola  di  Pietro  Pere- 
grino  di  Maricourt,  e  sopra  aicuni  trovati  e  teorie  magoetiche  del 
secolo  XIII.  Memoria  secooda  del  P.  D.  Timoteo  Bertelii 
Barnabita.    (Continuazione).   p.  343. 

Tomol.  Dicembre  1868.  Sulla  Epistola  di  Pietro  Pere- 
griuo  di  Maricourt,  e  sopra  aicuni  trovati  e  teorie  magoeticbe  (M 
secolo  XIII.  Memoria  seconda  del  P.  D.  Timoteo  Bertelii 
Barnabita.  p.  379.  —  Annunzi  di  recenti  pubblicazloni.  p.  421. 
(Auf  diese  S.  421  bis  S.  449  umfassenden,  mit  sehr  kleiner  Schrift 
gedruckten  „Annunzi"  müssen  wir  unsere  Leser  ganz  vonfig- 
l^ch  aufmerksam  machen.  Dieselben  liefern  ein  so  vollständiges 
Verzeichniss  der  fast  in  allen  LSndern  auf  dem  Gebiete  der  Mir 
thematik  und  Physik  erschienenen  neuen  Schriften»  die  ausföbr* 
liebsten  Inhalf sanzeigen  aller  betreffenden  Zeitschriften,  der  Me- 
moiren der  verschiedenen  gelehrten  Gesellschaften  u.  s.  iv.  o.8.w., 
wie  etwas  nur  einigermassen  diesem  Verzeichniss  nahe  Kon- 
mendes  in  keinem  Lande  existirt.  ^Vlr  können  nur  unsere  leb« 
hafteste  Bewunderung  dem  Fleisse  und  der  Sorgfalt  zolleo,  womit 
dieses  Verzeichniss  auf  Grundlage  der  reichsten  zu  Gebote  ste- 
henden Literatur  zusammengestellt  worden  ist,  und  erkennen  io 
demselben  das  wichtigste  jetzt  existirende,  fSr  jeden  Mathematikei 
und  Physiker  ganz  unentbehrliche  Htilfsmittel  zur  Kenntoiss  der 
neueren  mathematischen  und  physikalischen  Literatur  fast  aller 
Länder  mit  Freuden  an.). 

Mit  dem  gleichfalls  bereits  erschienenen  ^.Indicedegli  arti« 
coli''  liegt  hiemit  nun  in  sehr  schöner  äusserer  Ausstattung  der  erste 
Tb  eil  eines  periodischen  Werkes  vollständig  vor  uns,  durch  weJ* 
cfaes,  wenn  es  so  regelmässig  und  ununterbrochen  fortschreitet 
wie  bisher,  die  Geschichte  der  mathematischen  und  physikati^cbeo 
Wissenschaften  mehr  gefördert  werden  wird  als  durch  irgend  eis 
früheres  Werk.  Wir  können  daher  dessen  berfihmtem  Herrn  Her* 
ausgeber  nur  GIfick  wünschen  zu  der  Vollendung  dieses  erste« 
Theils,  und  im  Namen  der  Wissenschaft  ihm  den  lebbaftestea 
Dank  aussprechen  für  die  Sorgfalt,  den  Eifer  und  die  jedenfalls 
sehr  grossen  Opfer,  womit  er  sich  dieser  sehr  wichtigen  Pabü- 
cation  hingiebt;  möge  die  göttliche  Vorsehung  ihm  Kraft  scbeoker. 
das  herrliche  Werk,  was  zugleich  seinem  Vaterlande  zur  grusstea 
Ehre  gereicht,  bis  zu  den  spätesten  Zeiten  fortzufflhreo  f 
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MOge  man  hieraas  nan  aber  auch  entnehmen,  wie  gross  on- 
«ere  Freude  ist,  jetzt  anch  schon  anzeigen  zu  Icunnen: 

TomoII.  Gennaio  1869.  La  vie  et  les  travauz  du  Baron 
Caachy,  membre  de  l'Acadöniie  des  seiences;  par  C.  A.  V al- 
so n,  Professeur  k  la  Facultc^  des  sciences  de  Grenoble;  avec 
iine  pr^face  de  M.  Her  mite,  membre  de  l'Acadömie  des  sciences. 
Tome  1.  Partie  historique.  pag.  XXIV  e  290.  —  Tome  IL  Partie 
«cientifiqoe.  pag.  XXUI  e  178.  ^  Paris.  Ganthier  Villars* 
iroprimeur - libraire  etc.  Quai  des  Augustin s.  55.  1868.  8^. 
—  B.  Boncompagni. 

Die  Herren  C.  A.  Valson  und  Her  mite  haben  sich  jeden-* 
falls  ein  nicht  genug  anzuerkennendes  Verdienst  erworben  durch 
die  Herausgabe  dieses  grossen  zweibändigen,  fQr  die  neuere  Ge- 
schichte der  mathematischen  und  physilcaiiscben  Wissenschaften 
ungemein  wichtigen  Wertes  —  auf  welches  wir  in  dem  „Archiv'« 
noch  besonders  zurückzukommen  hoffen  —  über  das  Leben  und 
die  wissenschaftlichen  Verdienste  eines  der  grSssten  Mathematiker 
aller  Zeiten,  welchem  doch  eigentlich  die  ganze  neuere  Mathematik 
und  mathematische  Physik  hauptsächlich  ihre  gegenwärtige  Gestalt 
verdanken.  Aber  auch  Herrn  ß.  Boncompagni  ist  der  grosste 
und  wärmste  Dank  auszusprechen,  dass  er  sich  der  sehr  ausföhr* 
lieben  Anzeige  dieses  wichtigen  Werkes  in  seinem  „Bulle  ttino'* 
nnterzogen  hat,  von  welcher  die  erste  Abtheilung  hier  vorliegt, 
und  deren  Fortsetzung  wir  mit  dem  grussten  Verlangen  entgegen 
sehen.  Jeder,  dem  das  grosse  Werk  des  Herrn  Valson  selbst 
nicht  zugänglich  ist,  wird  hier  mit  dem  grussten  Interesse  und 
der  wärmsten  Theilnahroe  die  Lebensbeschreibung  des  grossen 
Mathematikers  lesen,  die  Herr  Boncompagni  von  pag. 6.  an  zu 
liefern  angefangen  hat,  in  welcher  er  mit  Recht,  neben  Cauchy's 
grossen  wissenschaftlichen  Verdiensten,  die  vielen  herrlichen  Eigen- 
schaften des  Herzens,  des  Gemfiths  und  des  Charakters,  durch 
vrelche  derselbe  bekanntlich  so  sehr  ausgezeichnet  war,  nament- 
lich seine  tiefe,  aus  dem  innersten  Herzen  stammende  Religio- 
sität, und  die  in  wahrer  Ueberzeugung  wurzelnde  Treue,  mit  wel- 
cher er  bis  zu  seinem  letzten  Athemzuge  seiner  Kirche  anhing, 
hervorzuheben  nicht  unterlassen  hat.  Von  welcher  Freude  müssen 
die  Herzen  der  beiden  Tochter  Cauchy's,  die  ihn  überlebt 
haben,  von  denen  die  eine  mit  dem  Vicomte  Felix  dei'Esca- 
lopier,  die  andere  mit  dem  Comte  Alfred  de  Saint-Pol  ver- 
mählt ist,  bewegt  werden,  wenn  sie  diese  Lebensbeschreibung 
ihres  grossen  Vaters  lesen  !l 
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Arithmetik. 

Untersuchungen  über  eine  Gleichung  des  ersten 
Grades  mit  mehreren  Unbekannten.  Eine  zur  Erlan- 
gung des  Magistergrades  verfasste  und  Einer  Bocb- 
verordneten  pbysico  •  mathematischen  Facultfit  der 
Kaiserl.  Universität  vorgelegte  Abhandlung  von  Karl 
Weihrauch.  Dorpat.  Druck  von  E.  Mattiesen.    I8GÜ.  k\ 

Diese  43  Seiten  umfassende  akademische  Schrift  bebandelt 
den  auf  ihrem  Titel  genannten  Gegenstand  mit  sehr  grosser  Aus- 
Ehrlichkeit  und  in  grosser  Allgemeinheit  mehrfach  nach  neoeo 
Gesichtspunkten,  und  verdient  recht  sehr,  zu  sorgfältiger  Beachtung 
empfohlen  zu  werden.  Nach  einer  kurzen  Einleitung  .besteht  die- 
selbe aus  zwei  Theilen,  nämlich:  I.  Theil.  Untersuchofig 
derFormen,  in  denen  die  Auflosungen  enthalten  sind. 
—  II.  Theil.  Anzahl  der  Auflosungen.  —  Ein  jeder  sieb 
fär  diesen  Gegenstand  der  Algebra  Interessirender  wird  aus  dieser 
Schrift  mannigfache  Belehrung  und  Anregung  schöpfen,  weshalb 
%vir  dieselbe  nochmals  zu  recht  sehr  verdienter  Beachtung  em- 
pfehlen. 


Physik. 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.C.  Jelinek  undJ.Hann. 
(S,  Literar.  Ber  Nr.  CLXXXXVII.  S.  II.).  Band  IV.  Nr.  9 
bis  Nr.  II. 

Nenmayr's  Project  einer  wisscnschafUlichen  Durchforschung 
Australiens.  Vortrag  von  Prof.  v.  Vivenot,  S.  209.  —  üeber 
die  richtige  Lage  und  die  Theorie  des  Calmengiirtels  auf  den 
Continenlen.  Von  A.  Möhry.  (Scbluss.).  S.  214.  —  Bemer- 
kungen ober  das  Messen  der  Wasserverdunstung  in  freier  Loff. 
Von  Prof.  V.  Lamont.  S.  241.  (Sehr  lehrreich^—  Die  Orga- 
nisation der  meteorol.  Beobachtungen  in  Italien,  v^n  Dr.  Carlo 
Marangoni.  S.  246.  Sehr  interessant  und  ein  sehiv^anziehende« 
Bild  von  dem  grossen  Interesse  liefernd,  welches  ni)p  in  Italien 
liberbaupt  der  Forderung  der  Meteorologie  widmet,  ur^  von  den 
brichst  anerkennnngswerthen  und  verdienstvollen  Beniüliogen  ^^^ 
Herren  Professoren  Cantoni  in  Pavia,  Clodig  in.üdine, 
Govi,  Maldini,  Scbiaparelli  u.  s«  w.;   Director  di '"ß'**^' 
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rologischen  CentralbOreaas  In  Florenz  ist  Professor  Donati 
daselbst.  —  lieber  Staubregen  und  vern-andte  Erscheinungen. 
Von  K.  Fritsch.  S.  252.  —  Ueber  den  Einfluss  der  atmosphä- 
rischen Miederschläge  auf  das  Grundivasser.  Von  Prof.  Dr.  \Vol- 
dfich.  S.  273.  —  Auch  in  diesen  Nummern  sehr  viele  interes- 
sante kleinere  Mittheilungen  und  Literatur- Berichte.  Unter  den 
ersteren  machen  wir  noch  aufmerksam  auf:  Budget  des  Me- 
teorological  Office  zu  London  (Kosten  10,570  Pfd.  Sterh). 
S.280.  und:  Budget  der  k.  k.  Centralanstalt  fQr  Meteo- 
rologie und  Erdmagnetismus.  (Die  hier  mitgetheilte  Ge- 
schichte dieser  schonen  Anstalt,  in  welcher  naturlich  der  trefflichen 
Männer  von  Baumgartner  und  C.  Kreil  besonders  gedacht 
werden  musste,  ist  von  grossem  Interesse.  Kosten  5845  Fl. 
40  Kr.  -f  3400  Fl.  -f  847  Fl.  —  Wie  viel  in  Oesterreich  fär  Me- 
teorologie  geschieht»  ist  aus  unseren  verschiedenen  Mittheiinngen 
im  Archiv  hinlänglich  bekannt). 


Statistik. 

(Mit  EinscbliiBB  der  sogenannten  Politischen  Arithmetik  u.  %.  w.) 

(Die  Statistik  nimmt  hauptsachlich  durch  A.  Qoetelet's  hdcliat 
rerdionstliclie  Untersuchungen  und  Arbeiten  immer  mehr  und  mehr  die 
Gestalt  einer  lua  thematisch-naturwissenschaftlichen  Disci- 
plin  oder  einer  ..Socialen  Physik**  an,  und  ist  nicht  mehr  wie 
früher  und  leider  häufig  auch  jeist  noch,  namentlich  wenn  sie  als  spe- 
r.ielle  Statistik  einzelner  Länder  auftritt,  ein  oft  sehr  wüstes  Conglo- 
merat  von  Zahlen,  welche  uns  nur  damit  bekannt  machen,  wie  viel 
Schneider  und  Schuster  in  jeder  Stadt  sind  u.  dergl.;  dieselbe  wird  täg- 
lich mehr  eine  besondere  Domäne  des  Mathematikers  und  Physikers, 
und  bietet  für  Heide  ein  besonderes  sehr  grosses  Interesse  dar,  so  dass  die 
bisherigen  sogenannten  Herren  Statistiker,  insofern  deren  wiNsenschuftliche 
Bildung  nicht  auf  einer  durchaus  mathematischen  und  physikalischen 
Grundlage  ruhet,  sich  fürdcrhin  von  der  Behandlung  dieser  Wisdoo* 
Schaft  in  sehr  be.schcidener  und  reffpectsvoller  Ferne  halten  münsen. 
Blas  „Archiv**  erkennt  es  daher  —  namentlich  auch  mit  Rucksiebt  auf 
die  grosse  Anzahl  fast  täglich  bei  uns  einstehender  statistischer  Schriften 
—  als  eine  nicht  mehr  abzuweisende  NothM-endigkeit  an,  unter  die  bis- 
herigen Rubriken  seiner  Literarischen  Berichte  die  besondere  Rubrik: 

Statistik 
aufzunehmen,  wie  von  jetzt  an  geschehen  wird.  —  Natürlich  werden  vor- 
sngsweise  nur  solche   Schriften   Beachtung  finden,    welche    mehr  oder 
weniger  eine  mathematische  Tendenz  haben,   wenn  auch  absichtlich  — 
nm  eine  grössere  Freiheit  zu  wahren  —  nicht  die  beschränkende  Ueber- 
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•chrift:  „Math ema tl ich e  StatUtik'*  gewählt  worden  Ut  And 
Schriften  aber  die  sogenannte  Politische  Arithmetik  werden,  vm 
wir  hier  ein  ftir  alle  Mal  bemerken,  fernerhin  jetatroeieten«  unter  die  ebipe 
Rubrik  gestellt  werden.  —  Dies  lur  Erklärung  dieser  neuen  Rubrik.). 


Sterblichkeit  und  Versicherungsweseo  neu  behan- 
delt von  Dr.  Uermftnii  Scheffler«  Baurath  und  Regi«- 
rangs-KominiseSr  bei  der  Braunschweigischen  Allge- 
meinen Versicherungsaoetalt.  Mit  16  in  deaText  ein- 
gedruckten Holzstichen  und  zwei  lithographirteo  Ta- 
^  fein,    Braunsehweig.    F.  Vieweg  und  8ohn.    1868.    8^. 

Dass  die  Berechnung  der  Sterblichkeit  und  die  Heratellaag 
der  Grundlagen  dieser  Berechnung  noch  Vieles  zu  wSnschen  übrig 
lassen,  ist  bekannt  genug.  Der  Herr  Verfasser  dieser  nach 
unserer  Meinung  sehr  lesenswertlren  Schrift  hat  daher  die  bis- 
herige Auffassung  des  Sterblichkeits-  upd  Verzinsungsgesetzes 
als  einer  Veränderung  mit  intermittirender  oder  periodi- 
scher Wirkung  verlassen  und  daffir  ein  stetig  wirkendes  Ver- 
änderungsgesetz an  die  Stelle  gesetzt,  wodurch  sich  flBr  das 
Versicherungswesen  independente  geschlossene  Formeln 
ergeben  haben»  welche  vor  den  fiblichen  Rekursionsformeln 
manchen  Vortheil  voraus  haben.  Dass  der  Herr  Verfasser  die 
Anwendung  der  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ver- 
mieden hat,  vielmehr  alle  praktischen  Fragen  unmittelbar  anf 
Grund  der  leichter  verständlichen  Gesetze  der  grossen  Zahlen 
behandelt  hat,  halfen  wir  fOr  besonders  verdienstlich,  da  hierdurch 
gewiss  auch  der  Leserkreis  der  verdienstlichen  Schrift  wesentlich 
erweitert  werden  wird,  was  sehr  zu  wünschen  ist  Auch  die  bei- 
gegebenen eilf  Zahlen ta bellen  sind  sehr  verdienstlich,  und 
geeignet,  der  Anwendung  der  in  dem  Buche  entwickelten  Theorie 
Eingang  zu  verschaffen.  Um  zu  zeigen,  wie  eingehend  der  Barr 
Verfasser  seinen  Gegenstand  bebandelt  hat,  theilen  wir  nach- 
stehend den  Hauptinhalt  mit:  §.  1.  Verfahren  bei  Ermittlung  der 
Sterblichkeit.  §.  2.  Vergleichung  der  bekannten  Sterblichkeits- 
tafeln unter  einander.  Mittlere  Sterblichkeitstafel,  j.  3.  Beziehung 
zwischen  der  Sterblichkeit  und  der  Bevölkerung.  $.  4.  Zinsea- 
zinsrechAung  nach  neuen  Formeln.  §.  5.  Die  mittlere  Lebens- 
dauer. §.  6.  Lebensversicherung  auf  Beitrags-  und  auf  Kapital- 
fuss.  §.  7.  Berechnung  der  Lebensversicherungen  ohne  Integral- 
rechnung. —  Näherungsformeln.  §.  8.  Altersrenten  und  Alters- 
versicherungen aufBeitrags*  und  auf  Kapitalfuss.  §.0.  Sterblichkeit 
verbundener  Paare.    §•  10.  Versicherungen  jauf  ein  verhaBdeoes 
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Leben.  —  Ueberlebensrenten»  Wittwenpensionen.  —  Deberlebeos- 
Tersicberangen.  }•  H*  Allgemeine  Formnlirung  einer  Vereichernng. 
{.  12.  Einriebtang  der  Formeln  fBr  den  Gebrancb.  §.  13.  Berech- 
nung der  Hfillfegrueeen  und  HQlfetafeln  fOr  eine  Geeeikcbaft  von 
mittlerer  Sterblichkeit  9*  ^^  Berechnung  der  HfllfsgrOssen  und 
Hfilfetafeln  flir  eine  Geeellscbaft  von  ansgeeuchten  Vereicbereren 
nnd  mittleren  Versicherten.  9*  1^.  Bececbnung  der  HalfegrOssen 
und  HOlfetafeln  flBr  eine  Gesellschaft  von  ausgesuchten  Versiche- 
reren und  ausgesuchten  Versicherten.  9-  ^^  GrOndung  einer 
Versicherungsanstalt  —  Tarif.  {.  17.  Beispiele.  $.  18.  Prfifung 
des  Vermögensbestandes  einer  Anstalt  —  Guthaben  eines  Mit- 
gliedes.  9-  19.  Ueberschussvertheilung  nach  dem  Guthaben.  }•  ^• 
Ueberschttssvertheiiung  nach  der  Geldarbeit  aller  früheren  Ein- 
zahlungen. 9*  31*  Ueberschussvertheilung  nach  den  laufenden 
BeitrSgen.  9*  ^*  Verwaltung  der  einseinen  Versicherungsklassen. 
$.  23.  Folgen  einer  falschen  Sterblichkeitstafel.  {.  24.  Ankauf» 
Dmschreibung  und  Merabsetsung  von  Versicherungsurkunden.  §.  25. 
Versieht  auf  den  Ueberscbussantheil.  §.  26.  Die  Kinderversor* 
gongskassen.  Zahlen-Tabellen.  L  Erste  Aufstellung  der 
mittleren  Sterblichkeitstafel.  II.  Korrigirte  mittlere  Sterblichkeits- 
tafel. III.  Ergebnisse  der  Volkszählung  Im  Hersogthume  Braun- 
schweig. IV.  Zusammenstellung  der  mittleren  Lebensdauer  nach 
26  Sterblichkeitstafeln.  V.  Grundtafel  A.  einer  Versicherungs- 
gesellschaft von  mittlerer  Sterblichkeit  VI.  Grundtafel  B.  einer 
Versicherungsgesellschaft  von  ausgesuchten  Versichereren  und 
mittleren  Versicherten.  VU.  Grundtafel  C.  einer  Versicherungs- 
gesellschaft von  ausgesuchten  Versichereren  und  ausgesuchten 
Versicherten.  VIII.  Tarif  fflr  eine  Lebensversicherung  von  100 
T baiern.  IX.  Tarif  fllr  eine  Wittwenpension  oder  Ueberlebens- 
rente  von  10  Thalern.  X.  Tarif  für  eine  Leibrente  von  10  Thalern. 
XL  Ergänzungstafel  D.  fflr  Geberlebensversicherungen  bei  ausge- 
suchter Sterblichkeit  der  Versicherer  und  Versicherten.  Berich- 
tigung. Figurentafeln:  1.  Bildliche  Darstellung  von  26  Sterb- 
lichkeitstafeln. 2.  Bildliche  Darstellung  der  Sterblichkeitsver- 
bfiltnisse. 

Journal  desCollegiums  für  Lebens-Verslcberungs- 
Wissenschaft  zu  Berlin.  (Man  vergl.  LIterar.  Ber.  Mr. 
CLXXXXVII.  S.  3.). 

Erster  Band.  III.  Heft  Der  Inhalt  dieses  Heftes  der 
vorliegenden  sehr  beacbtenswerthen  Zeitschrift  ist  folgender: 
Ueber  die  allgemeine  Natur  des  Geburts-  und  des  Sterblichkeits- 
verhftltnisses.  Von  G.  Hopf,  Finanarath  nnd  Director  der  Lebens- 
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TersicberuDgsbank  fär  Deutschland  in  Gotha.  S.  109.  (Sehr  lehr- 
reicher und  der  sorgfältigsten  Beachtung  recht  sehr  zu  enipfeb* 
lender  Aufsatz.)  —  Petition  des  Collegiums  fiir  Lebens-Versiche- 
rungs  -  Wissenschaft  zu  Berlin  an  das  Haus  der  Abgeordneten. 
Beschlossen  in  der  Sitzung  des  Collegiums  am  6.  Februar  1869. 
S.  142.  —  Entwurf  eines  Gesetzes,  betreffend  den  GeschäftsFcrkebr 
der  Versicherungsanstalten  (Beilage  zu  der  vorhergehenden  „Pe- 
tition").   S.  171. 


.  Vermischle  Schriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  diretti  da 
F.  Brioschi  e  L.Cremona  (Presso  il  R.  Istituto  Tecnico 
Superiore  de  Milano)  in  continuazione  degli  Anuali 
giä  pubblicati  in  Roma  dal  prof.  Tertolini.  4».  (S.Liter. 
Ber.  Nr.  CLXXXXV.    S.  16.). 

Serie  IK    Tomo  IR    Fascicolo  3<>.    (Dicembre  I86a). 

Jordan:  Memoire  sur  les  groupes  de  roouvements  (conti- 
nuazione). p.  177.  — -  Genocchi:  Intorno  ad  un  teorema  di 
Caucby.  p.  216.  —  Cayle}':  Addition  k  la  Note  sur  quelques 
torses  sextiques.  p.  219.  —  Reye:  Sopra  le  curve  gobbe  di 
quart*  ordine  e  prima  specie.  (continuazione  e  fine).  p.  222.  — 
Roberts:  Sur  Fexpression  la  plus  simple  de  certaines  fontions 
des  diff^rences  des  racines  d'une  ^quation  du  cinquieme  degre. 
p.  224.  —  Beltrami:  Teoria  fondamentale  degli  spazii  dl  corva- 
^ura  costante.  p.  232.  —  Genocchi:  Intorno  ad  aicune  forme 
di  nuroeri  primi.    p.  256. 

Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti 
delle  universitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Pro- 
fessore  G.  Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
OLXXXXVI.  S.  15.  Auf  dieser  Seite  ist  Z.  9.  v.  u.  statt  „Nova" 
zu  setzen  „Nuova".) 

Marzo  e  Aprile  1869.  Intorno  ai  sistemi  di  rette  di  ^, 
grado;  per  G.  Battaglini.  p.  65.  —  Sulla  determinazione  delle 
costanti  arbitrarie  negF  integrali  delle  eqnazioni  lineari  cosi 
differenziali  che  a  differenze  flnite;  per  N.  Trudi.  p.  76. 
—  Annunzio  Bibliografico.  pag.  97.  —  Sopra  un*  equasione 
deir  8^  grado;  per  G.  Tung  ed  A.  Armenante.  p.  98.  — 
Nuovä  dimostrazionedel  teorema:  due  curve  punteggiate  proietti- 
varoente  sono  dello  stesso  genere;  per  E.  Bertini.    p.  106.  — 
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Nota  sopra  dae  teoremi  del  sig.  Mannheim;  per  E.  d'Ovidio. 
p.  107.  —  Lettera  del  prof.  Rubini  al  Redattore.  p.  111.  — 
SuWe  fiornme  dei  divisori  dei  numeri;  per  C.  Sardi.  p.  112.  — 
Correztoni,  p.  116.  —  Suile  progreBsioni ;  per  N.  Jadanza.  p.  117. 

Tidsskrift  Tor  Mathematik.  Cdgivet  af  CamlUo 
Tyclisen.  Anden  Raekke.  Fjerde  Aargang.  Kjoben- 
havn*),  Otto  Schwartaus  Forlag.     1868.    8«. 

Wir  müssen  uns  fiir  jetzt  begnügen ,  unsere  Leeer  nur  im 
Allgemeinen  auf  den  vorliegenden  Jahrgang  dieser  dänischen 
Zeitschrift  aufmerksam  zu  machen,  welche  vorzugsweise  der  För- 
derung des  mathematischen  Unterrichts  gewidmet  ist.  Dieselbe 
enthält  eine  nicht  geringe  Anzahl  sehr  werthvoller  Aufsätze,  wie 
z.  B.  einen,  beachtenswerthe  Bemerkungen  über  die  Anwendung 
der  Hyperbel  zur  Dreitheilung  des  Winkels,  und  die  ßeschrei- 
bung  eines  hiezu  geeigneten  Instruments  enthaltenden  Aufsatz 
von  Herrn  Adolph  Steen.  S.  1.;  —  ferner  die' Fortsetzung 
einer  früheren  Abhandlung  enthaltenden  Aufsatz  über  das  trili* 
neare  Coordinatensystem  von  demselben  Herrn  Verfasser. 
S.  6.;  —  einen  Aufsatz  über  die  Dreitheilung  des  Winkels  und 
das  eingeschriebene  Viereck  von  Herrn  Oberlehrer  Broager. 
S.  113.;  —  einen  Aufsatz  über  die  Integration  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen der  ersten  und  zweiten  Ordnung.  S.  163.;  — 
und  vieles  Andere,  was  wir  der  Beschränktheit  des  Raumes 
vFegen  hier  nicht  Alles  namhaft  machen  können.  Ganz  vorzüg- 
lich reich  ist  aber  auch  diese  Zeitschrift  an  meistens  sehr  instruc- 
tiven  mathematischen  Aufgaben,  welche  wir  zu  späteren  Mitthei- 
jungen  in  unserer  Zeitschrift  zu  benutzen  nicht  unterlassen  werden. 
Auch  die  Mittheilung  der  bei  den  Abgangsprüfungen  auf  den  ver* 
scbiedenen  dänischen  Lehranstalten:  Gelehrten -Schulen,  Real- 
schulen^ Forstlehranstalt,  polytechnische  Schule,  l^lilitärschule 
u.  s.  w.  vorgelegten  mathematischen  Auligaben  ist  von  grossem 
Interesse,  und  liefert  jedenfalls  ein  sehr  erfreuliebes  Bild  von 
dem  Zustande  des  mathematischen  Unterrichts  auf  allen  diesen 
Lfehranstalten.  Auch  Literarische  Mittbeilungen  enthält  die  ver- 
dienstliche Zeitschrift,  auf  welche  wir  unsere  Leser  recht  sehr 
aufmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen,  weitere  Mittheiluogen 
uns  vorbehaltend. 

Bulletins  de  l'Acadämie  Royale  des  sciences,  des 
I  ettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  Nr.  CLXXXVIIL  S.  14). 

y 

*)  Das  fär  ,,o'*   zu  tetzeiide  durch«  tri  ebene   „o^^   idt  hier  id 
ler    Druckerei  nicht  vorhanden. 
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30^  ADn^e,!  2»«  S^r.,  T.  XXIV.  Bolide  obsenr^  le 
IL  Jain  1867;  communicatioii  da  M.  Ad.  Qaetalet  p.  18.  - 
Orage  remarquable  k  Gand  dana  la  null  du  2  au  3  juln  1867; 
comniunication  de  M.  Ad.  Quetelet  p.  19.  —  Sur  la  tranafor- 
mation  d*uii  cylindre  liquide  en  sph^rea  laol^ea,  par  M.  Felix 
Plateau,  p.  21.  —  Sur  lea  oragea  des  mola  de  juin  et  juillet 
1867;  coromuDiGation  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  114.  —  Obser- 
vatlons  dea  ^toilea  filantea,  faitea  au  moia  d'aoAt  1867,  ä  l'Obser- 
vatoire  de  Bruxellea;  communlcation  de  M.  Ad.  Quetelet. 
p.  287.  --  Obaervationa  dea  ätollea  filantea  faitea  ä  tiand  da  9 
au  12  aoüt  1867;  par  M.  Dupres.  p.  289.  —  Obaervatiomi  des 
^tollea  filantea  faitea  k  Louvaln  du  II  au  12  acut  1867:  parM.F. 
Terby.  p.  290.  —  Obaervationa  dea  ^toilea  filantea  faitea  k 
Ronie  du  9  au  10  acut  1867;  par  H»«  Scarpellini.  (Lettre  ä 
M.  Ad.  Quetelet.).  p.  295.  —  Obaerrationa  dea  ötoilea  filantes, 
faitea  du  9  au  12  aoüt  1867,  k  Hontcalieri  (pröa  de  Turin),  pir 
M.  F.  Denca.  (Lettre  k  H.  Ad.  Quetelet).  p.  297.  —  Ora- 
gea dea  moia  d'aoüi  et  aeptembre  1867,  annot^a  k  i'Obaenratoire 
royal  de  Bruzellq^.  p.  300.  —  Oragea  obaervöea  k  Louvaio,  de- 
puia  le  19  juillet,  excluaivement,  juaqu'au  13  aeptembre  1867,  pv 
M.  F.  Terby.  (Lettre  k  M.  Ad.  Quetelet).  p.  301.  -  Meh- 
rere Beobachtungen  von  Gewittern  und  Meteoren  in  Gembloax 
von  Herrn  C.  Malaie e.  p.  304.;  in  Gent  von  Herrn  A.-C.  Neyt 
p.  305. ;  in  Brfiaael  von  Herrn  Marehal.  p.  312.  •—  ObaerratioDs 
m^t^rologiquea  borairea,  faitea  k  Mod^ne,  pendant  le  aolatice 
A"4t6  de  l'annee  1867;  par  M.  Ragona.  (Lettre  k  M.  Ad.  Que- 
telet.). p.  306.  ^-  Theorie  nouvelle  du  mouvement  d'nn  corpalibre; 
par  F«  Folie,  p.325.  Deuxi^me  Partie:  Mouvement d'un corpi 
libre  dana  tonte  la  auite  du  tempa.  Troiaidme  Partie:  Theorie 
du  mouvement  d'un  corpa  g^nä.  —  2^.  Mouvement  d'uncorps 
aolide  autour  d'un  point  fixe.  3^.  Application  de  la 
m^thode  aux  problömea  dana  leaquela  on  tientcompte 
du  frottement.  Die  erate  Abtheilung  dieaea  Hemoirea  a.  m. 
Bulletina,  2««  aärie,  tome  XX.  n^.  8.  — •  l^toilea  filantea  du  miiieD 
de  novembre  1867  et  ätat  de  Tatmoaphöre  k  la  m^me  ^poque;  ptf 
M.  Ad.  Quetelet  p. 509.  »  Obaervationa  faitea  k  Louvaln  sor 
lea  ätoilea  filantea  de  novembre  1867;  par  M.  F.  Terby  (Lettre 
ä  M.  Ad.  Quetelet).  p.  510.  -^  Liatea  dea  oragea  obaervees 
ä  Louvain  pendant  le  moia  d'octobre  1867;  par  le  m^me.  p.  613. 
—  Obaervationa  faitea,  k  Moncalier,  dea  etoilea  filantea  de  oo- 
vembre  1867,  par  M.  Fr.  Denza.  (Lettre  a  M.  Ad.  Quetelet). 
p.  513.  —  Oragea  obaervöes,  k  Malinea,  en  1866  et  1867,  par  M. 
Bernaerta.  (Lettre  M.  Ad.  Quetelet).  p-  515.  —  Note  sor 
le  pouvoir    diaperaif  de  Tair,    par  M.  Ch.  Montigny.    p.  533 
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(In  astronomischer  Rficksfc^ht  bemerkt  Herr  Montii^ny  —  was  ich 
hier  herrorhebeo  will  ~  dass  das  Dispersioos-VermSgen  der  Atmo- 
sphäre nicht  ohne  Einflass  ist  anf  die  Bestimmung  der  Refraction 
fvir  Sterne  von  verschiedener  Farbe»  die  in  grossen  Zenitbdistanien 
beoimcbtet  werden;  er  ändert  daher  die  Bradley'sche  Refrac* 
tionsformel  ftir  verschiedenfarbige  Strahlen  in  folgender  Weise  ab: 

Rother  Strahl:  r  =  W\  263. takig (Z-- 3,25. r), 
Gelber  „  r  =  W,  666.  tang(Z— 3,2S.r), 
Grfiner  „  r  =  W,  855.  tang(Z— 3/2ö.rX 
Blauer     „         t  =  61'%  101 .  tang(Z— 3,25.r). 

G. 

37"*  Annäe,  2^  S^rie.  T.  XXV.  Sur  la  loi  statistique 
des  tailles  humaines,  et  sur  la  r^gularlt^  que  suit  cette  loi  dans 
sott  d^veloppementy  k  chaque  äge;  par  M.  Ad.  Quetelet 
p.  142«  ^  Sur  un  memoire  concernant  la  th^orie  gän^rale  des 
ligoes  tracees  sur  une  surface  quelconque;  par  M.  Ph.  Gilbert 
Rapport  de  U.  Eng.  Catalan.  (Die  Abhandlung  wird  in  den 
Memoiren  der  Akademie  gedruckt.),  p.  184.  -—  Note  sur  la  publl* 
cation  du  tome  XVIII  des  Annales  de  Tobservatoire  royal  de 
Brnxelles/par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  187.  —  Sur  Tensemble  de 
traveauz  entrepris  par  M.  Zantedescbi  depuis  plus  de  qoarante 
ans,  sur  les  temp^ratures  terresfres  dans  les  environs  de  Venise 
et  de  Padoue;  note  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  189.  —  Sur  TAge 
et  l'etat  civil  des  mariös>  en  Belgique»  pendant  le  dernier  quart 
de  si^cle  (1841  k  1865);  par  H.  Ad.  Quetelet.  p.  227.  —  Sur 
quelques  propri<^tös  des  trajectoires;  par  M.  Ph.  Gilbert  p.  288» 
—  Sur  la  nature  de  la  gr^le  et  les  principales  circonstances  qui 
accompagnent  ce  pbönom^roe  atmosph^rique;  par  M.  l'abbe  A. 
Lecomte.  p.  449.  —  Note  sur  la  sciotillatloQ  des  ätoiles;  par 
JM.  C.  Montigny.  p.  631.  *-  Sur  la  division  des  angles  et  l'in* 
scriptibilite  des  polygones;  par  M.  E.  Speelman.    p«  665. 

37*"  Annöe,  2««  Serie.  T.  XXVL  Sur  les  pbänomönes 
periodiques  en  gön^ral;  par  M,  Ad.  Quetelet  p.  136.  —  Dis- 
cassion  des  observations  d'älectriciti^  atmospbärique  recueillies  k 
Gand»  et  comparaison  entre  ces  observations  et  Celles  faites  en 
d*autres  lieux;  par  M.  F.  Duprez.  p.  144.  —  Note  sur  les  sur- 
faces  orthogonales;  par  M.  E.  Catalan.  p.  180.  —  Determina- 
tion de  la  dMF<^rence  de  longitude  entre  les  Observatoires  de  Leyde 
et  de  Brnxelles  (aus  niois  d'aoüt  et  de  septembre  1868).  Mit* 
tb eilung  von  Herrn  Ad.  Quetelet  p.  262.  —  Sur  les  ehutes 
d'aörolithes   en   1868;   note  de   M.  Ad.  Quetelet.     p.  265.  -- 
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Mittheiliinseii  über  Meteore,  SternBchnuppen ,  Gewitter  von  den 
Herren  Ad.  Quetelet,  Terby,  M"**.  Scarpellini,  Malaise, 
Bernaerts»  Bellynck  in  Briefen  an  Herrn  Ad.  Qnetelet 
p.  270  bis  p.  289.  —  Passage  de  Mercare  sur  le  soleil,  observe 
k  Bruxelles,  le  5  noverobre  1S68.  p.  384.  —  Note  sur  les  etoiiea 
filantes  du  mois  de  novembre  1868,  par  M.  Ad.  Quetelet  p.  439. 
—  !^toiles  filantes  ä  New-Haven  (Etats-Unis).  Lettre  de  M.  B. 
A.  Newton  h  M.  Ad.  Quetelet.  p.  444.  —  Sur  la  th<^orie  de 
la  roue  Poncelet,  par  M.  F.  Folie,  p.  453.  —  R^^marqaes  et 
reclaniations  faites  par  M.  Aoust,  relativement  au  Memoire  de 
M.  Gilbert  sur  la  theorie  generale  des  lignes  tracees  sar  nne 
surface  quelconque.  p.  471.  —  Reponse  aux  obseryatioos  de 
M.  l'abbe  Aoust,  par  M.  Pb.  Gilbert,  p.  480.  Physiqne 
sociale.  Sur  rbomme  et  le  d^veloppement  de  ses  facultas;  par 
M.  Ad.  Quetelet.    p.  496. 


Upsala  Universitets  Ärsskrift.  Upsala,  tryckt  hos 
Edqüist  &  Berglund.  (Upsaia  —  Stockholm  hos  Ad. 
Bonnier.).    8<». 

Ueber  diese  treflf liebe  und  wichtige  »^Irsskriff'  ist  im 
Allgemeinen  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLV.  S.  14.  von  uns 
berichtet  worden,  worauf  wir  uns  also  hier  beziehen  kunneo;  der 
lohalt  der  Jahrgänge  bis  einschliesslich  1865  ist  im  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXVIII.  S.  18.  angezeigt  worden.  Jetzt  liegen  uns 
wieder  zwei  neue  Jahrgänge  vor,  über  die  wir  im  Folgenden  kurz 
berichten. 

Jahrgang  1866.  Oni  Spektral  analys,  af  Rob.  Thalea. 
Ueber  diese  auch  in  besonderem  Abdruck  erschienene ,  von 
Neuem  zu  sorgfältigster  Beachtung  sehr  zu  empfehlende  in  jeder 
Beziehung  ausgezeichnete  Schrift  ist  von  uns  schon  im  Liter. 
Ber.  Nr.  CLXXXIH.  S.  14.  berichtet  worden,  worauf  wir  uns 
^u  verweisen  erlauben.  —  Bidrag  tili  de  Definita  Integra- 
lernes  Theori  af  ÜT.  A.  Jolianson.  Diese  gleichfalls  sehr 
zu  beachtende  Abhandlung  betrifft  in  ihrer  ersten  Abtheilong 
die  Darstellung  bestimmter  Integrale  durch  unendliche  Producte; 
in  ihrer  zweiten  Abtheilung  die  Darstellung  bestimmter  Integrale 
durch  unendliche  Reihen. 

Jahrgang  1867.  Alle,  welche  sich  fiir  den  bekanntlich  ia 
neuerer  Zeit  vorzQglich  von  englischen  Mathematikern  sehr  aus- 
gebildeten sogenannten  Operationscalcul  interessiren ,  machen  wir 
recht  sehr  auf  die  in  diesem  Jahrgange  enthaltenen  „Studiert 
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Operationakalkylen  af  €»  F.  SS.  BJfoUny"  aufmerksam, 
und 'empfehlen  die  yerschiedenen  schonen  Anwendungen,  welche 
Herr  C.  F.  E.  BjOrling  von  diesem  symbolischen  Calcul  in  diesen 
,, Studien*'  auf  partielle  Differentialgleichungen,  bestimmte  Inte- 
grale und  Reiben  gemacht  hat,  recht  sehr  zur  Beachtung,  indem 
wir  uns  hier  der  Beschrftnktheit  des  Raumes  wegen  begnügen 
müssen,  zu  bemerken,  dass  die  sehr  beachtenswerthe  Abhandlung, 
ausser  einer  Einleitung,  aus  den  drei  folgenden  Kapiteln  besteht: 
I.  Partiela  Differential-equationer.  IL  Operationssym« 
boler  och  definita  integraler.  Operationssymboler  och 
serier.  —  Komet  VI.  1863.  Af  P.  O.  Ros^m  Eine  sehr 
sorgfältige  Berechnung  dieses  Kometen  mit  sehr  beachtenswertben 
allgemeinen  analytischen  Entwickelungen(§.6.— §.  12.)  über  Enckes 
bekannte  Methode  zur  Berechnung  der  speciellen  Störungen  (m.  s. 
K.  B.  Astronomische  Nachrichten.    Nr.  791,  792,  814.). 

Wir  sehen  der  Fortsetzung  dieser  trefflichen  „Irsskrift" 
mit  Verlangen  entgegen,  und  werden  die  neuen  uns  zugehenden 
Jahrgänge  jederzeit  so  bald  als  irgend  möglich  anzeigen. 


Acta  Universitatis  Lundensis.  Lunds  Universltets 
Ärs-Skrift.     Lund.     Berlingska  Bocktryckeriet.    4<* 

Das  Allgemeine  über  diese  treffliche  „Universitets  Ars- 
Skriff'  ist  schon  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXVII.  S.  9.  bei 
Gelegenheit  der  Anzeige  der  Jahrgänge  1864  und  1805  gesagt 
worden,  worauf  wir  uns  daher  zu  verweisen  erlauben,  indem  wir 
ans  freuen  hier  wieder  zwei  neue  Jahrgänge  anzeigen  zu  können. 

1.  Lunds  Unirersitets  Irs-skrift  for  Ar  1866.  Afdel- 
ningen  for  Mathematik  och  Naturretenskap.  (Utgifven 
med  biträdeaf  Physiographiska  Sällskapet  i  Lund.).  4^. 

Dieser  Jahrgang  enthält  nur  die  folgende  in  den  Kreis  des 
Archivs  gehörende  Abhandlung:  De  proprietatibus  serlei 
harmonicae  cum  quadam  hujus  tabula,  a  €•  J.  Dx  9on 
mil,  welche  in  mehrfacher  Rücksicht  von  Interesse  ist,  und  auch 
eine  „Tabula  harmonica"  cur  Summation  der  harmonischen 
Reihe  liefert. 

Lunds  Gniversitets  Ärs-skrift  for  Ar  1867.     Afdel 
ningen  f5r  Mathematik  och  Naturvetenskap.  (Utgifven 
med  bidräde  af  Physiographiska  sällskapet  i  Lund.)  4^. 

Dieser  Jahrgang  enthält  die  folgenden  hierher  gehörenden 
Abhandlungen:   De  foncti<mibu8  rationaliter  Logarithmis 

2* 
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iDtegrandis  et  speciatim  de  derivatis  Lammatam  a 
€•  J.  D:  8011  Hill«  —  Planet- Observationer,  anst&Uda 
ar  1867  pa  Lands  Obseryatorlum,  redncerade  oeh  sam- 
manstäilda  afAxellldller*  —  Bestämning  af  Polhojdeo 
furLundsObserTatorinmmedelst  observationer  i  fursti 
vertikalen  afA«  T.  B&eklimd.  Diese  Abbandlong  ist  nicht 
bloss  in  praktischer  Beziehung,  sondern  auch  wegen  der  in  ihr 
gegebenen  theoretischen  Entwickelungen  über  die  angewandte 
Methode«  nämlich  fiber  die  sehr  wichtige  Methode  der  Polh5hefi- 
Bestimmung  durch  Beobachtungen  im  ersten  Vertikal,  von  Inte- 
resse«  und  verdient  als  ein  Muster  f&r  solche  Polhohen  -  Bestim- 
mungen empfohlen  zu  werden* 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern,  aus  dem  Jahre  1868.  Nr.  654—683.  Mit  einer 
Tafel.    Bern.    Huber  &  Comp.    1869. 

Die  sehr  verdienstlichen  Mittheilungen  der  genannten  hoch- 
achtbaren Gesellschaft  aus  dem  Jahre  1865  sind  im  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXXXVI.  S.  16.  angezeigt  worden;  die  Jahrgänge 
1866  und  1867  sind  uns  leider  nicht  zugegangen ;  desto  mehr  beeileo 
wir  uns,  den  hierher  gehörenden  Inhalt  des  so  eben  an  uns  ge- 
langten Jahrgangs  1868  nachstehend  anzuzeigen. 

Perty:  Ueber  Georg  Forster,  Cook's  Begleiter  aaf 
der  Entdeckungsreise  von  1772— 75«  —  Perty:  Die  An- 
wendungdes  Mikroskopesauf  die  Er  kennt  niss  der  Mine- 
ralstruktur.  S.  25.  —  O.  Otth;  Ueber  eine  intermitti- 
rende  optische  Täuschung.  S.  70.  —  H.  Wild:  üeber 
die  Lichtabsorption  der  Luft.  S.  113.  —  SL  Orani^iiillei: 
Beitrag  zur  Aufstellung  einer  allgemeinen  Formel  fOr 
die  gleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  Kanäleo 
und  Flüssen.  S.  164. —  Sehwarseiibaeli:  Untersuchungen 
Ober  die  Luft  in  Schulzimmern.    S.  226. 


Sorgfältig  n  beachtende  BerichtiguHg  in  den 
Figarentafeln«  , 

Auf  Tafel  VI.,  VII.,  VIII.  ist  statt  „Nrl  VIII.  Kudclka: 
Gesetze  der  Lichtbrechung"  zu  setzen:  „Nr.  X.  Kudelba: 
Gesetze  der  Lichtbrechung.^' 
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Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik 
und  Physik. 

Sopra  Pietro  Peregrino  di  Maricourt  e  la  sua  epi- 
stola  De  Magnete.    Memoria  prima  del  P.  B*  Timoteo 
Bertelll   Barnabita.     Roma,    Tipografia    delle   scienze 
matematiche  e  fisicbe.    Via  Lata  Nr.  211  A.    1868.    4'>. 
p.  1  bis  |).  32. 

Sulla  Epistola  di  Pietro  Peregrino  di  Maricourt  e 
sopra  aicane  Trovati  e  Teorie  magnetiehe  del  secolo 
XIII.  Memoria  seconda  del  P*  D.  Timoteo  Bertelll  Bar- 
ttabita.  Roma,  Tipografia  delle  scienze  matematicbe 
e  fisicbe.     Via  Lata  Nr.  211  A.     1868.    40.    p.  1  bis  p.  178. 

Diese  beiden  Schriften  sind  schon  frCiher  in  dem  Bullettino 
di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  scienze  matematiche 
e  fisiche.  Tomo  I.,  durch  dessen  Herausgabe  sich  bekanntlich 
der  Herr  Principe  B.  Boncoropagni  in  Rom  so  grosse  neue 
Verdienste  erwirbt,  erschienen  und  von  uns  bereits  kurz  angezeigt 
worden.  Weil  wir  aber  dieselben  für  die  Geschichte  der  Physik 
von  sehr  grosser  und  ganz  besonderer  Wichtigkeit  halten,  so 
glauben  wir  die  Physiker  darauf  aufmerksam  machen  zu  müssen, 
dass  dieselben  nun  auch  In  besonderen  Abdrücken  erschienen 
sind,  und  als  solche  einzeln  bezogen  werden  können.  Die  erste 
kleinere  Abhandlung  verbreitet  sich  sehr  ausfuhrlich  über  das 
Leben  und  die  Schriften  des  Pietro  Peregrino  di  Maricourt; 
dagegen  hat  die  zweite  sehr  umfangreiche  Abhandlung  den  fol- 
genden Hauptinhalt:  Parte  I.  Epistola  di  Pietro  Peregrino 
TU.  L.  Hf  t,  3.  3 
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ridotta  a  iniglior  lezione.   p.  l.  —  Parte  11.  Capitolol.  Brano 
di  GioYanoi  di  S.  Amando  8ull'  attrazione  e  polarita*  roagnetiae 
passi  di  aicuni  altri  autori  del   niedio  evo.    p.  28.    Capitololl. 
Esaroe  e  confronto  di  alcani  altri  autori  del  medlo  evo.  p.  38.  - 
Parte  111«   Osservazioni  suU*  epistola  di  Pietro  Peregrin« 
in    ordioe   ai    progressi  della   scienza.      Conaiderazioni    generali. 
p.  77.    Capitolo  L     lii  alcane  avvertenze  preliminari  poste  dal 
PeregriDO  nei  capitoli  I,  II  e  111  deir  epistola.     p.  92.    Capi- 
tolo II.    Dei  diversi  metodi  proposti  nel  capitolo  IV  dell*  epistola 
per  determinare  la  giaeitura  di  punti  polari  nelle  calamite»  e  desü 
autori  che  in  seguito  ne  preaero  esempio.  p.  )0l.    €apit(^loUl 
Esame  •  confronto  aui  capitoli  che  aeguono  deir  epiatola,  sino  al 
nonOy  nei  quali  si  tratta  in  ispecie  della  bipolarita'  niap^netica,  deir 
orientazione  dei  poli  e  dell*  azione  reciproca  dei  medeaimi,  8ia  neue 
celamite  naturalis  sia  nelle  artifiziaÜ.    p.  116.    Capitolo  IV.   II 
Peregrin o  pone  Tago  magnetico  diretto  ai  poli  del  mondo,  e 
non  altroTe  —  sfera  magnetica  di  snpposto  moto  diurno  perpetoo  — 
alterazione  di  polarita'  nelle  ealamite  disorieiitate.     p.  137.    Ca- 
pitolo V.   Intorno  a  due  note  relative  all a  declinazione  conteuute 
in  un  codice  della  Universita'  di  Leida.    p.  156     Capitolo  Vi. 
Intorno  alle  prove  sulie  quali  puo'  fondarsi  TopiDione  che  anterior* 
mente  al  1492  la  declinazione  raagnetica  fosae  ign^ota  in  Europa. 
p.  163.    Capitolo  VU.    Breve  esposizloae  degli  ultimi  tre  capi* 
toli  che   formano   la  seconda  Parte  dell*   epistola  e  conclosione. 
p.  176.  —  Vier  grosse  Figureotafeln  bilden  den  Schloss. 

Man  wird  aus  dieser  mehr,  als  sonst  in  diesen  Literariscben 
Berichten  gewöhnlich  ist»  ausführlichen  Inhaltsanzeige  sehen,  irie 
angemein  wichtig  dieses  mit  sehr  grosser  Gelehrsamkeit  verfasste 
Werk  Dar  die  Geschichte  des  Magnetismus  and  der  Physik  über- 
haupt ist.  G. 


Arithmetik. 


\ 


\ 


Dlffe-  \ 


Elementerna  af  Algebraiska  Analysen  och\L.... 
rentral-Kalkylen,  i  korthet  framställda  af  C.  F.  E^Bjor 
ling,    Docent    i   Mathematik   vid   Upsala   Univer^sitet, 
Lektor  vid  Halmstads  H.  Elementar-Läroverk.    FVorra 
delen:  Reella  quantiteter.  Forra  haftet.  Senare  häfttet 
Upsala.    Esaias  Edquist.    1868.    ^. 


Von  diesem  Lehrbucbe  der  »»Algebraischen  Analysis  ood  _ 
Differentialrechnang"  haben  wir  mit  grossem  Interesse  geaaul 
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KenatoMB  geoommeD.  Dasselbe  enthält  auf  einem  verbiltoiM- 
mäseig  kleinen  Räume  in  ungemein  präciser  Fassung  alle  Haupt» 
lehren  der  auf  dem  Titel  genannten  Wissenscbuften»  so  weit  di«^ 
selben  för  jetzt  die  reellen  Grössen  betreffen ,  indem  wir  gleich 
hier  zn  bemerken  nicht  unterlassen  uollen,  dass  die  von  d«mi 
Herrn  Verfasser  streng  festgehaltene  Trennung  des  Reellen  md 
Imaginären  von  einander  ganz  unseren  eigenen  Ansichten  ent- 
spricht, und  nach  langjähriger  Erfahrung  fdr  den  Unterricht  von 
Anfängern  9  die  erst  in  die  genannten  Wissenschaften  eingeftthrt 
werden  sollen,  uns  ganz  unerlässlich  scheint»  wenn  nicht  eine 
hier  nur  zu  leicht  mögliche  Verwirrung  und  Unklarheit  entstehen 
soll.  Die  Darstellung  und  Entwickelung  schliesst  sich  —  vorzifg» 
lieh  den  von  Cauchy  gelegten  Fundamenten  folgend  —  den 
neueren  Ansichten  an,  und  lässt  rficksic|itllch  der  Strenge  nnd 
Evidenz  der  Beweise  nicht  das  Geringste  zu  wünschen  übrig,  so 
dass  das  Buch  in  dieser  Beziehung,  so  wie  überhaupt  wegen 
seiner  grossen  Kurze  und  Präcision,  als  ein  wahres  Moster  hm» 
gestellt  werden  kann,  und  namentlich  auch  verschiedenen  deutschen 
8chrift8tellern,  die  in  den  genannten  Beziehungen  leider  nur  zu 
oft  noch  Vieles  zu  wünschen  übrig  lassen*),  recht  sehr  znr 
Beachtung  und  vor  eigenem  schriftstellerischen  Auftreten  zn  sorg- 
faltigstem  Studium  recht  sehr  empfohlen  au  werden  verdient 
Kaum  braucht  noch  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass 
der  Herr  Verfasser  als  Hauptgrundlage  der  ganzen  Analysis  Be* 
griff  und  Lehre  von  den  Gränzeo  betrachtet,  dass  er  der  Stetlf^ 
keit  und  Unstetigkeit  oder  Continuität  und  Discontinuität  der 
Functionen,  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen  und  den 
Resten  der  Taylor'schen  und  Maclaurin^schen  Reihe  in  wei- 
tester Beziehung,  dem  Lagrange'schen  und  Laplace'schen 
Theorem,  den  unendlichen  Producten  und  deren  Convergenz  und 
Divergenz,  so  wie  den  in's  Unendliche  fortlaufenden  Kettenbrüchen, 
u.  s.  w\  u.  s.  w.  seine  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  widmet, 
alles  Dinge,  die  man  eigentlich  gar  nicht  besonders  hervorzuheben 
braucht  und  die  sich  ganz  von  selbst  verstehen,  wenn  man  —  wie 
hier  —  von  neuer  strenger  Analysis  spricht.  Dass  die  ver- 
schiedenen  Anwendungen    der    Differentialrechnung   —  für  jetzt 


*)  Wethaib  denn  auch  T«r«chiedene  neuer«  denUebe  nnalytiicbe 
ScbrifUn  in  diesen  Li ternr lachen  Berichten  gar  keine  Anzeige  gefunden 
haben,  weil  Tadel  in  diesen  Dingen  doch  nicht«  hilfi,  wenn  nicht  wahres 
Verstaodnitt  vorautgecetzt,  werden  darf,  womit  übrigent  keinetweg«  in 
Abrede  gestellt  werden  soll,  dass  wir  auch  in  Deutschland  einige  •— 
aber  nicht  viele  -^  wirklich  empfehlenswerthe  analjrtliche  Lehrbucher 
bealtzcn. 
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natürlich  mit  Ausschluss  der  geometrischen  —  nicht  fehleD,  ver- 
steht sich  von  selbst,  und  eine  sehr  dankenswerthe  Zugabe  bilden 
noch  die  allen  einzelnen  Kapiteln  in  ziemlicher  Anzahl  beige- 
fügten, fiberall  sehr  zweckmässig  ausgewählten  Uebungsbeispiele. 
Das  ganze  Werk,  so  weit  es  bis  jetzt  vorliegt,  besteht  aus  vier 
Büchern,  nämlich:  1.  Algebraische  Analysis.  II.  Deriva- 
tloDS-  oder  Differentialrechnug.  Hl.  Anwendungen 
der  Differentialrechnung  (Taylors  und  Maclaurins  Theo- 
rem; Unbestimmte  Werthe  der  Functionen;  Maxima  und  Minima; 
Functionen  mit  mehreren  Variablen,  u.s.  w.)*  1V\  Unendliche 
Functions  formen.  (Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen 
als  Anwendung  des  Taylors' sehen  und  Maciaurin^schen 
Satzes;  Anwendungen  der  8ätze  von  Lagrange  und  Laplace: 
Unendliche  Producte;  Kettenbrüche.)* 

Das  treffliche  in  vielen  Beziehungen  sehr  ausgezeichnete, 
die  weiteste  und  sorgfältigste  Beachtung  verdienende  Buch  ist  in 
dem  Kreise,  den  es  beherrschen  will,  jedenfalls  eine  Zierde  der 
schwedischen  mathematischen  Literatur,  und  lässt  auf  jeder  Seite 
die  grosse  Gründlichkeit  erkennen,  mit  welcher  in  Schweden  auf 
den  höheren  Lehranstalten  der  Unterricht  in  der  Analysis  ertheiit 
wird;  es  würde  auch  jeder  anderen  Literatur  zur  Zierde  gereichen, 
und  Ist,  wie  schon  gesagt,  ein  Muster  eines  guten  Lehrbuchs  der 
Analysis  nach  dem  jetzigen  Zustande  dieser  herrlichen  Wissen- 
schaft, welches  die  neuesten  strengen  Ansichten  in  derselben  in 
würdigster  Weise  vertritt,  und  lässt  sehr  wünschen ,  dass  es  dem 
Herrn  Verfasser  —  dem  wir  hier  aufrichtigst  und  herzlichst  die 
Hand  drücken  —  recht  bald  möglich  sein  möge,  uns  mit  der  jeden- 
falls zu  erwartenden  Fortsetzung  dieses  sehr  beachtenswertben 
Werkes  —  welches  mit  anerkennungswerther  Pietät  dem  treff- 
lichen G.  J.  Malmstön,  jetzt  „Statsrädet"  and  „ Landshufdin- 
gen  *)  i  Skaraborgs  Län  '^  in  „  Mariestad  **  gewidmet  ist  —  zu 
erfreuen.  G. 


Mathematische  Aufgaben  zum  Gebrauche  in  den 
obersten  Klassen  höherer  Lehranstalten.  Aus  den 
bei  Abiturienten-Prüfungen  an  preussischen  Gymna- 
sien und  Realschulen  gestellten  Aufgaben  ausgewählt 
und  mitHinzuffigungder  Resultate  zu  einem  Uebungs- 
buche  vereint  von  H.  C.  E.  Martu^,  Oberlehrer  an  der 
Königstädtischen  Realschule  in  Berlin.    Erster  Tbei).' 


*)  Landeshauptmann. 
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Aufgaben.  Zweite,  vermehrte  und  durch  EinfOhrang 
de8  Metermas8e8  neu  bearbeitete  Auflage.  Greifs- 
wald, 1869.    C.  A   Koch'8  Verlag.    8^. 

Die  erste  Auflage  dieser  ausgezeichneten,  zugleich  von  der 
Trefflichkeit  des  mathematischen  und  physikalischen  Unterrichts 
auf  den  preussischen  höheren  Lehranstalten  das  schönste  Zeugniss 
ablegenden  Aufgabensammlung  istim,,LiterarischenBerichte 
Nr.  CLXX.  S.  5/'  ihrer  Entstehung  und  Einrichtung,  so  wie 
ihrem  Inhalte  nach  ausführlich  von  uns  angezeigt  worden,  auf 
Vielehe  Kmexg^e  wir  uns  daher  hier  beziehen  können,  da  die  frü- 
here Einrichtung  mit  Recht  bei  dieser  neuen  Auflage  Im  Ganzen 
and  Allgemeinen  unverändert  gelassen  worden  ist.  Dagegen  aber 
hat  der  Herr  Verfasser  doch  dieser  zweiten  Auflage  im  Einzelnen 
verschiedene  Vorzüge  vor  der  ersten  verliehen,  worüber  wir  Fol- 
gendes uns  zu  bemerken  erlauben.  Gm  die  weite  Verbreitung  bei 
der  nahe  bevorstehenden  Einführung  des  Metermasses  dem  Buche 
no<;h  ferner  zu  bewahren,  hat  der  Herr  Verfasser  —  was  allerdings 
sehr  viele,  und  deshalb  mit  besonderem  Danke  anzuerkennende 
Mühe  und  Arbeit  erforderte  —  die  Aufgaben  für  das  neue  Mass 
eingerichtet,  insofern  und  insoweit  dies  nöthig  war,  wenn  nämlich 
die  betreffenden  Zahlen  nicht  blosse  Verbältnisszablen  sind,  und 
also  das  Mass  willkührlich  ist.  Ausser  dieser  muhevollen  Ver- 
änderung bringt  die  zweite  Auflage  134  neue,  sehr  gut  ausge- 
wählte Aufgaben,  und  mehrere  Abschnitte,  welche  noch  eine  zu 
kleine  Zahl  von  Uebungsbeispielen  enthielten,  sind  erweitert  wor- 
den, namentlich  die  Goniometrie,  die  ebene  und  sphärische  Trigo- 
nometrie, das  Kapitel  über  Maxima  und  Minima,  besonders  aber 
der  Abschnitt  aus  der  Coordinaten  -  Geometrie  und  der  aus  der 
Mechanik;  eilf  Aufgaben  der  ersten  Auflage  sind  gestrichen  wor- 
den, 80  dass  die  Sammlung  nun  unter  1500  Nummern  1658  Auf- 
gaben enthält  —  Wir  wünschen  dem  Herrn  Verfasser  Glück  zu 
der  nach  Vorstehendem  nicht  ohne  grosse  Mühe  möglich  gewe- 
senen Vollendung  dieser  neuen  Auflage  seinem  schönen  Buches, 
und  sehen  dem  Erscheinen  des  die  Resultate  enthaltenden  zw  eiten 
T heiles,  wo  den  mit  fünfstelligen  Logarithmen  gewonnenen  Re- 
sultaten, wenn  dieselben  in  den  letzten  Decimalstellen  eine  auf- 
fallende Abweichung  von  den  mit  siebenstelligen  Tafeln  gewon- 
nenen zeigen,  das  Ergebniss  in  (runden)  Klammern  sehr  zweck- 
mässig beigefügt  werden  soll. 

Möge  das  Buch  in  seiner  neuen  Gestalt  fortfahren,  zur  immer 
grösseren  Verbesserung  und  Förderung  des  in  jeder  Beziehung 
so  wichtigen  mathematischen  und  physikalischen  Unterrichts  bei- 
zotragen !  i 
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Anmerkung.  Weil  in  der  oben  angefahrten  Kummer  des  Litera- 
risvhen  BerichU  die  Anzeige  der  ersten  Auflage  der  Kürze  ve^eo 
unter  die  Rubrik:  Arithmetik  gestellt  worden  war,  so  ist  dien  sich 
hier  geschehen,  wenn  die  Anzeige  auch  eben  so  gut  unter  die  Rubrik 
Geometrie,  h&tte  geHtellt  werden  können.  Das  Bnch  gehört  seiner  Naliir 
nach  unter  versdiiedene  Rubriken,  also  allerdings  eigentlich  unter  die 
Rubrik  Vermischte  Schriften,  wohin  wir  aber  Schriften  dieser  Art 
nicht  gern  bringen,  weil  sie  sich  dort  leicht  der  allgemeinen  Beachbin)^ 
entziehen.  Wir  bemerken  dies  hier  ein  für  alle  Mnl  für  künftige  ähn- 
liche Fälle.  G. 


Astronomie. 

Anoalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apostofisGben  Majestät  aufuffent- 
liche  Kosten  herausgegeben  von  Carl.  v.  Littrow,  Di- 
rector  der  Sternwarte.  Dritter  Folge  fünfzehoter  Band. 
Jahrgang  1865.  Wien  1869.  ^.  S.  Literar.  Bericht  Nr. 
CLXXXXUI.  S.  10. 

Dieser  neue  Band  der  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien, 
welche  in  der  regelmässigsten  und  ununterbrocbensteo  Folge  er* 
scheinen,  enthält  nach  einer  Einleituog  des  verdienten  Directors 
der  Sternwarte:  Beobachtungen  am  Meridiankreise  aa« 
den  Jahren  1862  und  1863,  besorgt  von  Dr.  A.  Murnaoo. 
^  Beobachtungen  des  Mars  in  Declination  um  dieZelt 
der  Opposition  1862.  Von  A.  Murmann.  —  Zooenbeob- 
acbtungen  am  Mittagsrohre.  —  Meteorologische  Beob- 
achtungen im  Jahre  1864.  —  Tafeln  zur  Reduction  der 
Zonenbeobacbtungen.  —  Uebersi'cht  der  Zonen.  —  Wir 
bemerken  noch»  dass  sich  dieser  neue  Band  fiusserlich  vor  seinen 
Vorgängern  durch  eine  sehr  schone,  nichts  zu  wünschen  fibrig 
lassende  Ausstattung  auszeichnet,  und  wünschen  dem  hochver- 
dienten Herausgeber  den  ferneren  ununterbrochenen  Fortgang 
dieser  höchst  verdienstlichen,  der  Wissenschaft  so  nütxlicheo 
Publication . 
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Physik. 

Tafeln  zur  Berechnung  und  Reduction  meteorolo* 
gischer  Beobachtangen  von  Dr.  Ludfr,  Friedr.  Kämtz» 
well.  Kala.  Ruas.  Staatarath  und  Akademiker.  Dorpat 
1868.    40.    In  Commission  bei  F.  K.  Kuhler  In  Leipzig. 

Herr  Professor  Dr.  A.  von  Oettingen  in  Dorpat  hat  sich 
finrcb  Herausgabe  dieser  Tafeln  eines  der  Begründer  der  neueren 
wissenschaftlichen  Meteorologie  ein  sehr  anerkennungswerthes 
Verdienst  erworben.  Dieselben  sind  grosstentheils  schon  frfiher 
in  dem  von  der  Kais,  russischen  geographischen  Gesellschaft  zu 
St.  Petersburg  herausgegeben ^  von  Kämtz  redigirten,  mit  dem 
3ten  Theile  des  3ten  Bandes  eingegangenen  ^«Repertorium  fQr 
Meteorologie'%  sowie  auch  in  einzelnen  Seperatabzdgen  hier- 
aus, erschienen,  und  hier  zu  einem  Ganzen  vereinigt,  wodurch 
den  Meteorologen  jedenfalls  ein  wesentlicher  Dienst  geleistet  wer- 
den  ist.  Jeder  Tafel  ist  eine  kurze  Einleitung  vorausgeschickt, 
und  die  Einrichtung  ist  fiberall  so  einfach,  dass  darüber  gar  nichts 
zu  sagen  nßtbig  ist.  Vorzügliche  Beachtung  verdient  jedenfalls 
die  Stt  Seiten  umfassende  Psychrometertafel,  welche  vorzugsweise 
auf  Kämtz 's  eigenen  Untersuchungen  beruhet,  worüber  Herr 
von  Oettingen  in  der  Vorrede  Folgendes  niittheilt:  „Kämtz 
hatte  viele  Jahre  hindurch  an  der  Bestimmung  der  psychrometri- 
schen  Elemente  und  deren  Berechnung  gearbeitet,  und  zahlreiche 
nach  allen  bisher  bekannt  gewordenen  Methoden  angestellte  Ver- 
suche mit  einander  verglichen.  Einen  Theil  seiner  eigenen  Beob- 
achtungen, sowie  die  Resultate  mehrerer  anderer  Forscher  wurden 
von  ihm  in  fibersichtlicher  Fassung  verwerthet  in  den  „Bemer* 
knngen  fiber  Hygrometrie''  einem  Aufsatze,  den  man  Im 
2ten  Bande  des  Repertorinms  S.  341  —  361  findet.  Die  auf  S.  337. 
aufgestellte  Formel  ist  es,  die  man  in  der  Einleitung  zu  den  vor* 
liegenden  Psychrometertafeln  auf  8.  49  (Zeile  9)  wiederindet 
Die  Begrfindong  der  anderen,  auf  Temperaturen  unter  dem  Ge* 
frierpunkte  angewandten  Formel  gab  der  Verfasser  Im  3ten  Bande 
des  Repertorlums  8.  49  bis  8.  56.  —  Indem  wir  das  jedenfalls 
sehr  nfitzliche  Werk  allen  Meteorologen  zur  Beachtung  recht  sehr 
empfehlen,  mfissen  wir  uns  hier  mit  der  folgenden  allgemeinen 
Inhaltsangabe  begnügen:  Taf.  1.  Vergleichnog  der  verschiedenen 
Tbermometerscaleh.  8. 1.  —  Taf.  H.  Verwandlung  der  Barometer« 
Scalen.  S.U.  -^  Taf. HI.  Reduction  der  Barometerstände  auf  die 
Temperatur  des  Tbavpunkts.  S.  21.  --  Taf.  IV,  Tafel  zur  Erleich* 
teniog  der  Rechnung  bei  Anwendung  periodischer  Functionen  auf 
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meteorologische  Beobachtungen.  8.  35.  Enthfilt  die  Producte 
der  Zahlen  mit  den  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  des  Win- 
kels von  15^9  ferner  Logarithmen  von  Sinus  und  Cosinus  von  ti 
zu  ö  Minuten,  endlich  vierstellige  Logarithmen  (logarithmisch  und 
antilogarith  misch).  — ).  Taf.  V.  Psychrometer  tafeln  S,  49.:  Ein- 
leitung, Tafel  für  das  hunderttheilige  Thermometer  und  Millimeter, 
Tafel  für  das  Reaumur'sche  Thermometer  und  Pariser  Linieo 
Tafel  für  das  Fa hrenh ei t'sche  Thermometer  und  englische  Zoll 

G. 


Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  C.  Jelinek  und  J.  Hann 
(Vergl.  Literar.  ßer.  Nr.  CLXXXXVIU.  S.  8). 

B a n  d  I V.  Nr.  VI,  Diese  Nummer  enthält  ausser  verschiedener: 
interessanten  kleineren  Mittheilungen  und  Literatnrbericbten  die 
Beschreibung  zweier  neueren  meteorologischen  Instromente  von 
interessanter  Einrichtung,  auf  welche  wir  unsere  Leser  aufmerksam 
machen,  nSmlich:  Ueber  das  Minimum-  und  Maximum 
Thermometer  von  Hermann  und  Pfister  in  Bern.  \ot\ 
Professor  Dr.  R.  Wolf  (in  Zürich).  S.  305.  —  Das  Tiefen- 
Thermometer  von  Henry  Johnson.  Nach  dem  Report 
of  the  British  Association  for  1861.    S.  309.  G. 


Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  Vergl.  Literarischer  Ber. 
Nr.CLXXXXV.  S.  14. 

Band  LVH.  Heft  IV.  Unferdinger:  Ueber  die  beiden 
Integrale 

/  c«*«*cos(na:  — cosa?)cto>     /  6*'"*sin(iu:  — cosa?)cte- 

S.  611.  —  Derselbe:  Ueber  den  Wertb  des  Ausdrucks 

_i_._l_._l_.        . L__ 

(m  + 5)2 ^(m  +  2d)«^  (m  +  35)2  ^••••^   {m  +  m(«-l)d}« 

für  m  =  00  und  über  das  Diric  hie  t'sche  Paradoxon  bei  oneod- 
liehen  Reihen.  S.  621.  —  Derselbe:  Die  allgemeinen  Formeln 
für  die  Summe  der  Winkel  eines  Polygons.  (Mit  1  Tafel.).  S.  63a 
—  Niemtschik:  Directe  Beleuchtungs-Constructionen  ßlr  Flächen, 
deren  zu  einer  Aze  senkrechte  Schnitte  ähnliche  Ellipsen  sbd. 
(Mit  1  Tafel.).  S.  678.  —  Stefan:  Anwendung  der  Schwingungen 
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zosammengeseteter  Stäbe  sar  BestironiiiDg  der  Schallgeschwindig- 
keit. S.  697.  —  Ditscheioer:  Ueber  die  durch  planparaUele 
Krystallpiatten  hervorgerufenen  Talbo tischen  Interferenz« treifen. 
(Mit  1  Tafel.).  S.709. 

Band  LVIl.  Heft  V.  Bann:  Die  Temperatur -Abnahme 
mit  der  HShe  als  eine  Function  der  Windesrichtung.  (Mit  1  Tafel). 
S.  740. 

Band  LVlIl.  Ueftl.  Loschmidt:  Ableitung  des  Poten- 
tiales  bewegter  elektrischer  Massen  aus  dem  Potentiale  ffir  den 
Ruheznstand.  (Hit  1  Holzschnitt).  S.  7.  —  Ditscheiner:  Ueber 
eine  Anwendung  des  Spectralapparates  zur  optischen  Untersuchung 
der  Krystalle.  (Mit  2  Holzschnitten).  S.  15.  —  Unferdinger: 
Ueber  einige  merkwürdige  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie. 
S.  30.  —  Matzek:  Beitrag  zur  Construction  von  Berührungs- 
ebenen an  Rotationsiächen.  (Mit  1  Tafel).  S.  44.  —  Derselbe: 
Construction  der  Curven  bestimmter  Beleuchtungsintensität  an 
Rotationsflächen  mit  Benützung  berührender  Kugelflächen.  (Mit 
1  Tafel).  S.  49.  —  Boltzroann:  Ueber  die  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  mit  periodischen  CoelBcienten.  S.  54.  — 
Weyr:  Die 'Krümmungslinien  der  Flächen  zweiten  Grades  und 
confocale  Systeme  solcher  Flächen.    S.  60. 


Verslagen  en  Mededeelingen  der  Koninklijke  Aka- 
demie van  Wetenschappen*  Afdeeling  Natuurkunde» 
Tweede  Reeks.  Tweede  Deel.  Amsterdam«  C.  G.  Van 
der  Post.    1868.    8«. 

Den  ersten  Theil  der  zweiten  Reihe  dieser  ,» Verslagen  en 
Mededeelingen'*  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
10  Amsterdam  haben  wir  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXU. 
S.  15.  angezeigt»  und  freuen  uns,  jetzt  diesen  zweiten  Theil  der 
zweiten  Reihe  anzeigen  zu  können»  welcher^  eben  so  wie  jener 
erste  Theil  wieder  mehrere  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörende 
sehr  werthvolle  Abhandlungen  enthält»  die  der  sorgßiltigsten  Beach- 
tung zu  empfehlen  sind» «so  wie  es  überhaupt  sehr  zu  wünschen 
ist»  dass  die  holländische  mathematische  und  physikalische  Lite- 
ratur —  namentlich  auch  in  Deutschland  •—  mehr  Beachtung  finde, 
als  dies  bis  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint.  Der  hierher  geborende 
Inhalt  dieses  zweiten  Theils  ist  der  folgende :  J.BadonGhyben: 
ßeschouwing  van  den  regelmatigen  267-hoek.  p.  L  (Diese  sehr 
lesens-  und  beachtenswerthe  Abhandlung  ist  als  Fortsetzung  der 
Abhandlung   desselben  Herrn  Verfassers  über  die  regelmässigen 
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Vielecke  in  Tweede  Reeks*  Eerste  Deel.  p.  293.  sv  be- 
traebteo;  m.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  GLXXXH.  S.  15.).  —  J.  W. 
Ermerins:  Over  de  dagelijkscbe  bewegiog  van  den  Barometer 
te  Groningen«  opgemaakt  nlt  de  aanwijzingen  van  de  Barograapb 
van  December  1851  tot  November  1861.  (Met  eene  Plaat).  p.  101. 
—  M.  Hoek:  Determination  de  la  vitesse,  avec  laqaelle  est  en« 
train^e  une  onde  lunrinease  traversaot  un  milien  en  mouvement 
(Avec  une  Piancbe).  p.  189.  —  M.  Hoek:  Sur  iea  prismes  achro- 
matiqaee  construits  avec  nne  aeule  aubstance  (Avec  une  Planche), 
p.  195.  (Beide  Abbandlungen  ffir  Optik  aebr  beacbtenavrertb).  - 
F.  Kaiser:  Ueber  einen  neuen  Apparat  sur  absoluten  Bestim- 
mung von  persönlichen  Fehlern  bei  astronomischen  Beobachtungen, 
p.  216.  (In  vielfacher  Beziehung  sehr  interessant  und  beachtens- 
wertb  bei  der  grossen  Wichtigkeit  der  Bestimmung  der  söge« 
nannten  personlichen  Gleichungen).  —  Dr.  H.  van  Blanken 
(mitgetheitt  von  Herrn  R.  van  Rees):  Eenige  opmerkiogen  over 
de  beweging  van  Kometen,  p.  321.  (Beacbtenswerthe  Beroerkun- 
gen  zur  Theorie  der  parabolischen  Bewegung  der  Kometen).  — 
J.  BadonGhyben:  Over  eene  bijzondere  eigenscbap  van  even- 
wijdige  krachten,  wier  som  nul  is.  p.  327.  (Für  die  Statik  beach- 
tensiverth.).  —  Dieser  Tbeil  enthält  endlich  auch  p.  349.  den  von 
uns  im  Archiv  Tbl.  XLIX.  S.  81.  mitgetheilten  ffir  die  Geschichte 
der  Astronomie  sehr  wichtigen  ,, Rapport*'.    > 
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Literarischer  Bericht 

CC- 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 
Girard  iüercator  oder  Gerhard  Hereator! 

Der  berfihmte  Geograph   und  Mathematiker  Mercator 

ein  Flainänder  oder  ein  Deatucher? 

Von 

dem   Herausgeber. 

Der  mit  Recht  berühmte  Geograph  und  Mathematiker  Mer- 
cator*), der  Erfinder  der  verbesserten  Seekarten  oder  der  soge- 
nannten Karten  mit  wachsenden  Breiten  **)»  hat  bis  jetzt  Jahr- 


^)  Kaofmann  oder  Kremer. 

**)  Die  «Irenf^e  mathematische  Theorie  dieser  Karten  and  ihrer  An- 
ivendang  in  der  Nautik  findet  man  auf  der  Basiii  der  Lehren  der  höheren 
Matliematik  —  die  hier  nicht  wohl  in  arogehen  sind,  wenn  ohne  zu 
grosse  Weitläufigkeit  den  Forderungen  wirklicher  mathematischer  Strenge 
vollständig  entsprochen  werden  soll  —  aosfährlich  entwickelt  in  meinem 
Bache;  „Loxodro mische  Trigonometrie.  Leipsig«  1849.  8^/' 
von  welchem  der  ansgezeichnete  französische  Hydrograph,  Herr  Pro- 
fessor Terquem  in  Dänkirchen,  eine  mit  ausgezeichneten  Znsätzen 
find  wreiteren  Ausfnhrongen  versehene  französische  Uebersetzung  unter 
dem  Titel:  ,,]l^lements  de  Trigonometrie  loxodroroique  suiyis 
d'applications  a  lanavigationd'apr^s  M.  J.  -A.  Grunert,  par 
M.  Terqnem.  Dnnkerque.  Typographie  Benjamin  Kien, 
roe  nationale.     1859.     8®.  heransgegeben  hak. 

Beiläufig  bemerke  ich  hier  noch,  dass  neben  Mercator  sehr  oft 
noch  der  Engländer  Eduard  Wright  und  dessen  Schrift:  „Certain 
£  rrors  in  Navigation  detected  and  corrected.    London.     1657 

Thl*  L.  Hf  t.  4.  4  ' 
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hunderte  lang  Immer  und  ganz  unangefochten  ITir  einen  FlamSnder 
gegolten»  und  Belgien  ist  —  nrie  auf  Simon  Sterin  und  andere 
berühmte  Männer  dieses  Landes  —  mit  Recht  auch  auf  diesen 
trefflichen  Gelehrten  von  jeher  ganz  besonders  stolz  gewesen. 
Nun  ist  aber  so  eben  die  nachstehende  Schrift  erschienen: 

Gerhard  Kremer  gen.  Mercdtor,  der  deutsche  Geo- 
graph. VortragvonDr.  Breusing,  Direktor  der  Stener- 
mannsschule  in  Bremen,  gehalten  zu  Duisburg  am  30. 
MSrz  186d.  Der  Reinertrag  ist  bestimmt  für  das  in 
Duisburg  projektirte  Denkmal  Mercators*).  Duis- 
burg, 1869.  Commissions-Verlag vonF.H.Nieten.  8^. 
welche  nichts  Geringeres  bezweckt,  als  den  Belgiern  ihren  be- 
rühmten Landsmann  zu  entfuhren  und  als  einen  Deutschen  hin- 
zustellen. 

Nun  der  Unterzeichnete  hält  wahrlich  das  deutsche  National- 
gefuhl  hoch  wie  irgend  Einer,  und  glaubt  sich  selbst  dasselbe  bei- 
messen zu  dürfen  wie  wenige  Andere I  aber  in  wissenschaftlicher 
Rücksicht  ist  er  von  jeher  Kosmopolit  gewesen  im  weitesten 
Sinne  des  Worts,  und  Ist  es  noch;  aus  diesem  Gesichtspunkte 
muss  er  aber  denn  doch  offen  bekennen,  dass  er  durch  die  mit 
einer  gewissen  gemüthlichen  Breite  verfasste  Schrift  des  Herrn 
B reusing,  und  die  darin  erzählten  —  bis  jetzt  noch  nicht  durch 
irgend  welche  bestimmte  literarische  Nachweisungen  verbürgten 
—  Geschichten  noch  keineswegs  die  Ueberzeugung  gewonnen  hat, 
dass  von  Dato  an  die  Geschichte  der  Mathematilc» 
Geographie  und  Nautik  —  ohne  jede  zu  erwartende  Wider- 
rede —  in  ihren  Annalen  Mercator  als  einen  Deutschen 
zu  verzeichnen  haben  und  wirklich  verzeichnen  wird, 
so  sehr  und  so  aufrichtig  er  dies  auch  im  eigenen  Interesse 
wünschen  möchte.  In  solcher  gemüthlicher  Weise  —  wie 
in    der    vorliegenden  Schrift  —  schreibt  man   jetzt    nicht  mehr 


(nach  J.  J.  Littrow  in  dessen  Chorographie.  Wien.  1833.  S.  6.) 
genannt  wird,  aber  gewiss  mit  Unrechl,  wie  schon  Herr  A.  Germsin, 
Ingenieur  hydrographe  de  la  marine,  in  seinem  ausgezeichneten  Werke: 
,,Traite  des  projections  des  cartes  göographiques.  Parii'* 
(ohne  Jahreszahl,  aber  erst  ganz  neuerlich  erschienen)  p.  206.  bemerkt 
■  und  nachgewiesen  hat. 

•)  Der  Grundstein  zu  diesem  Denkmal  —  über  dessen  Errichtung 
man  sich  natörlich  nur  freuen  kann,  wo  es  auch  stehen  mag  —  soll  an 
3.  August  d.  J.  gelegt  werden.  In  einer  besonderen  Beilage  zu  dieier 
Schrift  werden  tou  einem  Comite  die  Deutschen  aufgefordert,  durch  reich- 
liche Beitrage  die  dereinstige  Errichtung  des  Denkmals  zu  ermöglicheo. 
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Geschichte  der  Mathematik  u.  8.  w,,  wie  Jeder  weiss,  der 
mit  den  neueren  Leistungen  auf  diesem  Gebiete  nur  einiger- 
maasen  bekannt  ist,  und  namentlich  von  den  grossartigen  For* 
schungen  und  Bestrebungen  Boncompagni's  auf  demselben 
eme  auch  nur  ganas  oberflächliche  Kenntnis«  besitzt  *), 

Der  Unterzeichnete  hat  —  abgesehen  von  einigen  kurzen  Be- 
merkungen am  Ende  dieses  Aufsatzes  ^-  keineswegs  die  Ab« 
siebt,  mit  Herrn  Breusing  sich' hier  in  eine  Polemik  einzulassen, 
und  lehnt  dieselbe  auch  Rir  die  Folge  von  vorn  herein  ab,  weil 
dazu  diese  Blätter  keinen  Raum  haben  und  nicht  bestimmt  sind; 
sehr  auffallend  aber  ist  es  ihm  gewesen,  dass  Herr  Breusing 

—  wenigstens    nach    dem    Ausweis    der     vorliegenden    Schrift 

—  von  den  beiden  folgenden  wichtigen,  einem  Jeden  sehr  leicht 
zugänglichen,  trefflichen  und  ausgezeichneten  Werken  —  ob  ab- 
sichtlich oder  unabsichtlich,  wissen  wir  nicht  — nicht  die  geringste 
Notiz  genommen  zu  haben  Scheint,  was  jedenfalls  nicht  gebilligt 
werden  kann  und  darf: 

Histoire  des  sciences  mathömatiques  et  physiques 
chez  les  Beiges;  par  Ad.  Quetelet,  Directeur  de  i'ob« 
servatoire  Royal  de  Braxelles,  etc.  etc.  Bruxelles, 
Rrl.  Hayez,  imprimeur  de  l'Acad^mie  Royale.     1864.   8^. 

Sciences  mathematiques  et  physiques  chez  les 
Beiges,  au  commencement  du  XiX'  sl^cle,  par  Ad. 
Quetelet,  Directeur  de  Tobservatoire  Royal  de  Bru- 
xelles  etc.  etc.  Bruxelles,  H.  Thiry-van  Buggenhoudt, 
imprimeur  •  ^diteur.    1866.    8^. 

Lediglich  Im  Interesse  der  Usterisclieii  INTatarlieit 
and  der  Gereclittekeit  halten  wir  es  daher  für  angemessen 
und  uns  dazu  ge wisser massen  verpflichtet,  unseren  Lesern  im 
Nachstehenden  die  ausfuhrliche  und  überaus  interessante  Darstellung 
mitzutheilen,  welche  Herr  Ad.  Quetelet  in  dem  ersteren  der  beiden 
genannten  Werke  von  pag.  110  an  in  elegantester  Sprache  fiber 
G^rard  Mercator  gegeben  bat,  anschliessend  zugleich  Das- 
jenige, was  über  den  zu  demselben  in  näherer  Beziehung  stehen- 


*)  Gern  öbrigent  wollen  wir  hierbei  in  Anschlag  zu  bringen  nicht 
unterlassen,  dass  die  Torliegende  Schrift  ein  vor  einer  gemischten  Ver- 
sanaroliing gehaltener,  also  mehr  populärer  Vortrag  isUuod  sein  soll;  wenn 
aber  dieselbe  den  Zweck  hat,  die  Reclamirung  Mercators  als  Deut- 
schen historisch  zu  begründen  und  zu  rechtfertigen:  so  glaubten  wir  in 
der  wohlgemeintesten  Absiclit  doch  zu  einiger  Vorsicht  mahnen  und  Tor 
Uobereiloog  warnen  zu  müssen ! 
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den    berfibmten    fiamändischen   Geographen  ludocus    Hoodjii« 
von  ihm  beigebracht  worden  ist.    Herr  Ad.  Quetelet  sagt: 


^  „A  la  suite  du  rögne  de  Charles- Quin t,  T^tude  de  lageogra* 
phie,  sur  iaquelle  ce  puissant  souverain  appelait  Tattention  de  ses 
compatriotes,  avait  pris  un  d^veloppement  remarquable ;  eile  for- 
mera  k  jamai.s  Fun  des  fleurons  les  plus  brillants  de  la  couroone 
scientifique  de  la  Belgique.  Les  difförents  peuptes,  aujourd*hm 
encore,  rendent  un  bonimage  möritä  aux  honimes  illustres  qoi 
firent  partie  de  la  grande  ^cole  dont  le  prince,  dans  des  teraps 
nieilleurs,  avait  encourag^  les  preniiers  travaux. 

Parmi  ceux  qui  se  distinguerent  leplus,  il  convient  de  placer 
en  premi^re  ligne  les  gäographes  Mercator  et  Ortelius,  dont 
les  noms  fönt  honneur  ä.la  Belgique.  Cfaarles-Quint  leur  avait,  en 
plus  d*une  occasiou»  donn^  des  tämoignages  de  sa  baute  estime 
et  de  Tadmiration  qu'il  professait  pour  leur  talents. 

Gärard  Mercator  ötait  nä  leSmars  1512,  si Rupeinionde^), 
sur  les  bords  de  TEscaut.  II  commenga  ses  etudes  a  Bois-Ie-Duc 
et  de  la  il  passa  ä  Louvain,  oü  il  cultiva  les  mathärnatiques  avec 
tant  d'ardeur  qu'il  oublia,  pour  le  travail,  la  nourriture  et  le  som- 
meil.  Heut  pour  maitre  Gemma  Frisius"^*),  dont  ilsutmettre 
k  profit  les  savantes  legons:  il  s'etablit  ensuite  k  Anvers,  et  fit 
lui-m^me  plusleurs  de  ses  Instruments  de  mathämatiques.  II  eoo- 
struisit  des  spb^res  et  douna  tous  ses  soins  au  dessin  de  ses 
cartes.  II  ne  se  montra  pas  rooins  habile  dans  la  construction 
des  objets  d'art:  on  citait  roeme  des  ouvrages  de  ciselure  tra- 
vailläs  avec  soin  et  qu'il  avait  exäcutes  de  ses  propres  inaios. 
II  aimait  aussi  cet  art  fameux  qui ,  vers  la  fin  de  ses  jours »  prit 
tant  de  puissance  sous  les  pinceaux  de  Rubens  et  de  recole 
cälebre  que  forma  ce  grand  peintre.     Quoique  n'habitant  plus  sa 


*)  La  Biographie  de  Wich  au  d  ecrit  aver.  rnisoR  Rapeimonde,  qai 
86  troove  entre  Anvers  et  Gand,  „et  non  paa  Rnreinonde,  comnie  le  diseot 
Moreri  et  les  biographes  qui  Tont  suivi  saos  exainen.^* 

**)  Auf  p.  83.  sagt  Herr  Quetelet  von  Gemma  Frisius:  .,11 
jouissait  d'ooe  grande  r^putation  et  il  etait  soiivent  fippelö  a  la  coor 
de  Bruxelles.  II  a  le  roerite  d'avoir  ete  le  maitre  de  Mercator  und 
auf  p.  88:  „Gemma  ne  s'est  pas  distinguö  seulement  par  ses  onvrag'e«, 
il  B*est  fait  estimer  encore  par  les  nombrenx  el^Te«  qu'il  a  formte  et 
qui  lui  ont  conserv6  une  reconnaissance  qui  prou%'e  en  favenr  de  «e« 
talents:  nous  avons  d6jä  cite  en  premier  iieu  le  cel^bre  geographo 
Gerard    Mercator''. 
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patrie  vers  la  fio  de  sa  carri^re,  Mercator  avait  pris  goüt  aax 
mcßors  et  aux  habitudes  de  sea  concitoyena,  comme  od  Vit,  d*ane 
autre  part,  le  chef  de  Töcole  de  la  peinture  flamaiide  payer  ^ga- 
leinent  son  tribat  ä  la  acienee  qui  avait  pria,  autoar  de  lui,  one 
extensioo  conaid^rable. 

A  Tage  de  vingt-quatre  ans^  Mercator  s'ötait  mari^  jl  Lou- 
valn  *),  Sea  premiers  soins  6*ätaienttourn^s  vers  la  conatruction  de 
cartes  de  ia  terre  sainte.  U  entreprit  aussi,  ä  la  deniande  de 
plusieurs  de  sea  amis,  ia  description  de  la  Ftandre.  En  1541  ^  il 
pufolia  an  globe  terrestre  qui  obtint  an  grand  aucc^s;  il  le  repro« 
duisit  en  1551,  et  Fannie  saivante  II  publia  son  ouvrage  De  üsu 
annuli  astronomici. 

Peu  de  temps  apr^a»  il  voulut  revoir  aa .  ville  natale,  qai  ^tait 
pea  diatante  d'Aovers:  il  ay  transporta  avec  tonte  sa  famille; 
mala  aans  perdre  de  vue  Tobjet  de  aes  ätudea  et  sea  travaux 
habitaels.  A  son  retour,  il  presenta  ä  TEroperear  quelquea  in- 
straments  et  des  ouvrages  de  aa  composition,  qui  furent  accaeillia 
avec  bienveillance. 

Quol  de  plua  toachant,  en  meme  temps^  que  de  voir  G^rard 
Mercator  qui  avait  paru,  avant  Abraham  Ortelius,  sonjeune 
rivai,  vouloir  procurer  k  ce  dernier  lavantage  de  r^ussir  comme 
lui  et  d'assurer  son  existence?  II  suspendit  rimpression  de  son 
grand  ouvrage  qui  ^tait  terniinö,  pour  ne  pas  nuire  au  succös  de 
son  jeune  ami :  tous  deux  professaient.  Tun  pour  Tautrej  la  plus 
tendre  amitie.  Alathematicorum  sui  temporis  facihe  princeps  et 
geographoTum  nostri  seculi coryphaeon,  disait  Ortelius,  en  par- 
lant  de  son  ami,  qui  ne  le  traitait  pas  avec  moina  d*estime. 

C'est  en  1554  que  Mercator  aöheva  la  description  de  TEu- 
rope,  d^jä  commenc^e  avant  son  d^part  de  Louvain.  II  revit  cet 
ouvrage  avec  la  plus  grande  activitö  et  le  reproduisit  avec  succes 
en  1572. 

D4jk  depuis  1559,  par  suite  des  troubles  qui  r^gnaient  dana 
les  Pays-Bas  et  des  dangera  auxquels  il  avait  ^t^  expos^.    Her. 


*)  II  s'etttit  mari^  a^ec  BarbeUe  Sclielleken,  dont  il  ent  Iroi« 
£le  et  troi»  fillet.  L'iin  de  ae<  ^U,  Bartholoinaeus  Mercator, 
Aaquit  ä  Loovaio  en  1540,  et  inourat  en  1568,  ä  i'dge  de  Tingt-huit  ant. 
£1  ecrWit  fort  jeune  encore  nn  ouvrage  qui  fat  imprlm^  &  Cologne,  en 
iCißZ,  (sous  le  titre:  So/ae  Oisphaeram,  geograpMae,  astroHonäae  ruäi- 
nenfa  suggerentes;  in-8<». 
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cator  avait  pris  le  parti  de  se  retirer  ^Duysbourg,  sm  lesbords 
do  Rhin»  et  d'y  continuer  ses  travaux  daos  le  calme  qoi  Ini  toit 
näcessaire  *). 


*)  Dans  an  oavrage   publik  r^cemment  sous  le  tUre  A*ArcAive8  äis 
aris,  sciences  et  teures,  par  M.  Alexandre  PincharC,  %  voL  ia  8^, 
Gandy  1860,    on    lit   quelques    detail«   «ur    one  d^tention  qae  le  celöbre 
g^ographe   Gerard   Mercator   aurait   aubie,    et  dont   on    ae   trosTe 
aucune  meution  daat  le«  ^crit«   de    cette  epoqoe.    »^Ao  commeaeciDcnt 
de   cette    ann6e    (1544)/'  est-il    dit  page  27,    tome  ler,    „ie   procoreur 
g^n^ral   de   Brabant  avait   6te  charge  d'aller  k  Lourain  dreeear  infbr- 
mation    contre  ploaieart  personnet  toap^onnee«  d'adherer  aaz    religioBs 
nonTelles    de   Luther  et  de    Calvin.      Presque    en  möme   temp«  Ger- 
ard  Mercator,   qui   habitait  cette  ViUe,   «en   etait  absent^  et   e'^tail 
rendu  dan«  ie  pays  de  Waea.    II  fut  vraiaemblablement  d6noBcd  k  rin- 
quiaiteur,  car  ie  bailli  de  ce  paya  Tarr^ta  et  le  condolait,  par  ordre  de 
Marie,  reine  donairiöre   de   Qongrie  et  gnaTemante  des  Paya-Baa,    aa 
chAteau  de  Rupelmonde.     Cette  ville  ^tait  le  liea  möme  ounotre  saTaat 
avait  va  le  jour.  A  la  nonvelle  de  aon  empriaonnement,  aa  femme  conrtche« 
Pierre  de  Corte,  curö  de  Tegliae  Saint-Pierre ,    aa  paroiaae,    loi  racsonte 
ce  qui  vient  d'arrlver,  et  lui  dit  que  aon  mar!  etait  parti  de  Lanrain  ä 
propoa  de  la  aucceaaion  d'na  de  %e%  onclea.    Le  cnre  d^livra  k  l'^puuse 
de  Mercator  un  certificat  en  rögle,    atteatant  qu*il  le  conoaiaaalt  pour 
jouir  d'une  boone  r^putation  et  mener  nne   vie  honorable  aoaa  tooa  lea 
rapporta.     La  pauvre   feuime   crut    qo'il  «uffiaait   de    faire    parrealr  au 
bailli  de  Waea  ie  t^iuoignage  de  aon  cur^  pour  obtenir  la  l:bert^  de  eea 
mari.     Elle    ae   trumpait.    Le  bailli   envoya  la  piöce.  a  la  goaveroante 
pour  avoir  aon  avia.     Celle- ci  fit  auaaitöt  ecrire  &  Pierre  de  Corte,  pour 
le  repriinander  d'avoir  donn^  un  aemblable  certificat  en  faveur  de  Mer- 
>  cator,  que  Ton  aonp^onnait  fort|d'Mre  h^r^tiqne,  et  qui  avait  etö  arr^r 
comme    tel,  ce  qui  lui   paraiaaait  nne  choae  tont  &  fait  kingnli^re;  en 
ootre,    eile  Ini  intima  l'ordre,  au   nom  de  TEmperenr,    de  declarer  les 
motifa  qoi  Tavaient  engage  &  agir  ainai,  et  de  dire  all  conoaiaaalt  4  la 
Charge  du  priaonnier  dea    faita   d'on   l'on   put  induire   que    Mercator 
etait  partiaan  de  qnelque  aecte.    Le  eure  de  Saint -Pierre  ne  ae  laiaaa 
paa  intimider  par  une  teile  miaaive:   il   r^pondit  k  la  reine  Marie  qa*il 
aavalt  que  G^rard    Mercator  a'abaentait  aouvent  de  ehes  lui  4  cause 
de  aon  genre  de  travaux,   qui  neceaaitaient  de  aa  part  de  fröqneaC«  de- 
placementa;  que,  trös-pen  de  tcmpa  auparavant^   il  avait  ete  maade  ea 
Flandre  par  l'abbe  de  Saint -Pierre  et  par  le  prövdt  de  Saint -BaToa   a 
Gand,   pour  lever  le  plan   de  certaines  terrea  k  propoa  deaqaellea  il  7 
avait  cooteatation  entre  eux.     II  ajoutait  eofin  qu'en  1549,  loraqae   Pl&t- 
lippe  II   etait  venu  aus  Paya-Baa,  notre  g^ographe  a'etait  renda  cKez 
le«    evöqnea    de  Valence   et  d'Arraa  pour  diff^rent«   travaux  artlaiiqoes. 
II  «emble  de  plua,   par  la  tonrnure  que  prit  alora  Faffaire,   qa'ä  la  re- 
ception  de  cette  lettre,    le  eure  de  Corte  ait  averti  Tabbe  de  Saiate- 
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En  1668  avait  paru  sa  chroDologie  depois  Torigine  da  monde. 
Cet  onvrage  consid^rable  se  eompose  de  ploa  de  340  pages  in- 
folio;  il  renferme  llndication  des  principaiix  ^v^nemeDts  du  moode 
depuis  sa  cräatioD  pr^sam^e.  Un  texte  asaei  coosid^rable  prä- 
c^de  ce  travail;  on  y  troave  ooe  s^rie  de  tableaux  marquant, 
ponr  les  principaax  Etats,  la  soecession  des  princes  et  des  honi- 
mes  distingo^s,  des  ^v^nements  astronomiqaes  et  toat  ce  qai  peat 
marquer  l'ordre  des  temps.  Cet  immense  recaeil  fot  publik  quel- 
ques aDfiees  avant  la  röforroe  grägorienne,  qoi  se  fit  en  octobre 
1582.  On  con^oit  l'utilit^  dont  ii  Tut  alors  et  en  m^me  temps 
rimportance  qu'il  a  perdue  depuis  cette  ^poque.  Mercator 
entreprlt  ensuite  de  revoir  les  tables  de  Ptoiäm^e  et  de  conriger 
les  fautes  nombreuses  que  renfermait  cet  ouvrage.  Ii  s'^tait  d6jk 
occapö  avec  sein  du  travail  special  qn*il  se  proposait  de  publier 


Gertrnde,  en  sa  qiialit^  de  contervatear  des  privil6gea  de  ruoiyersiC^  de 
LooTain,  de  TatteioCe  portee  k  «es  priTÜ^ges  par  l'arrestation  de  Mer- 
cator,  qui  etait  suppAt  de  Tooiversit^,  c'est-i-dire  dependant  de  la  jori- 
dicUoo  qu'ezerfait  ce  corps.  L'abbe  de  Saiote-Gertrade  s'adressa  imme- 
diatement  an  bailii  de  Waes  ponr  le  faire  relAcber.  Le  bailli  eo  r^ff^ra 
a  la  gonveniante,  qui  ^crivit  k  i'abbe  poar  TaTertir  que  Tindiirldu  doaft 
il  r^clamait  la  mise  en  liberte  avait  6U  ponrsnivi  par  le  procnrenr 
general  de  Brabant,  comme  fortement  snspect  de  latberanisnie;  qu'il 
sVtait  enfni  de  Loovaio  ponr  eTiter  d'dtre  arrdt^,  et  qa'il  avait  perdn 
par  ce  fait  le  bönefice  des  priTÜeges  de  rnnlversiC^;  eile  Ini  eiüoignaiC 
de  cesser  des  ponrsnltes  dans  ce  sens  contre  le  bailli  de  Waes  pour 
oblenir  la  restitation  da  prisonnler,  et  lyontait  qn*il  n'eüt  k  opposer 
ancun  obsftacle  k  la  marche  de  la  procedare,  a'il  ne  Tonlait  paa  la  mettre 
dans  la  n<cessit6  de  s^vir  contre  Inl  et  de  dresser  ane  Information  ä 
sa  Charge. 

nL'lnstroctioa  da  proc^s  de  M  er  cator  fat  longao.  Adherer  aux 
idees  de  la  reforme  6tait  un  crime  que  Ton  punissait  alors  du  bücber 
oa  de  la  perte  de  la  t^te,  apr6s  avoir .  employ^  mille  tortnres  dans  le 
bat  d'obtenir  un  aven,  qoand  les  preoTes  de  calpabiUt6  n'etaient  pas 
aaffisantes  poar  condamner  an  malheureux,  sooTent  Tlctime  d'une  in- 
Mme  d^nonciatiott  et  d'une  Tengeanee  personnelle .....  Mereator  ftit 
tr^s-probableraent  relAoh^,  apr^s  qnolqne  temps  de  s6Jonr  encore  sons 
loa  Toütea  hnmides  do  chAtean  de  Rupelmonde.'* 

IVaprte  ces  temoignages,  il  serait  difficile  de  refuser  de  croire  que 
Gerard  Mercator  ait  ete  on  effet  Polyet  de  poarsuitos  Jadiciaires ; 
aons  pensons  tontefois  qa'elles  forent  bien  moins  graTOs  qa'il  ne  fut 
die.  Ce  nest,  du  reste,  qn'k  la  suite  de  la  mort  de  Charles-Quint  que 
Mercator,  eo  1^59,  prit  le  parti  d'aller  viTre  a  Daysbourg,  sur  la 
fronti^re  d'Allemagne,  quoiqu'll  continuAt  toi^oura  de  poblier  sea  truTaaz 
scientifiqoes  4  Anvera. 
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8ur  la  gäograpbie ;  niaU  iious  avons  fait  coonaitre  le  motif  bono- 
rable  qui  Tenip^cbait  de  mettre  au  jour  aes  propres  oavrageft, 
dana  la  cralote  de  nuire  au  livre  que  venait  de  publier  son  ami 
Orte ii US  *). 

II  travaillait  avec  leiiteur,  mais  avec  pers^v^raoce,  ä  aa  graode 
coropo^ition,  qui  devait  renferoier  rensemble  de  aea  ou^rages; 
8on  Age  avaiic^  rendait  en  effet  sa  niarche  iiiteilectaelle  plus 
difficiie.  En  1592,  il  publia  Harmonie  evangelique,  avant  le 
commencenierit  des  froubles  de  la  Germanie.  Ses  id^es,  a  la  fin 
de  son  existence,  s'etaient  portöes,  comoie  celles  du  grand  New* 
ton,  vers  les  np^culations  religieuses.  II  est  egulement  auteor  de 
quelques  autres  ouvrages  qui  se  rapportent  aux  coonaiasances 
a«icetiques. 

Sa  femme  si  douce,  si  vertueuse,  ie  pröc^da  dans  la  tombe: 
eile  niourut  en  1586,  aprds  plus  de  cinquaote  annöes  de  roariage. 
On  pourra  s'etoriner  de  voir  cet  h<»ninie  grave  et  s^v^re  songer 
encore  ä  un  nouvel  hymeu  vers  la  fin  de  son  existence.  Mais  ce 
changeroent  lui  devint  fatal»  car  il  niourut  peu  de  tenips  apres»  a 
rage  de  plus  de  quatre*vingt*deux  ans"^). 

,,Mercator  fit  remarquer  le  premier  qu'il  fallait  ^tendre  leti 
degräs  des  märidiens  d*autant  plus  qu'on  s'äloignait  davantage  de 
r^quateur/'  dit  Montucia  ***).  On  llt,  d'une  autre  part,  dans 
VEuai  sur  rHütohe  generale  des  math^matiques,  par  Bossut-l-)  - 
,»En  bornant  toujours  l'usage  des  cartes  plates  k  repräsenter  de 
petites  ätendues  de  terrain^  on  ponvait  äviter  rinconvänient  qa'elles 
ont  d^exprimer»    par  des  lignes  Egales,    les  degrös  des  deux  eer- 


*)  Voici  let  prineipaux  oaTrage«  de  Mercator: 

Gloöi  terrestris  scutptura  1541  et  1551; 

De  Vsu  annuli  aslranomicL'  Lot.,  1552.  Gcrama,  eo  1548,  avaic 
publie  on  ouvrage  sur  le  mdme  Hojet; 

Chronologia,  hoc  est  temporum  demonstratio  exactissima,  a  nuauü 
exordio  ad  ann.  1568.    Coloniae,  1569,  in-fol. ; 

Tabulae  geographicae  ad  mentem  Ptoiemaei  resUtutae  1578,  in-fol. 

Barmonia  evangelistarum:  adv.  CaroU  MolinacQni,  1598.  Dayt- 
bourg,  in-4«; 

Tabulae  ae  descriptione»  geograpäiae,  qua*  postea  Atlanteai  in- 
•criptit,  cDi  praemisit  librum:  De  Creatione  ac  fabricä  mundi,  1595. 

**)  11  mourut  a  Doytboarg,  le  2  d^eembre  1594. 

•*•)  MoDtucIa,  tonie  11,  page  651. 

f)  ilossDt,  tome  I«^,  page  362. 
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des  paralleles  qai  terminent  la  carte  nord  et  aud  et  donner  ia 
Proportion  convenable  aux  expressions  de  ees  degr^s.  G^rard 
Mercator,g^ographe  desPays-Bas,  en  fit  la  remarque,  qotest 
d'aiilenrs  fort  simple  et  fort  öl^mentaire.  l^douardWright»  le 
memo  dont  il  reste  des  observations  astronomiques  parmi  celles 
de  HoroccioSy  diSveloppa  Tid^ede  Mercator,  ou  plutdt  eovisagea 
la  qaestion  sous  an  nouveau  point  de  voe.  „Ce  Tut  en  1669  qae 
parut  la  preroi^re  carte  hydrographique  drossle  sutvant  la  pro* 
jection  h  laqoelie  on  a  conservä  son  nom. 

J  u  d  o  c  0  s  H  0  n  d  i  u  6^  qai  fut  en  qaelque  sorte  le  continuateur  de 
Mercator,  ^tait  n^  en  1546,  ä  Waeken,  dans  les  Flandres;  il  se 
distingua  de  bonne  heure  par  des  dispositions  extraordinaires 
pour  les  arts  do  dessin.  Les  troubles  de  sa  patrie  le  port^rent  ä 
se  röfogier  en  Angleterre:  plus  tard,  il  alla  s'^tablir  ^Amsterdam 
et  s'y  fit  connaitre  par  ses  talents  poor  la  construction  des  cartes 
g<^ographiqaes.  II  publia,  sous  le  titre  A* Atlas  minor,  in-4^  ob- 
long, nn  abr^g^  qai  a  ät^  röimprime  souvent;  on  lai  doit  encore 
plusiears  autres  oovrages  sor  la  g^ographie  *).  II  mit  au  jour, 
en  1597,  en  langue  hollandaise,  un  trait^  de  la  Construction  des 
globes  oü  il  fit  preave  de  roärite,  et  il  s'occupa  avec  un  egal  suc- 
ces  de  Thydrographie  de  Fnnivers.  C'est  en  1602  qu'ii  fit  parattre 
ä  Amsterdam  une  Edition  in-folio,  plus  ^tendue  de  Tatlas  de 
üärard  Mercato.r  qui  eut  plusieurs  äditions  snccessives.  II  y 
ajouta  diflf^rentes  cartes  qui  y  manquaient  encore,  et  y  introduislt 
des  changements  assez  notables.  L'ouvrage  .parut  sous  le  titre: 
Gerardi  Mercaioris  Atlas,  sine  Cosmographicae  meditaUones  de 
faöricd  mundi  et  faMcati  figutä.  Foppeos  le  loue  peut-^tre  avec 
exces  en  le  däsignant  cororoe  celeberrimis  aliartun  aetatum,  tum 
in  Bataviä  tum  apud  Europaeos  omnes,  cosmographicis  aequi* 
parandus.  Montucia  dit  de  notre  göographe,  dans  le  tome  II, 
page  335  de  son  Histoire  des  MaihematUmesi  „Peirese,  voulant 
faire  servir  les  sateilites  de  Jupiter  ä  la  d^termination  des  lon- 
gitudes,  'en  ecrivit  ä  Hondius,  gäographe  hoUandais  de  räputation." 

Pierre  Montanus  deGand,  qui  passaen Hollande, aida  Hon« 


*)  II  mourat  4  Anisterdain  ie  16  fevrier  1611,  et  laitaa  troif  filf. 
TiiD,  dit  le  Vieux,  naqnit  k  Gand,  en  1573,  et  fut  an  grarear  diatinga^; 
l'antre,  Henri  Hondia«,  dit  le  Jeune,  fut  sop^riear  en  talent  ä  son  fröre; 
on  lui  doit  an  grand  nombre  de  gravore«  et  nn  ouvrage  flamand  qni  fo^ 
tradiiit  en  fran9ai«  tont  le  titre  d' Institution  en  la  perspective,  1625. 
Le  troitiöme  fiU,  Goillauroe  Hondiut,  «e  dittingua  egalement  comme 
gravenr. 
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dias  ^poblier  aon  Atta»  de  Mercatori  il  6t  p&rattre  «n  1612  sne 
ezceilente  descriptton  de  la  Belgiqne,  format  in-folio,  Foppens, 
page  993«  la  rapporte  k  cette  ann^e,  et  Valere  Andre  k  1617; 
mais  c'ätaient  probableroent  de«  «kittions  in-fe[io  difl^rentea. 

Dana  la  prtface  de  leur  Edition  de  Mercator»  Moodlua  di(, 
eo parlant deMontanoa:  lis vero gravi ratione  ducU descripiionet 
alias,  aliä  methodo  $atU  ut  nobis  guidem  tidetur  art^ciosd,  ad- 
junximus.  Eae  auiew  afßni  meo  Petro  Montano  wo  (absit 
verbo  invidia)  cum  docto  et  pio,  tum  in  labare  indefesto,  deben- 
tur:  par  affinis  meus  enteod-il  an  parent  oa  simplement  an  colla- 
borateurf 

Od  troave,  ä  la  page  soivante  de  rintrodoctIoD ,  des  Ters 
grecB  et  latins  qai,  aelon  l'aaage  d«  tenips«  aont  adreaa^  par 
leur  compatriote.  le  fameux  Daniel  Heinaiaa  de  Gand,  i  Pierre 
Montanas:  In  Geratdi  Mereatoris  Flandri  atlantem,  ktbare  Peiri 
Montani,  diligentia  et  sumptu  Judoei  HandU  reeenter  editum. 
Cette  inscription  aemblerait  faire  eotendre  que  la  partie  scientifi- 
qae  est  piut6t  due  i  Montanas  et  que  Hondias  rempüssait  ies 
fonctions  d'Mitear*). 

Qaoi  qo'il  eo  aott»  Untrodaetion  qae  Hondiaa  a  plac^  en 
t^te  de  rädition  de  1602  et  qal  parte  une  date  post^rieare,  e»i 
^crite  d*ane  maaldre  tr^«eonvenabie:  il  a  tAeh^,  avee  aen  colla- 
boratearHontanaa,  de  rempllr  lea  lacanes  qaiae  pr^aentaieot  dans 
le  grand  oavrage  de  Mereator,  et  spMalemeat  poar  TEspagoe 
et  quelques  partlea  de  l'Aale»  de  TAfriqae  et  de  rAmdriqoe;  il  le 
met  aa-deasus  de  tous  les  autres  ouvragea  connoa;  il  n'eo  n- 
cepte  paa  ni6nie  le  grand  onvrage  d^Ortelius.  Mereator  nemao- 
que  jamais,  dit-ll»  de  donner  avec  la  pr^ision  d^sirable  les  loogi- 
tudea  et   lea    latitadea  des  lieax    qa*il  dMgne  aar  ses  eartes; 


*)  Voici  las  moU  qae  Ton  troave  diiBt  la  pr^face  de  l'Mition  ia-^** 
qui  parat  en  16871  Quocirca  plurimum  iaudandi  iUi  sunl,  gut  in  häc 
arte  desudanini;  inter  guoi  Abrahamus  Ortelius,  Daniel  CeUarius, 
Anthoniue  /ffaginus,  Paulus  Merula,  Petrus  BertHts,  aliique:  sed  im- 
primis  amnium  docässimus  maihemaiieus  Oerardus  Mertator; 
quamtis  morte  praepeditus  geographicum  opus  suum  fcui  Atiantis 
nomen  indidit)  ad  ftnem  perducere  non  potuii.  At  Judoeus  ffond/us 
Anne  defeclum  supplevii,  adjectu  non  solum  Us  tabuUsquae  adoperis 
fastigium  desiderari  videbantur,  sed  etiam  accuraüe  eorum  de- 
scrlptionlbus,  opera  et  studio  Petri  Montani  elaboraft». 


Digitized  by  VjOOQ IC 


UierarUeker  Berickt  CO,  11 

noüons  qui    se    trouvent  g^n^ralement   näglig^e«  aar  tontes   les 
cartes  de  cette  ^poque  *). 

Dana  nne  aatre  präface,  en  töte  de  la  partie  qiii  coocerne 
rAfiriqae  et  TAsie,  pageSS,  Hondius  a'exprime  encore  avec  lea 
mtoea  äloges  k  l'egard  dea  travauz  qall  pröaente  aa  public:  Ne 
tarnen  Uli  injuriam  feciue  videamur,  dit  il,  ipsius  üUacias  reli- 
qubntu,  nostrasque  vel  sutjunximus,  vel  mü  nariieularibus  iabulis 
a  nobü  delmeatit  praeposuimusi  ui  Ha  ei  ilnus  Aonori  et  lectoris 
utiiitaii  esset  consulium,  ctn  non  ingraium  nostrum  laborem 
speramus  fore.  li  y  a  de  la  dälicatesae  dans  la  maniere  de  pro- 
eraer  de  äoodias  et  de  reatime  poar  sod  iUustre  compatriote. 

Jede  Polemik  —  wie  achoD  gesagt  —  ablehnend,  achiieaseD 
wir  mit  den  folgenden  kurzen  Bemerkungeni 

Die  in  der  vorliegenden  Schrift  erzählten  Geschichten  sind 
bis  jetzt  faat  nirgends  literarisch  verbflrgt.  —  Worauf  der  Herr 
Verfasser  besonderen  Werth  legt,  und  eigentlich  das  Einzige  oder 
wenigstens  Vorzuglichste,  was  zum  Beweise  der  Richtigkeit  seiner 
Ansichten  dienen  konnte,  sind  die  auf  8.  5.  roitgetheilten  eigenen 
Worte  Mercators:  „Obwohl  ich«-in  Flandern  gebaren 
bin,  ao  sind  doch  die  Herzoge  von  Jülich  meine  anee- 
atammten  Herren,  denn  unter  ihrem  Schutze  bin  ich 
im  JOlicIier  Lande  und  von  JulichachenEltern  ensevn^ 
ond  erzogen".  Aber  —  ganz  abgesehen  von  der  jedenfalls  ab- 
sichtlich i^eaucbten  und  herbeigezogenen,  in  der  That  etwas 
komisch  sich  ausnehmenden  Entgegenaetznng  der  Worte  ipebareii 
und  enfievfpt  —  erkennt    doch  wohl  Jeder  auf  den  ersten  Blick, 


*)  En  tandem  promlssot  Atlat  prodit  integer:  opo«  felielMiin^  qui- 
dem  a  doctistimo  V.  G.  Mercatore  iochoatom,  a  aobi«  anteoi  nanc, 
Deo  juvaote,  ad  fiaen  perdoctam.  No«  enim  onnem  adhibnimot  dili- 
aeatiam,  ot  reüqna  omnia  qoae  ad  ftMtlgiuin  huic  operl  imponendam 
deaiderabantnr,  quam  accnratiMlni  adjanfrerentiir.  Flagitabat  enim 
operia  higaa  dignilaa,  ot  noa  tolam  Eoropam  integram  (ciii  deerat 
Hitpaaia)  daremu«:  sed  etiam  reliquas  orbi«  partes,  Africam  «cilicet, 
Aaiam  et  Americam  ad  Europam  adjoDgereinna.  Oifficiliimnni  tane  nobia 
fait  In  tantA  tabnlarum  Hiapaniae  penariA  quidqnam  booi  et  certl  In 
valgua  edere  •#....  qiiamobrem  licet  Gerardna  Mercatorvir  doctisai- 
mnt  etiamnom  anperates  eaaet,  neqae  aibi,  neqne  allia  aimili  modo  hie 
aatisfaeere  poaaet,  ooa  certi  pro  Tlrili  in  hiace  partibua  deacribeodia, 
prolmtlaaimoa  qaoaque  auetorea  aeqooti,  noatrom  laborem  geographiae 
candidatia  aon  Ingratom  fore  aperamua.  Potoiaaet  Mercator  haec 
felieiaa  fateor.  Qola  enim  higiia  accurataa  deacriptionea ,  diligentiam, 
caram  et  jodiciom  imitabitor?  Qoam  nitida,  qoam  eleganter,  quam  ac- 
carati,  qoam  ad  amaaaiiii,  qnanto  judido  quid  via  fecit!  Laudator  non 
immerltö  Specolum  orbfs  a  Gerardo  de  Judaeia  editnm:  laadatiir  vir! 
diligentiaaimi  Abraham!  Ortelii  Theatruin:  Laadantnr  et  alioram  noa 
contemoenda  apera.  Sed  ai  cum  Mercatoria  opere  eonferaat  long6 
hole  poatponenda  qaivia  vel  medionriter  doctiisjadicabit.  la  illoromenim 
tabalia  deannt  pleramqo6  longitodiaia  lalitndiniaqoe  gradaa:  imo  et  obi 
babentar,  aine  inenaarA  etttä  et  ordine  additi.  Omitto  et  olia  in  quibaa 
aoctorum  aegligentiA,  vel  direcloria  inaeitiA  peccatam... 
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da88,  wenn  er  sagt:  ,,die  Hersoge  von  jQlich  seien  seioe 
angestammten  Herren,  weil  er  unter  deren  Schatze  in 
Jülichschen  Lande  und  von  Jaiichschen  Eltern  enEeagt 
worden  sei'S  Dies  hier  in  der  lateinisch  verfassten  .fWid« 
maii(r'  seiner  »^Tabulae  Galliae  et. Gerroaniae'' (doch wohl 
an  die  genannten  Herren?  was  freilich  der  Herr  Verfasser  niebt 
besonders  bemerkt)  nichts  mehr  nnd  nichts  weniger  als  eine  blosse 
Coartoisie  ist  und  sein  soll.  —  Ferner  steht  so  viel  fest»  dast 
Hercator  in  Rapelmonde»  welches  in  Ostflandern  zwi- 
schen Antwerpen  und  Gent  liegte  geboren  ist,  und  am  Ende 
kann  doch  nur  der  Geburtsort  über  die  Landsmannschaft  eot- 
scheiden.  -^  Dann  scheint  aber  der  Herr  Verfasser  hauptsftcblich 
ganz  übersehen  zu  haben,  dass  Mercator  an  der  Spitze  der  be* 
rühmten  grossen  flandrischen  Geographenschule  steht,  welche 
der  Anregung  Kaiser  Karl  V  lediglich  ihre  Entstehung  verdanlit, 
und  zu  der  ausser  Mercator  Mfinner  wie  Judocus  Hondius 
ans  Waeken,  Pierre  Montanus  aus  Gent,  Abraham  Or* 
telins  aus  Antwerpen,  Arnoldus  Myiius  aus  Vryemoers- 
heim,  Michel  Coignet  aus  Antwerpen,  Cornelius  Jode 
eben  da  her,  u.  s.  w.  gehorten.  — «  Mercators  langen  Aufenthalts 
in  Antwerpen  gedenkt  der  Herr  Verfasser  gar  nicht;  seinen  Aufent- 
halt in  Duisburg  zu  nehmen,  was  erst  im  Jahre  1559,  also  io 
seinem  47.  Lebensjahre  geschah,  ward  Mercator  nur  durch  die 
Unruhen  in  den  Niederlanden  veranlasst  oder  vielmehr  genothigt, 
um  dort  ruhiger  seinen  wissenschaftlichen  Arbeiten  leben  zu  kooneii, 
und  er  kam  daher  in  der  That  sehr  unfreiwillig  und  nur  nothge- 
drungen  dorthin,  sein  dortiger  Aufenthalt  ist  deshalb  als  ein  rein 
zufälliger  durch  die  Zeitumstände  ihm  leider  aufgenothigter  za 
betrachten,  so  wie  denn  sehr  viele  wissenschaftliche  MSnner  in 
den  Niederlanden  aus  gleichen  Gründon  in  jener  Zeit  ihr  Vaterland 
zeitweilig  zu  verlassen  genöthigt  waren,  was  Herr  Queteletan 
verschiedenen  Beispielen  nachgewiesen  hat  (s.  oben  Hondius). 

Alle  vorhergehenden  Mittheilungen  haben  bei  dem  grossen 
Interesse,  welches  wir  selbst  an  der  Sache  nehmen,  keinen  anderes 
Zweck,  als  die  Entscheidung  der  durch  die  vorliegende  Schrift  des 
Herrn  B  reu  sing  uns  ohne  zu  erwartenden  Widerspruch  noch  nicht 
entschiedenscheinenden  Frage  zu  ermöglichen  oder  wenigstens 
zu  erleichtern:  ob  nSmlicIi  die  Geschichte  der  Mathematils 
U.S.  w.G.  Mercator  vonjetzt  an  in  ihren  Büchern  aisein  es 
Flamänder  —  wie  seit  Jahrhunderten  bisher  immet 
geschehen  —  oder  als  einen  Deutschen  zu  verzeichnes 
haben  wird.  Und  wenn  auch  für  uns  bei  der  jetzigen  Lage  der 
Sache  es  kaum  zweifelhaft  ist,  wie  die  Entscheidung  dieser 
Frage  dereinst  ausfallen  wird,  so  wollen  wir  doch  gern  in  aller 
Bescheidenheit  diese  lediglich  im  Interesse  der  besseren  AufkiSrang 
dieses  Gegenstandes  von  uns  niedergeschriebenen  Bemerkungen 
mit  den  Worten  schliessen: 

Adhuc  sab  Jndlee  lis  est! 

Grcifswald  im  Juli  1869.  Grunert. 
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